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PREMIÈRE    PARTIE. 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


FOUET  (E.-A.).  —  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions 
ANALYTIQUES.  Deuxième  édition,  entièrement  refondue.  Tome  I  :  Des 
ponctions  en  général.  I  volume  in-8",  xiii-112  pages.  Paris,  Gautliier- 
Villars,  1907. 

Npiis  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  de  ces 
Leçons  élémentaires;  le  succès  de  la  première  édition,  rapi- 
dement épuisée,  est  certainement  justifié.  Il  a  permis  à  l'auteur  de 
reprendre  sou  œuvre,  en  la  perfectionnant  et  en  la  complétant. 
L'Introduction  primitive,  en  particulier,  a  été  assez  développée 
pour  qu'il  soit  convenable  de  la  séparer  du  reste  de  l'Ouvrage,  dont, 
sous  sa  forme  nouvelle,  elle  constitue  le  premier  Volume  :  telle 
qu'elle  est,  c'est  une  Introduction  à  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions, traitée  largement  et  dans  un  esprit  philosophique;  l'auteur  ne 
s'astreint  pas  toujours  à  cet  ordre  strictement  didactique,  où  l'on 
ne  s'appuie  jamais  que  sur  ce  qui  a  été  démontré;  tantôt  il  se  con- 
tente d'une  vue  et  se  borne  à  affirmer  tel  théorème  qui  sera  démon- 
tré plus  tard  ou  dont,  tout  au  moins,  le  lecteur  doit  connaître 
l'énoncé;  tantôt,  lorsqu'il  s'agit  de  propositions  particulièrement 
importantes  cl  dont  la  démonstration  est  d'une  nature  élémentaire, 
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il  insiste  sur  celle  démonstration.  Il  insiste  toujours  avec  le  plus 
grand  soin  sur  les  détinitions. 

Cette  Introduction  se  compose  de  deux  Cliapitres,  dont  le  plus 
long  est  intitulé  :  Des  fonctions  en  général.  L'auteur  y  traite  des 
ensembles,  des  limites,  des  fonctions  eu  général,  de  la  classifica- 
tion des  fonctions;  il  ne  craint  pas  d^introduire  parfois  les  re- 
cherches les  plus  récentes  et  d'initier  son  lecteur  aux  problèmes 
actuels.  Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  définition  des  fonc- 
tions analytiques. 

De  nombreuses  notes  contiennent  des  indications  bibliogra- 
phiques, des  citations,  des  exemples,  parfois  quelques  développe- 
ments théoriques.  J.  T. 


WUNSCHMA\N  (K.).  —  Ueber  Bbhuhrungsbedingungen  bici  Intkgral- 
KtRVEN  VON  DiFPERENTiALGLEiCHUNGEN.  Inaugural-Dissertiation.  35  pages 
in-8.  Leipzig,  Teubner,  1905. 

Une  équation  différentielle  ordinaire  du  n*®"*  ordre 

définit  un  faisceau  de  00"  courbes;  l'auteur  s'est  proposé  de  cher- 
cher dans  quels  cas  les  conditions  d'un  contact  du  (n  —  2)'*^""^ 
ordre  entre  deux*  courbes  infiniment  voisines  se  réduisaient  à  des 
équations  de  Monge  du  second  degré  entre  les  constantes  d'inté- 
gration, entre  les  données  initiales,  par  exemple.  C'est  un  pro- 
blème que  l'on  peut  aborder,  sans  connaître  les  équations  inté- 
grales, grâce  à  une  méthode  que  l'on  doit  à  M.  Engel  (').  L'auteur 
le  traite  explicitement  pour  les  cas  de  /z  =  3,  4i  5.  Les  conditions 
cherchées  s'expriment  par  des  équations  aux  dérivées  partielles  et 
l'on  obtient  explicitement  les  équations  de  Mohge.  J.  T. 

(  '  )  Leipziger  Berichte     ç)o5. 
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KNOPP  (K.).  —  Grenzwerte  von  Rbihrn  bei  der  Annàherung  an  die 
KoNVKRGENZB  Grenzk.  In'dugural-Dissertation.  5o  pages  in-8.  GOttingen, 
Kâstner,  1907. 

L^auteur  résume  d'abord  les  diverses  propositions  connues  sur 
la  façon  dont  se  comporte  une  série  entière  en  rc,  quand  x  s'ap- 
proche d'un  point  du  cercle  de  convergence,  dont  on  peut,  si  Ton 
veut,  supposer  que  le  rayon  est  égal  à  i.  Le  point  de  départ  de 
la  plupart  de  ces  théorèmes  est  dans  le  théorème  d'Abel,  dans  une 
généralisation  due  à  M.  Frobenius,  qui  ne  suppose  plus  la  série 
convergente  pour  j:  =  1,  et  en  vertu  de  laquelle  on  a 


lim    >   anX^^^  lira  


'  Sm 


en  posant  5^=^^^^,,,  en  supposant  que  le  second  membre  ait  un 

n  =  0 

sens,  et  que  le  point  x  s'approche  du  point  i  par  le  rayon  qui 
aboutit  en  ce  poinl,  dans  une  remarque  due  à  M.  Appell  et  d'après 
Inquelle  on  a 

lim =  lim  -T~> 


j=i 


n=0 


:   lim    T--> 
n—  00  Ofi 


en  sup])osanl  que  les  nombres  a^,  a^,  ...;  6|,  62,  ...  sont  posi- 
tifs, que  les  deux  séries  entières  sont  convergentes  pour  |^|  <;  i, 

que  les  deux  séries  ^a//,    7  b,t  soient  divergentes,  enfin  que  le 

second  membre  de  l'égalité  précédente  a  un  sens. 

Le  théorème  d'Abel  a  été  généralisé  par  M.  Stolz;  il  subsiste 
lorsque  x  s'approche  du  point  i  en  restant  dans  un  triangle  inté- 
rieur au  cercle  de  convergence  et  ayant  l'un  de  ses  sommets  au 
point  I.  Le  théorème  de  M.  Appell  est  susceptible  d'une  généra- 
lisation analogue. 

De  ces  diverses  propositions  on  a  tiré  un  très  grand  nombre  de 
propriétés  particulières. 
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M.  Koopp  s'occupe  ensuite  des  séries  de  la  forme 


(.)  2».; 


a?« 


or» 

n  =  l 


qui  se  réduisent  à  la  série  de  Lambert  quand  bn  est  égal  à  i;  ces 
séries,  lorsque  la  série  V6„  est  convergente,  convergent  pour 
toutes  les  valeurs  de  j?,  donc  la  valeur  absolue  est  différente  de  i; 
lorsque  ^^b,i  est  divergente  et  que  la  série  ^ôna:"  a  un  rayon  de 
convergence  p  différent  de  o,  la  série  (i)  converge  sous  la  condi- 
tion |a7|  <  p.  Sur  ces  séries,  M.  Knopp  établit  la  proposition  sui- 
vante : 

Supposons  convergente  la  série 

^  !  n 
et  soit  Xo  une  racine  primitive  de  V équation  xP=zi^  on  aura 

où,  dans  le  second  membre,  la  sommation  est  étendue  à  toutes 
les  valeurs  de  n  qui  sont  divisibles  par  p;  le  point  x  doit  s^ ap- 
procher du  point  Xo  en  restant  dans  un  triangle  intérieur  au 
cercle  de  rayon  qui  a  l^un  de  ses  sommets  en  Xq. 

Cette  proposition  ne  s'applique  pas  à  la  série  de  Lambert;  mais 
l'auteur  donne  pour  cette  série  une  proposition  du  même  genre, 
comme  aussi  pour  la  série 


a?» 


Il 

n  =  l 

OÙ  n  parcourt  non  plus  la  suite  des  nombres  naturels,  mais  bien 
la  suite  des  nombres  premiers.  Il  étudie  encore  la  façon  dont  se 
comportent  les  séries 


I 

v  =  l 

quand  x  s'approche  de 


I  —  iF'*  J^  ^  l  — 


a?'* 
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Les  séries,  dites  de  Dirichlet, 

2    On 

donnent  lieu  à  des  propositions  analogues  à  celles  qui  concernent 
les  séries  entières;  voici  quelques-uns  des  the^orèmes  qu^établit 
M.  Knopp,  et  qui  se  rapportent  à  des  séries 

«=1  n=l 

(|ui  satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

Elles  sont  convergenles  quand  la  partie  réelle  de  x  est  supé- 
rieure au  nombre  positif  X;  la  seconde  a  tous  ses  coefficients  posi- 
tifs et  diverge  pour^  =  X. 

On  a,  en  supposant  que  p  tende  vers  o  par  valeurs  positives, 

lim  ^Çk  -^  p)  =  o. 

p  =  -4-0 

En  supposant 

lim  ^  ^k, 

/!  =  •    On 

p=+o'}'(X-(-p) 

n  =  «  *l+*l-l-...-l-6« 

p=+o'KA-f-p) 


on  a 


En  supposant 


on  a  encore 


J.  T. 


HESSE    (O.)-    ~     VORLESUNGBV    AUS    DBR     ANALYTISCHBN     GbOMKTRIE     DBR 
GERADBN   LiNIE,    DES    PuNKTBS    UND    DES    KrEISES     IN    DER    EbBNE.    Vierte 

Auflage   revidiert  und  erganzt  von  S,   Gundeljinger.    i   volume  in-8, 
25i  pages.  Leipzig,  Teubner,  1906. 

La  première  édition  de  ces  quinze  leçons  remonte  à  i865.  Ceux 
qui  les  ont  lues  alors  ont  sans  doute  été  frappés  par  ce  qu'elles 
avaient  de  nouveau.  Elles  n'ont  pas  vieilli  et  la  publication  de 
cette  quatrième  édition  est  pleinement  justifiée;  les  additions  que 
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M.  Gundelfinger  a  apportées  soit  dans  e  texte,  soit  dans  les  der- 
nières pages,  conservent  le  caractère  du  Livre,  en  l'accentuant  et 
en  augmentant  sa  clarté.  L'Ouvrage  est  élémentaire  par  son  sujet, 
d'une  part  et,  de  l'autre,  par  le  peu  de  connaissances  qu'il  exige 
de  celui  qui  veut  l'étudier;  mais  il  est  rlevé  par  les  tendances, 
par  le  soin  que  Tauleur  met  à  préparer  l'étude  des  théories  ulté- 
rieures et  à  accroître  les  connaissances  algébriques  du  lecteur,  à 
propos  des  questions  géométriques  qu'il  étudie.  C'est  ce  dont  on 
se  convaincra  en  lisant,  par  exemple,  les  leçons  consacrées  à  l'in- 
volution,  aux  substitutions  orthogonales,  aux  hexagones  de  Pascal 
et  de  Brianchou.  J.  T. 


BOPP  (K.)  —  Die  Kbgelschnittë  des  Gregorius  A.  St.  Vincentio  in 
VERGLEiCHENDER  Bearbeitung  {Abhandlungen  zur  Geschichte  der 
mathematischen  W issenschafterij  etc.,  begrundet  von  M.  Cantor,  XX. 
Heft,  9..  StiJck).  i  vol.in-8,  3i4  pages,  Sig  figures.  Leipzig,  Teubner,  1907. 

Le  Livre  de  M.  Karl  Bopp  sera  lu  avec  intérêt,  non  seulement 
par  ceux  qui  s'adonnent  à  l'histoire  des  Mathématiques,  mais 
encore  par  ceux  qui  sont  heureux  de  se  renseigner  à  l'occasion 
sur  cette  histoire,  sans  se  donner  trop  de  mal.  Les  coniques  de 
Grégoire  de  Saint- Vincent  font  partie  de  son  Opus  geometri- 
cum;  elles  y  tiennent  plus  de  800  pages,  sans  compter  les  prolé- 
gomènes. Quel  mathématicien,  qui  n'est  pas  un  professionnel  de 
l'histoive,  s'avisera  de  les  lire,  si  même  il  peut  disposer  d'une 
bibliothè(|ueoù  se  trouve  VOpus  geometricitm?  Et  pourtant  elles 
sont  dignes  d'être  connues,  comme  le  montre  l'analyse  complète 
qu'en  donne  M.  Bopp,  avec  laquelle  on  |)eut  très  bien  se  rendre 
compte  de  l'ordre  suivi  par  Tautour,  de  ses  méthodes,  de  la  nature 
de  ses  démonstrations.  Des  publications  de  cette  nature  rendent 
évidemment  les  meilleurs  services. 

Grâce  aux  publications  récentes  du  P.  Bosnïans,  la  biographie 
de  Grégoire  de  Saint- Vincent  est  suffisamment  connue;  M.  Bopp 
la  résume  rapidement. 

Grégoire  de  Saint-Vincent  est  né  à  Bruges  en  i584;  il  entra 
dans  Tordre  des  jésuites,    à  Rome,  en   i6o5,  et  resta  au  collège 
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romain  jusqu'en  î6i2.  On  le  suit  à  Louvàin,  à  Bruxelles,  à  Bois- 
le-Duc,  à  Courlrai,  à  Anvers,  de  nouveau  à  Louvain,  où  il  enseigne 
les  Malhéma tiques  de  1621  à  1624,  à  Rome,  à  Prague,  où,  dans  le 
sac  de  la  ville,  par  les  Suédois,  en  i63i,  il  perd  presque  tous  ses 
manuscrits,  à  Vienne;  enfin,  à  Gand,  où  il  passe  les  dernières 
années  de  sa  vie,  de  i633  à  1667. 

WOpus  geometricum  quadraturœ  circuli  et  sectionum  coni 
decem  libris  comprehensum  a  été  publié  à  Anvers,  en  1647. 
La  théorie  des  coniques,  proprement  dites,  se  trouve  dans  les 
Livres  IV,  V  et  VL  Grégoire  de  Saint-Vincent  se  propose  d'é- 
crire un  Ouvrage  dont  la  lecture  soit  plus  aisée  que  celle  des 
coniques  d'Apollonius.  D'Apollonius,  d'ailleurs,  il  ne  connaît  que 
les  quatre  premiers  Livres,  publiés  en  i566,  par  Commandin. 

Dans  ses  prolégomènes  aux  sections  du  cône,  il  étudie  avec  soin 
l'intersection  du  cône  par  un  plan  passant  par  le  sommet;  puis, 
dans  les  trois  Livres  énumérés  plus  haut,  il  traite  successivement 
de  l'ellipse,  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole.  M.  Bopp  suit  pas  à 
pas  son  auteur  en  comparant  soigneusement  ses  méthodes  avec 
celles  d'Apollonius.  Il  insiste  comme  il  convient  sur  son  talent  de 
géomètre. 

Dans  le  Livre  V,  figurent  ces  propriétés  focales  de  la  parabole 
dont  l'absence,  chez  Apollonius,  constitue  une  énigme,  que 
M.  Zeuthen  explique  en  supposant  que  ces  propriétés  étaient 
développées  dans  un  autre  Ouvrage.  Grégoire  de  Saint- Vincent 
donne  la  construction  de  la  parabole  au  moyen  des  deux  suites 
projectives  qu'une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes 
fixes.  Il  s'occupe  des  coniques  comme  lieux  géométriqueSy  sujet 
qu'Apollonius  avait  négligé.  Il  traite  du  cercle  osculateur  à 
l'ellipse.  Son  nom  doit  rester  attaché  à  l'évaluation  de  l'aire  de 
l'hvperbole,  rapportée  à  ses  asymptotes. 

M.  Bopp,  dans  les  dernières  pages  de  son  travail,  insiste  sur  le 
parti  <jue  Grégoire  de  Saint-Vincent  a  tiré  de  la  méthode  de  trans- 
formation que  voici  : 

Considérons  une  conique  pour  laquelle  l'axe  des  abscisses  est 
un  axe  de  symétrie,  et  un  |)oint  fixe  O  de  cet  axe;  à  chaque 
point  M  de  la  conique  on  fait  correspondre  un  point  M'  de  même 
abscisse  et  dont  l'ordonnée  est  égale  à  OM.  Le  lieu  du  point  M'  est 
en  général  une  conique.   Celle-ci  se  réduit  à  deux  droites  si  le 
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point  O  est  un  fojer  de  la  proposée.  M.  Bopp  propose  de  dési- 
gner cette  transformation  sous  le  nom  de  transformation  per 
subtensas,  J.  T. 


Encyklopadië  der  ELEMENTAR-MATiiEyATiK,  ein  Handbuch  fiir  Leliier  und 
Studierende,  von  Heinrich  Weber  und  Joseph  Wellstein^  in  drei 
Bânden.  —  Dritler  Band  :  Anuewandte  Elementar-Matiiematik,  bear- 
beitet  von  H.  Weber,  J.  Wellstein  und  R.-H,  Weber,  i  volume  in -8°, 
xin-666  pages.  Leipzig,  Teubner,  1907. 

Ce  Volume  nouveau,  qui  termine  V Encyclopédie  de  MM. Weber 
et  Wellstein,  surprendra  peut-être  quelque  peu  ceux  qui  ont  pris 
riiabitude  de  limiter  d'une  manière  étroite  et  précise  l'ensei- 
gnement des  applications  des  Mathématiques  élémentaires. 

Il  comprend  bien,  en  cflet,  toutes  les  matières  qui,  dans  nos 
clablissements  d'instruction  secondaire,  font  partie  du  premier 
cycle  de  notre  enseignement  scientifique;  mais  les  auteurs  nous 
donnent  sur  bien  d'autres  sujets  des  exposés  assez,  otendus  qu'on 
n'a  pas  l'habitude  d'y  ajouter  ou  qu'on  rattache  à  la  Physique. 

Le  Volume  commence  par  un  premier  Livre  consacre  à  la  Méca- 
nique élémentaire.  Le  premier  Chapitre,  rédigé  par  M.  Wellstein, 
traite  de  la  théorie  des  vecteurs.  Il  se  termine  par  une  étude  assez 
approfondie  relative  aux  axiomes  sur  lesquels  on  peut  faire  reposer 
les  lois  de  leur  composition.  Le  second  et  le  troisième  Chapitre, 
relatifs  à  la  Statique  analytique  et  à  la  Dynamique,  ont  été  écrits 
par  M.  R.-H.  Weber.  Aux  applications  cpii  sont  traitées  d'habi- 
tude dans  nos  cours  français,  le  mouvement  des  projectiles,  le 
plan  incliné,  le  pendule,  la  loi  de  Newton,  le  rédacteur  a  joint 
quelques  notions  sommaires  sur  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  et  sur  la  Thermodynamique.  Il  termine,  en  particulier, 
par  la  considération  des  cycles  de  Carnol. 

Le  second  I^ivre,  rédigé  par  le  même  auteur,  est  tout  entier 
coiisacié  à  TEIectricité  et  au  Magnétisme.  Le  premier  Chapitre 
«lébute  par  une  théorie  élémentaire  des  lignes  de  force  de  F'araday; 
le  second  est  consacré  à  rÉIectromagnétisme.  Il  y  a  là  près  de 
i3o  pciges  qui  ne  constituent  |>as  une  théorie  complète,  mais  dans 
lesquelles  sont  données  toutes  les  uotioui?  essentielles. 
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C'est  à  M.  H.  Weber  qu'est  dû  le  troisième  Livre,  de  la  faible 
étendue  de  36  pages.  Il  traite  des  maxiina  et  des  minima.  Le  pre- 
mier Chapitre  est  consacré  à  ces  problèmes  traités  suivant  la 
méthode  géométrique.  M.  H.  Weber  y  fait  connaître  les  belles 
démonstrations  de  Stoiner  ;  mais  il  ne  dissimule  pas  les  objections 
qu'on  peut  leur  adresser  dans  les  cas  les  plus  essentiels.  Il  donne 
aussi  les  méthodes  analytiques  qui  permettent  d'aborder  ces  belles 
questions  et  cons.icre  tout  un  Chapitre  aux  applications  :  stabilité 
de  réquilibre,  capillarité. 

Dans  le  quatrième  Livre,  M.  H.  Weber  nous  donne  un  exposé 
assez  complet  des  éléments  du  Calcul  des  probabilités.  Il  en  expose 
les  principes  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau,  qui  lui  est 
personnel.  Il  en  fait  connaître  les  théorèmes  fondamentaux  et, 
en  particulier,  celui  de  J.  BernouUi.  Il  termine  par  un  Chapitre 
consacré  aux  erreurs  d'observation. 

Le  cinquième  I^ivre,  qui  est  le  plus  étendu,  car  il  comprend 
25o  pages  environ,  traite  de  la  Géométrie  descriptive,  des  diverses 
espèces  de  projections,  et  enfin  de  la  Statique  graphique  avec  ses 
applications  les  plus  importantes. 

L'Ouvrage  se  termine  enfin  par  quelques  additions  au  Tome  I, 
relatives  à.  la  théorie  des  ensembles. 

Ce  court  exposé,  comme  ceux  que  nous  avons  consacrés  aux 
deux  Volumes  précédents,  suffira  à  montrer  que  la  nouvelle 
Encyclo/)édie  des  Mathématiques  élémentaires  est  un  Ouvrage 
vraiment  original,  s'écartant  beaucoup  des  sentiers  les  plus  ordi- 
nairement battus.  A  ceux  même  qui  ne  seraient  pas  en  situation 
de  suivre  le  plan  adopté  par  ses  auteurs,  il  permettra  de  faire  des 
réflexions  profitables  sur  les  points  les  plus  essentiels  et  d'amé- 
liorer leur  enseignement.  Car  les  auteurs  ont  attaché  une  impor- 
tance toute  particulière  à  l'exposé  et  à  la  critique  des  principes  et 
des  notions  axiomatiques.  J.  G. 
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SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  INTÉGRALES. 
Par  m.  E.  BOUNITZKY. 

1.  Nous  nous  proposons  de  résoudre  Féqualion  intégrale  «le  hi 
forme 

1=0      " 

oii   /c/(5,  t)  et  J(s)  sont  des    fonctions    données,    o{s)  est    imh; 
fonction    cherchée;   o^®^(^)  et  o^'^(^)  sont  écrits  au  lieu  de  o{l) 

et  —^Tf-^'  Il  est  admis  que  la  fonction   donnée  f(s)  ainsi  que  l;i 

fonction  cherchée  o(s)  ont  m  dérivées  successives  dans  l'inter- 
valle (^,  b)y  dont  la  dernière  est  continue  dans  cet  intervalle. 

Ndus  supposons  de  plus  que  les  fonctions  A"/(5,  t)  sont  con- 
tinues dans  l'intervalle  a^s^b,  a^t^b  et  qu'elles  ont  m  déri- 
vées   jY —  (X  =  i,  2,  ...,  m)  continues  dans  le  même  inter- 
valle. 

2.  Si  le  déterminant  Dit  d'une  équation  intégrale  de  Fredholm 

«p(5)-   f    k(S,t)^{t)dt=f(s) 

s'annule,  la  fonction  cherchée  0(5)  s'exprime  parla  formule 

h  ^—^ 

{■j.)  ,f(s)=/(s)+f   K(s,i)/(l)dt-hyayxy(s), 
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suivie  par  les  équations  de  condition 


(3) 


J      /(*)  P^(*)  ^  =  O  (V  =  I,  2,  .  .  .,  /l). 


Dans  ces  formules  K(5,  t)  est  une  fonction  bien  déterminée 
qu'on  peut  toujours  former  au  mojen  de  la  fonction  donnée 
k{s,  ^)(*),  les  quantités  «y  sont  des  constantes  arbitraires,  )^v(^) 
et  \h(s)  (v  =  I,  2,  .. .,  ^)  sont  respectivement  les  n  solutions 
linéairement  indépendantes  des  équations  intégrales  homogènes 

Ti^i^s)—  f  k(s,t)xy{t)dt  =  o       et       ^„{t)—  1     k{s,  t)iiy(s)ds  =  o. 

Si  l'on  convient  de  poser  K(5,  t)  =r(5,  ^),  où  r(5,  i)  est  une 
fonction  résobante à\\  nojau  k(s,t)jn=  i,ai  =z  '^^  (s)  =  ^i  {s)  =  o 
dans  le  cas  où  le  déterminant  Dit  n'est  pas  nul,  on  obtient  de  (2) 
la  formule  connue 


cp(5)=/(5)-+-/'     T{s,t)f(t)dt, 


les  conditions  (3)  étant  identiquement  remplies.  On  peut  donc 
exprimer  la  solution  de  l'équation  de  Fredholm  toujours  par  les 
formules  (2)  et  (3)  qui  restent  aussi  vraies  pour  f(^s)  =  o,  en 
ayant  toujours  égard  aux  conventions  faites  plus  haut. 


i=0 

forme 


3.  Si  la  somme  V  n'a  qu'un  terme,   l'équation  (1)    prend  la 

Pour  résoudre  cette  équation,  différentions-la  "k  fois.  On  aura 

d*où  suit,  par  les  formules  de  M.  Fredholm, 

(4)  cpiX)  (,)=/>.)(,) +^   Qis,t)f^(t)dt^^a,x.(s) 

v  =  l 

(')  La  fimclion  K(a',  l)  correspond  dans  le  cas  considéré,  suivant  les  notations 
de  M.  Fredholm,  à  une  substitution  pseudo- inverse. 
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avec  les  équations  de  condition 


(5) 


j    />^'(*)|Xv(5)t/5  =  0  (V  =  1,2,  ...,/l), 


les  fonctions  Q(5,  /),  '/y(s)<,  it-wi^jt  ^^^  quantités  a^  et  le  nombre  n 

étant  définis  toujours  au  inojen  du  noyau — -^^ — conformément 

aux  conventions  du  n"  2.  En  désignant  le  second  membre  de  la 
formule  (4)  par  (^(5)  et  en  substituant  dans  Téquation  proposée  t'(^) 
au  lieu  de  o^^{i),  on  aura 

(6)  o(s)  =f(s)  -H  f  ki(s,  t)  ç{e)  dt, 

Réciproquement,  si  les  conditions  (5)  sont  remplies,  le  second 
membre  de  Féquation  (6)  satisfait  à  l'équation  proposée.  En  effet, 
dans  ce  cas  la  fonction  (^(5)  satisfait  à  Téqualion 

On  a  donc,  en  différentiant  \  fois  l'équation  (6), 

oa)(5)=/(X)(,)+y  ^lh^ç^t^dt  =  ^{s\ 

d'où  suit 

^{s)=f(s)+        hXs,t)i>{t)dt=f{s)+         ki(s,t)^O^t^dt, 
•Al  •/« 

4.  Théorème.  —  Si  le  nombre  des  termes  dans  la  somme  7^ 

1=0 
surpasse  un,  la  solution  de  V équation 

i=zm         . 

s'exprime  par  la  formule 

l-ri  ^ 
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oà  ©1(5)  satisfait  à  Véquation 

(8)  ?i(0-y  /     ^u(s,t)9\'Ht)dt=l,(s) 

açec  V indice  mt<Cm  et  de  plus  aux  équations 


Les  /onctions  qi{s,  t)  et  kù{s^  t)  sont  parfaitement  définies 
par  les  fonctions  données  ki{s,  t),  La  fonction  Li(s)  est  en 
général  de  la  forme 

b  ^='* 

U{s)=f(s)^  f  K^(s,t)f(t)dt-^y[a,yyis), 

où  Ko(5,  ^),  le  nombre  n  et  '/y{s)  sont  aussi  définis  au  moyen 
des  fonctions  données  /f/(5,  /)  et  les  valeurs  de  Oy  sont  des 
constantes.  La  fonction  l\{s)  est  une  dérivée  d'un  ordre  déter- 
miné  de  L,  (5),  et  par  cette  raison  elle  est  linéaire  en  a^. 

Réciproquementy  si  ©1(5)  est^  pour  certaines  valeurs  de  Oy, 
une  solulion  de  Véquation  (8)  qui  satisfait  aux  conditions  (9), 
la  formule  (7)  donne  une  solution  de  Véquation  (1). 

Supposons  d'abord  que  les  fonctions  Aro(5,  ^),  A-|  (5, /),  ..., 
koL-hi^-,  t)  s'annulent  identiquement,  mais  la  fonction  A-a(*?  0 
n'est  pas  identiquement  nulle.  Ecrivons  dans  ce  cas  l'équation  (i) 
dans  la  forme 

/=:in-a       ^ 

(10}  <p(5)~    2   J  koi^i(s,t)o^*^fHt)(lt=/{s). 

1  =  0      " 

Désignant  (f^^^{s)  par  ©1(5)  et  dérivant  l'é(|uation  (10)  a  fois 
par  rapport  à  5,  on  a 


!  =  /«  — a 


ou 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Janvier  1908.) 
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et 


/  =  /«  — a-»-t        ^ 


La  solution  de  l'équation  (lo)  est  donc  exprimée  par  la  for- 
mule (12),  où  ^i{s)  est  une  solution  de  Téqnation  (i  i).  Récipro- 
quement, si  l'on  substitue  dans  le  second  membre  de  Téquation  (12) 
au  lieu  de  ^i{s)  une  solution  de  l'équation  (i  i),  la  fonction  0(5) 
ainsi  définie  satisfait  à  l'équation  (10).  En  effet,  diiïerentiant 
Téquation  (12)  a  fois  par  rapport  à  5,  on  a,  en  tenant  compte  de 
Téquation  (1 1), 

m  —  ot        ^ 

0 

d'où  suit,  conformément  à  l'équation  (12), 

i=m— a        ^ 

Si    Ton    pose    dans    l'énoncé    du    théorème    Lf  (s)  ^  /(s)y 

^ja      =/^"K^)  =  '1  (^)»  *u(^J  0  = ^ii-^»  m,  =  m  —  a, 

n  =  1 ,  Ko(5,  /)  =  a,  =  i,{s)  =  [Xi  (5)  =  o,  y/(5,  t)  =  *a+/,i  (5,  /  ) 
pour  e  =  1,  2,  ,..,  m —  a  -f- 1,  et  si  a>  i,  qi(s,  t)  =0  pour 
i  =  m  —  a  -4-  2,  . . .,  m,  on  retrouve  les  formules  (i  2)  et  (1 1),  les 
équations  de  condition  (9)  étant  identiquement  remplies.  Le  théo- 
rème est  donc  vrai  dans  le  cas  considéré. 

Supposons  maintenant  que  le  noyau  ko(s^  t)  ne  s'annule  pas 
identiquement.  En  écrivant  l'équation  (i)  dans  la  forme 

(i3)  ^(s)-  f  k,(s,t)^{t)dt  =  w{s), 

OÙ 

(i4)  «,(s)=f(s)+^J  ki{s,t)o^>\t)dl. 
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on  a 

b  v  =  « 

(i5)  ^{s)  =  i^(s)^J    K,(s,t)w(t)dt-^^a,x,(s) 

V=l 

avec  les  équations  de  condition 

Les  fondions  K,(s,  t),  y,(s),  ^^(s)  et  le  nombre  n  sont  déHnis 
au  moyen  du  nojau  /co(s,  t)  conformément  aux  conventions  du 
n»2,  et  «v  sont  (les  conslanies.  De  (i5)  et  (14)  on  trouve 

L         1=1   ■'  J       iti 

011,  en  permutant  les  lettres  t  et  r  dans  riniégrale  double, 

(pf,)  =/(,)  H- J     Ko(*,  0/(0  ^^  -+-2]«vXv(^) 

v  =  i 

Posant,  pour  abréger, 

v  =  l 

on  peut  écrire  l'équation  (17)  dans  la  forme 

(19)  (p(f  )  =  L,{s)  -^^J  qi{s,  t)  ^^i){t)  dt. 


(18) 


/  =  i 


Enîntroduîsanl]esdésignalionso'(5)  =  o,(.ç),^2£iiL£)=:)[.^  .tj^  a 
L'j(5)=/,(5)  et  différentiant  l'équation  (19)  par  rapport  à  s,  on 
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aura 

i=m        . 

(20)  ç(5)  =  L,(0+2/     ^'(*'0?'/-*'(0^< 

1  =  1      " 

el 

i=m-l        . 

(21)  ^,(5)-     y       /       A-,,,(^,  0?i'HO^''  =  ^l(*)> 

OÙ  la  fonction  ^ i  (s)  salîsfail  de  plus  aux  équations 

(22)  y  /(*)-^-2/  ^d^.n?\^-'\ndt\M^)<^^=o  (v=i,2,...,/i), 

que  l'on  déduit  de(i6),  en  tenant  compte  de  Téquation  (i4)  et  en 
remplaçant  ç^'^(^)  par  oi'~*'(^).  Réciproquement,  si,  pour  cer- 
taines valeurs  des  constantes  a^  qui  sont  contenues  linéairement 

dans  la  fonction  /|(a*)  =  — "T"^*  o"  trouve  une  solution  ffi{s)  de 

Téquation  (21)  qui  satisfait  aux  conditions  (22)  et  si  Ton  substitue 
celle  valeur  de  Oi  (j)  dans  le  second  membre  de  la  formule.(2o), 
on  obtient  une  solution  de  Téqualion  (i).  En  effet,  différentiant 
l'équation  (20),  il  vient  en  vertu  de  (21) 

iz=m         . 

On  peul  donc  écrire  les  équations  (20)  el  (22)  dans  la  forme 

i=m        y 
(■Xi)  ç(,)  =  L,(,)+y    f    q,(s,t)<f^-Ht)dt 

Cl 

Les  formules  (24),  (i4)î  (^S)  et  (18)  donnent 

Jf       «-'(5)  Uv(a-)  t/*=  O  (v  =  I,  2,  .  ..,  Al) 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  ai 

et 

ou,  en  pennulant  les  lellres  /•  et  t  dans  l'intégrale  double, 

i=nt         ^ 

=  «'(*)-H   r    Ko(5,  Ow^CO^'^-^^^^'-^^^^- 
On  voit  donc  que  les  équations  (20),  (21),  (22)  entraînent  les 
équations  (i5)  et  (16),  la  fonclion  iv(s)  étant  définie  par  la  for- 
mule (i4)«  Or,  des  équations  (i5)  et  (16)  on  lire,  conformément 
à  la  théorie  de  Téquation  de  Fredholm, 

.  i  —  nt. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  où  k^^s^  t)  ne 
s'annule  pas  identiquement,  m\  prenant,  d'après  l'équation  (21), 
la  valeur  m  —  i . 

0.  Pour  résoudre  l'équation  (i)  dans  le  cas  général,  on  n'a  qu*à 
appliquer  de  nouveau  les  formules  du  théorème  démontré  à  l'équa- 
tion (8).  On  aura 

i  =  0      ** 
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Dans  ces  formules,  les  fonctions  L2{s),qi^i(s^t)^  'aC^)?  ^2,i(^»  ^) 
sont  formées  au  moyen  des  fonctions  /,  (s)  et  k^  ,/(5,  t)  par  la  même 
méthode  qu'on  emj)lojaît  pour  former  les  fonctions  L4  (5),  qi{s^  t)^ 
l^  (5)  el  k^^^(s,  t)  au  moyen  des  ronctions/(5)  et  ki{s^  t).  On  aura 
donc,  par  une  formule  analogue  à  la  seconde  des  équations  (18), 

^«  iTi 

et,  par  suite,  l^{s)  étant  linéaire  en  a»,  aa,  ...,  a„,  la  fonc- 
tion L2{s)  est  linéaire  par  rapport  à  deux  groupes  de  constantes 
^i>  ûta,  . . . .  û^/i;  «H,  r/,2,  .  . .,  «i,/?,-  La  fonction  /a (5)  est  une  dé- 
rivée d'un  rang  déterminé  de  la  fonction  L^{s);  elle  est  donc 
aussi  linéaire  en  04,  ûTa,  ...,  Cn',  «n?  ««a?  ...>«4,«.»  Les  fonc- 
tions K4o(5,  ^),  '/iv(^7  0>  i^<v(^)  et  le  nombre  Wi  sont  définis  par 
la  nature  du  noyau  kiQ{s,  t),  en  tenant  compte  des  conventions 
du  paragraphe  2.  Ainsi,  %i\(s)  et  [A4v(^)  sont  les  n^  solutions 
linéairement  indépendantes  des  équations  intégrales  homogènes 

Xiv(*)— y   kio(s,t)xxy(t)dt  =  o    et     {x,v(0-  r    kto{s,t)iiu(s)ds==o, 

si  le  noyau  Ar^oC^»  ^)  est  différent  de  zéro  et  si  le  déterminant  cor- 
respondant Da^^  s'annule  identiquement;  dans  tous  les  autres  cas, 
on  a  Ai,  =  i,  [XH(5)  =  yH(5)  =  an  =  o. 

En  appliquant  les  formules  du  paragraphe  4  à  l'équation 

et  en  continuant  de  les  appliquer  aux  équations  analogues  qui  en 
résultent  successivement,  on  aura  trois  groupes  d'équations 


(25) 


1  =  0 


<P«(*)-2  /  *m(*,  0?i''(0<^<  =  ^(*), 

1  =  0        " 
••» 
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i  =  m 


(a6)    <  ?'('^      =L«(»)+   2    /  yM(*.  0?i'-"«)rf'. 

••• • • • » 


et 


rhic*)  +y  /"*,./(*,/) 9'/-' >(<)<''Uiv(*)rf*= o 


(v  =  i,2,  ...,ni)i 


'  (V   =   l,a,    ...,71;,-,). 

Les  nombres  mi,  m2,  . . .,  nip  vont  dans  les  formules  (25)  en 
diminuant  et,  de  plus,  quelques-unes  des  fonctions  kj^i(Sj  ^) 
peuvent,  en  général,  s'annuler;  on  arrivera  donc  certainement  à 
une  formule  d'un  rang  déterminé,  par  exemple,  p,  où  la  somme 

ir=iMp         ^ 
1  =  0       " 

/à 
^/»,x(^i  t)o'^^{t)dt  ou, 

peut-être,  s'annule  identiquement. 

3upposons  d'abord  que  la  somme  \^  ne  contient  qu'un  terme 

1  =  0 
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En  appliquant  dans  ce  cas  les  formules  du  paragraphe  3  (ou  imnio- 
dialemeni  les  formules  de  M.  Fredholm,  sî  \  =  o),  on  aura 

avec  les  équalîons  de  condition 

oii  les  fonctions  Q(5,  /),  y^py{s)^  H^pv(^)  et  le  nombre  np  sont  par- 
faitement déGnis  par  la  nature  de  la  fonction  /cp^i{Sj  t).  La  fonc- 
tion Ip^i  (s)  est  linéaire  par  rapport  aux  constantes 

ai,      aj,       ...,     a„, 
«11»     «1Î1     •••>     «i«,i 
(29)  '    » 

«/M  7  «Piî>  •••?      ^P^fp' 

En  substituant  Ip^i(s)  au  lieu  de  7^(5)  dans  la  dernière  des 
ér|uatîOMS  (26),  puis  la  valeur  trouvée  de  (fp_i(s)  dans  Téquation 
précédente  et  ainsi  de  suite,  on  exprime  toutes  les  fonctions  auxi- 
liaires Op(s)^  ?/»-*(*)>  •••>  ?«(^)  e^  enfin  (f(s)  dans  la  forme  des 
expressions  linéaires  par  rapport  aux  constantes  (29),  les  coeffi- 
cients de  ces  constantes  étant  toujours  des  fonctions  de  s  parfaite- 
ment déterminées.  Si  les  conditions  (28)  et  (27)  sont  remplies, 
Texpression  trouvée  plus  haut  pour  ^(s)  satisfait  ellectivement  à 
Téquation  (i),  ce  qu'on  démontre  en  s'appuyant  sur  les  formules 
du  paragraphe  3  et  en  appliquant/?  fois  la  partie  inverse  du  théo- 
rème du  paragraphe  4.  En  substituant  les  expressions  trouvées 
pour  Op{s)^  ?/>-«(^)i  '  •  '  1  'f«(^)  dans  les  équations  (27), 
Tensemble  des  formules  (27)  et  (28)  forme  un  système  de 
/i -f- i« -f-. .  .H- i/>^i -f- /i/>  équations  linéaires  par  rapport  aux 
constantes  (29)  avec  les  coefficients  numériques  définis  par  les 
quadratures  (*).  En  tirant  de  ce  système  toutes  les  valeurs  pos- 

(')  Le  nombre  des  équations  et  des  inconnues  diminue,  si  quelques-uns  des 
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sibles  de  /i  -h  /i<  + .  .  .  +  np_i  -\-  rip  conslantes  (29)  et  en  les  sub- 
stituant dans  l^expression  trouvée  plus  haut  pour  ^{s)y  on  obtient 
une  solution  complète  de  Téquation  (i).  SI  le  système  d'équa- 
tions (27)  et  (28)  est  incompatible,  Téquation  (1)  n'est  pas  réso- 
luble. Dans  le  cas  contraire,  ç(f)  peut  être  une  fonction  parfaite- 
ment déterminée  ou  peut  contenir  linéairement  des  constantes 
arbitraires,  suivant  la  nature  du  système  d'équations  (27)  et  (28). 

Dans  le  cas  où  la  somme  \]  s'annule  identiquement,  la  ^'«■»« 


/=o 


des  équations  (25)  donne  une  solution  évidente  Op{s)  =  lp(s) 
pour  Op(s),  la  fonction  lp{s)  étant  linéaire  par  rapport  à 
/?  +  «4  -h. . .  4-  Hp^t  constantes  des  p  —  i  premières  lignes  du 
Tableau  (29). 

Il  ne  reste  donc  qu'à  opérer  sur  les  équations  (26)  et  (27)  d'une 
façon  analogue  au  cas  précédent. 

6.  On  peut  simplifier  les  calculs  chaque  fois  que  l'une  des  fonc- 
tions A'i(s,  t)  dans  l'équation  (i)  ou  l'une  des  fonctions  kji{s^  t) 
dans  les  formules  (23)  se  réduit  à  une  constante  ou  à  une  fonc- 
tion d'une  seule  variable  s  ou  t. 

Supposons  donc  que  Téqualion  (i)  ou  l'une  des  formules  (aS) 
est  de  la  forme 


""2/   ^P;(')9^''^(ndt-^f   k,^{s,t)rf^''^hnàe  =  l{s). 


Les  indices  /?«,  p'^^p\tP?  sont  des  nombres  entiers  non  néga- 
tifs différents,  et  kp^  sont  des  constantes  données  [pour  abréger, 
les  indices  inférieurs  de  ff(s)  et  t(s)  sont  omis]. 


noyaux  k^^iSy  t)  s'annulent  identiquement  ou  si,  pour  certaines  valeurs  de  l'in- 
dice y,  kj^{s,  t)  et  le  déterminant  I)Ay,  sont  simultanément  différents  de  zéro. 
Dans  ces  cas,  on  peut  supprimer  une  ou  plusieurs  des  lignes  du  Tableau  (29)  et 
et  omettre  les  groupes  d'équations  (27)  correspondants. 
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Posons  dans  ce  cas 

{3o)        l  .=-'^''  ptt  '^» 


(  J  <f^'"^kt)dt  =  c^        (Y  =  i,t»,  ...,p,), 


d'où 

^î  Ciî  ^2>  . . .)  Cp^  élant  des  constantes.  En  traitant  ces  conslanles 
comme  des  quantités  connues,  on  poursuit  la  solution  jusqu^à 
obtenir  les  fonctions  ^p{s),  ?p-«(^)j  •••?  ?«(*)  ^^  ?(^)  ^^"^  '^ 
forme  des  expressions  linéaires  par  rapport  aux  constantes  (29)  et 
c.  Cl,  . . .,  Cp^.  On  ramène  donc  la  résolution  de  Téquation  (i)  à 
la  discussion  d\in  système  de  a?  +  /?i  +. . .+  /i;,4-  p2+  i  (éven- 
tuellement, /i  -h/i|  +.  .  .-h  /?^_«  +  p2H-  i)  équations  linéaires  par 
I apport  aux  constantes  (29)  et  c,  C|,  . . .,  C2,  qui  est  fourni  par  les 
formules  (27),  (28)  et  (3o)  [ou  (27)  et  (3o)].  Le  raisonnement 
ne  change  pas,  si  Ton  applique  la  méthode  indiquée  plusieurs  fois 
pendant  la  résolution. 

7.   On  peut  donner  une  autre  méthode  pour  résoudre  l'équation 

intégrale  (i),  si  l'on  admet  que  les  fonctions  ki(s^  t)  ont  des  déri- 

0*-^?ki(s^  t)  .  j         ,,.    ^         Il        ^    ^i         ^.^7     1 

vees —  continues  dans  1  intervalle  aSsSo,  aSlSo,  les 

indices  a  et  p  élant  soumis  aux  conditions  a^/w,  jî^m;  de  plus, 
on  suppose,  comme  auparavant,  que  la  fonction y(5)  et  la  fonction 
cherchée  ^{s)  ont  m  dérivées  successives,  dont  la  dernière  est 
aussi  continue  dans  Tinlervalle  (a,  b).  Cette  seconde  méthode 
donne  aussi  que  la  première,  la  fonction  cherchée,  dans  la  forme 
d'une  expression  linéaire  par  rapport  aux  certaines  constantes  qui 
doivent  satisfaire  à  un  système  d'équations  linéaires. 
En  écrivant  l'équation  (i)  dans  la  forme 

(3i)     fis)-J  A,(s,l)f(t)dt-^J"ktis,t)'>^'Ht)dt=/ish 
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et  en  intégrant  le  terme    /     ki{Sy  t)^^*\t)dt,  i  fois  parties,  on 
aura,  pour  (i  :=  i,  2,  . .  .,  /«), 


<3*)    (y  ^/,.(*,  0?^'"KO^^=/|^^k/.?^'"-*V^) 

+  (-i)"-'-^ï;jrf?(0j 


(-)"•/  '-^"^('>'''' 


OÙ,  pour  abréger,  les  arguments  ^  et  ^  sont  omis  dans  les  seconds 
membres. 

En    substituant   ces    valeurs    des    termes     /    ki{s,  t)'f^*^{l)dt 

(1  =  1,2,  . . .,  m)  dans  Téqualion  (3i)  et  en  introduisant  les  dési- 
gnations 

/      /      .  ,         dki       d^ki  ,  à'"  km 

/»!  (  «,  0   =  *.  - -î7  -+- •  ■ -t- (- •  )»'-' 


(33) 

» 

on  aura 

(34)      f(s)-J  p{s,  l)<i(t)dt=l''^J^^pAs,  ^^«-"(r) +/(*), 
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d'où  suit,  par  les  formules  de  M.  Fredholni, 


/r=b 


(35)    { 


ç(5)  =f(s)  -f- A  J  2  P'^'^  '')  ?^'-''{r)-^J    P(5,  /) 
I  —  I 

"1=1  J  v=l 

'^"  v  =  l 

avec  les  équalions  de  condilion 

(  (V  =  l,'l,  ...,/i). 

Dans  les  formules  (35)  et  (36),  V{s,  «),  n,  Oy,,  '/y{s),  (Xv(a)  sont 
définis  conformément  aux  convcnlions  du  paragraphe  2.  En  posant 

(3;)         { 

\  Pi(s,  r)  4-  j     P(*,  t)pi{t,  r)  dt  =  y/(5,  r), 

l'équation  (35)  s'écrit 

i  =  m 

(38)      <?(^)  =  /(5)-^2[^'(*»^^^?''-*'(^)-y'(^'«)?^'"'^(«)]     (')• 
1  =  1 

Introduisons  les  désignations 

(?(«)=Ao,         <p'(a)=^A,,         ...,         ?^"«-'Ha)  =  A,„_i, 

(')  Dans  le  casoù/>(s,  ^)  s'annule  identiquement,  on  remplace  la  formule  (38) 
par  Tcquation  (34).  Ce  cas  rentre  dans  les  formules  générales,  en  posant 

P(5,  O  =  «,=  /.,(*)  =  ÎA,  (5)  =  o        (/i=i). 
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diflerentions  l'éqiialion  (38)  m  —  1  fois,  et  posons  dans  Téqua- 
lioii  (38)  el  dans  chacune  des  équations  dérivées^  successivement, 
5  =  a  et  jf  =  6.  On  aura  un  système  de  2  m  équations 

Ao      =/(a)       -\-^[qi{a,b)^i-x         —«^^(a,  a)  A/ .,], 
1  =  1 

<  =  1 

• ï 

1  =  /» 

1  i  =  l 

1  =  1 


(  ÎO) 


(•'«) 


1  =  1 

I^cs  équations  (4<>)et(4i)  contiennent  'ahi  coefficients  inconnus 
Ao,  A,,  . . .,  Aot-<  ;  Bo,  B|,  . . .,  B/„.,  et  de  plus  les  n  constantes  ^1, 
«2«  .  .  .  ï  ^«  q"i  entrent  linéairement  dans  les  fonctions  l[a)  et 
l{b)  et  dans  leurs  dérivées  successives.  En  écrivant  les  équa- 
tions (36)  dans  la  forme 


J  —  A/_,  I    pi(  s,  a)  [iv(.0  '^*     ^  0 


(v  =  1,9-,  ...,  n), 
on  voit  que  les  formules  (4o),  (4i),  (4^)  forment  un  système  de 
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2 /w  4-/1  équations  linéaires  avec  le  même  nombre  des  incon- 
nues Ao,  A^,  . . .,  A;„_i  ;  Bo,  B|,  . . .,  Bm-\  ;  a©»  «47  .  • .?  ^n-  t!e 
système  doil  être  compatible,  s'il  existe  une  solution  de  Téqua- 
tion  (3i).  La  fonction  cherchée  <f(s)  est  donnée,  conformément 
aux  équations  (38)  et  (Sg),  par  la  formule 

i=m 

(43)  9(^)  =  l(s)-^^[q{(s,  b)Bi,t-qi(s,  a)  Xi-il 

où  les  constantes  A©,  A|,  . ..,  Am^^  ;  B^,  B4, . .  .,B,„_|  ;  ai,  a^,  . .., 
an  satisfont  aux  équations  (4o),  (40>  (42).  Réciproquement,  si 
les  équations  (4o),  (40'  (4^)  sont  compatibles,  en  les  résolvant 
par  rapport  aux  constantes  A©,  A|,  ...,  Am^t  ;  B©,  B,,  ...,  B^-i  ; 
at,  aa,  .. .,  a/,  et  en  substituant  les  valeurs  de  ces  constantes  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (43),  on  obtient  une  solution  de 
Téquation  (3i).  En  effet,  eu  posant  dans  Téquation  (43)  5  =  a,  en 
différentiant  la  même  équation  (43)  X  fois  par  rapport  à  5  et  en 
posant  de  nouveau  5  =  a,  on  aura,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (40' 

i=m 

«p(a)     =/(a)     -r-^[qi(a,b)Bi-i      —  ^/(a,  a)  A/_,]       =  Ao, 

1=1 

(X  =  1,2,  ...,  m  — I). 
On  trouve  de  même 

9(X)(B)=:Bx        (X  =  o,  I,  ...,/n~i). 

Il  en  résulte  que  la  fonction  0(5),  définie  par  la  formule  (43), 
les  conditions  (4^))  (40*  (4^)  étant  remplies,  satisfait  aux  équa- 
tions (39). 

En  s'appujant  sur  les  formules  (39)  et  (37),  on  peut  donc  écrire 

les  équations  (42)  et  (43)  dans  la  forme 

■ 

J  fis)  |xv(5)  ds^^  [pi(s,  b)  ?^'-i)(/;)  -/>/(5,  a)  cp«-iH«)]  M^)  ds 
'*  1  =  1 

(v  =  I,2,  ...,/l), 
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et 

i  =  m 

/  =  ! 

_    i=m 

<  =  t 

b  i  =  n 

=/(*)+  /"  p(*,  o/(orf<+y  «vxv(*) 

I  =  /rt 

.  r  !=/«  "1        v=/i 

'  "  L  ''  "1=1  J       v=i 

La  fonction  f{s)  satisfait  donc  aux  équations  (35)  et  (36),  qui 
entraînent,  conformément  à  la  théorie  de  Inéquation  de  Fredholni, 
Téquation  (34).  En  écrivant  Téquation  (34)  dans  la  forme 

?(*)-  f  />(*,  t)<f{t)dt-r^''Spi(s,  r)<f^'-i>(r)=/(s), 

on  a,  en  vertu  de  (33)  el  (3'2), 

o(s)^  f  kois,t)^(t)dt^y    f  ki{s,t)^(t)dt=/(s). 

Pour  trouver  toutes  les  solutions  possibles  de  Téquation  (3i), 
il  suftit  donc  de  substituer  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (4^)  toutes  les  valeurs  possibles  des  constantes  ai,  ...,  O/i; 
Ao,  A,,  . ..,  A;,»_|  ;  Bo,  B|,  .. .,  B;„...i,  tirées  de  Tensemble  d'équa- 
tions (4o),  (40,  (42). 

Si  la  fonction  p(^s^  t)  se  réduit  à  une  constante  ou  à  une  fonction 
d'une  seule  variable  5  ou  /,  on  simplifie  les  calculs  par  la  méthode 
du  purtigraphe  6. 
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geodâtischer  Instrumente.  1.  Tl.  ln-8,  viii-25'2  p.,  avec  fig.  Berlin,  Admi- 
nistration des  Mechaniker.  5  m.  5o  pf.  ;  relié,  6  m.  5o  pf. 

Hbiberg  (J.-L.)  u.  Zeuthbn  (H.-G.).  —  Eine  neue  Schrift  des  Archi- 
medes.  (Sonderdr.)  In-8",  avec  fig.  Leipzig,  Teubner.  i  m.  60  pf. 

Roi'SE  Ball  (W.-W.).  —  Histoire  des  Mathématiques.  Trad.  sur  la 
3*  édit.  anglaise  par  L.Freund.  T.  FI.  In-80,  278  p.  Paris,  Hermann. 
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ËLLIP60GRAPHB  Caiionnet,  Construit  par  MM.  Coppin  frères,  78,  rue 
de  la  Verrerie,  Paris,  1907.  Prix  :  Si''. 

On  sait  que  le  dessin  de  Tellipse  présente  de  sérieuses  difncultés 
qui  ont  déterminé  les  constructeurs  et  les  architectes  à  la  rempla« 
cer  le  plus  souvent  par  des  combinaisons  d^arcs  de  cercle  ou  à  ne 
l'employer  que  lorsqu'ils  ne  peuvent  faire  autrement.  Aussi  a-t-on 
essayé  de  construire  des  ellîpsographes,  c'est-à-dire  des  appareils 
pouvant  jouer  dans  la  description  de  l'ellipse  le  même  rôle  que  le 
compas  dans  le  tracé  d'un  arc  de  cercle. 

Tous  les  principes  possibles  ont  été  employés  pour  la  construc- 
tion de  ces  instruments.  Celui  que  nous  présentons  à  nos  lecteurs 
et  qui  a  été  imaginé  par  M.  Caronnet  n'est  donc  pas  essentiel- 
lement nouveau  ;  mais  il  a  paru  commode  et  pratique  à  plusieurs 
de  ceux  qui  l'ont  employé.  C'est  pour  cela  que  nous  croyons  utile 
de  le  faire  connaître  ici. 

Ij  se  compose  d'une  tige  cylindrique  T  qui  repose  sur  le  papier 
par  sa  pointe  p  et  qui  est  maintenue  à  son  autre  extrémité  au 
moyen  d'une  douille  cf|  articulée  à  une  tige  t\  cette  tige  peut  cou- 
lisser dans  la  douille  d^  et  y  être  fixée  au  moyen  d'une  vis  de 
serrage  v\  à  l'extrémité  e  s'articule  un  patin  P  qui  s'applique  sur 
la  feuille  de  papier.  Sur  la  tige  T  coulisse  à  frottement  doux  et 
sans  jeu  une  douille  D  portant  une  partie  saillante  dans  laquelle 
peut  glisser  et  à  laquelle  peut  être  fixée  la  branche  b  d'une  tige 
coudée  dont  l'autre  branche  b'  porte  la  pointe  traçante  m  qui  glisse 
sur  le  papier. 

Dans  le  déplacement  de  la  douille  D,  la  pointe  m  reste  à  une 
distance  constante  de  l'axe  de  T  ;  elle  se  déplace  donc  sur  la  sur- 
face d^un  cylindre  de  révolution  autour  de  cet  axe,  et,  quand  elle 
glisse  sur  la  feuille  de  papier,  elle  décrit  une  section  plane  de  ce 
cylindre,  c'est-à-dire  une  ellipse. 

BalL  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXXII.  (Février  1908.)  3 
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Supposons  qii^on  veuille  Iracer  une  ellipse  donnée  par  ses  deux 
axes  AA',  BB'. 

On  place  l'appareil  de  façon  que  la  pointe  p  soit  au  centre  O  de 
Tellipse  et  que  les  deux  repères  du  patin  soient  sur  le  prolon- 
gement du  grand  axe  ;  ensuite,  on  amène  la  pointe  traçante  m  sur 
la  droite  qui  porte  le  petit  axe,  et,  en  faisant  glisser  la  branche  b 

fy 


OU  en  faisant  tourner  la  branche  b'  autour  de  b,  on  fait  coïncider 
cette  pointe  avec  l'un  des  sommets  B  ou  B';  on  fixe  alors  b  au 
moyen  de  la  vis  de  serrage. 

Quelle  que  soit  Tinclinaison  de  T,  toutes  les  ellipses  qu'on 
pourra  tracer  avec  l'appareil,  ayant  subi  ce  premier  réglage, 
auront  même  grandeur  de  petit  axe. 

Pour  obtenir  celle  de  ces  ellipses  qui  a  pour  grand  axe  AA',  il 
suffit,  au  moyen  de  la  douille  di  et  du  support  à  tirage  ie^  de 
donner  à  T  une  inclinaison  telle  que  la  pointe  traçante  m  occupe 
sur  la  droite  A.A'  l'une  des  positions  A  ou  A'. 

Ceci  fait,  pour  tracer  la  courbe,  on  se  place  derrière  le  support 
à  tirage  de  façon  à  avoir  l'appareil  de  profil,  on  tient  de  la  main 
gauche  Textrémiléy*  de  la  tige  T  et  avec  la  main  droite  on  dirige 
la  douille  D  de  façon  que  la  pointe  traçante  glisse  sur  la  feuille  de 
papier. 
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Pour  les  ellipses  1res  allongées,  il  est  bon  de  tracer  d'abord  les 
deux  arcs  latéraux  ;  on  obtient  ensuite  les  arcs  voisins  des  som- 
mets du  grand  axe,  en  tournant  lentement  la  douille  D  et  en  laissant 
cette  douille  eO'ectuer  elle-même  son  mouvement  de  descente  ou 
d^ascension. 

Les  ellipses  qui  ne  sont  pas  très  allongées  (les  plus  difficiles  à 
tracer  par  points)  se  décrivent  en  une  seule  fois,  comme  les  cir- 
conférences à  Taide  du  compas  de  cercle. 


OSGOOD  (W.-F.).  —  A  FIRST  coursr  in  the  difperential  and  integrvl 
Calculus.  I  volume  in-8,  xv-423  pages.  New-York,  Macmillan,  1907. 

Il  n'est  pas  malaisé  de  distinguer,  dans  les  diverses  publications 
de  M.  Osgood,  le  souci  de  la  meilleure  forme  à  donner  à  l'ensei- 
gnement, souci  bien  digne  d\in  savant  qui  souhaite  que  la  science 
à  laquelle  il  s'est  adonné  continue  de  progresser  et  que  les  jeunes 
gens  qui  se  sentent  attirés  vers  cette  science,  dont  le  développe- 
ment même  risque  de  les  effrayer,  aient  plus  de  temps  à  consacrer 
aux  problèmes  qu'elle  pose,  parce  qu'ils  auront  acquis  plus  rapi- 
dement et  plus  facilement  des  connaissances  solides  et  étendues. 
C'est  à  ce  désir  que  répond  la  publication  du  premier  Volume  de 
ce  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  dont  le  Bulletin  a  rendu 
compte  récemment. 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  aujourd'hui  s'adresse  à  un  tout 
autre  public  :  il  est  écrit  pour  les  jeunes  gens  qui  commencent  à 
étudier  le  Calcul  différentiel  et  intégral.  Il  correspond,  à  très  peu 
près,  à  ces  cours  de  Mathématiques  générales,  qui  se  sont  orga- 
nisés dans  presque  toutes  nos  Facultés  des  Sciences,  parce  que 
les  mêmes  besoins  se  font  sentir  partout.  L'auteur  ne  se  propose 
pas  ici  de  présenter  les  choses  sous  la  forme  la  plus  générale,  la 
plus  logique,  la  plus  arithmétique,  mais  bien  sous  une  forme 
simple,  pratique,  ac(fiessible  aux  débutants  :  les  exemples,  les 
exercices  faciles  abondent.  M.  Osgood  a  recherché  les  applications 
qui  se  rapportent  à  la  Physique,  à  la  Mécanique,  à  la  vie  ordinaire. 
Ces  Applications  seront  précieuses,  non  seulement  aux  étudiants, 
mais  à  tous  ceux  qui  ont  à  enseigner  les  sujets  que  traite  M.  Os- 
good. 
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Quant  au  lexle,  il  m'a  paru  aussi  clair  qu'on  peul  le  souliaîier. 
L'auteur,  tout  en  s'attachant  a  donner  aux  démonstrations  un 
caractère  intuitif,  a  pris  grand  soin  d'éviter  les  formes  de  lan- 
gage qui  prêtent  à  de  fausses  interprétations,  et  même  de  prévenir 
le  lecteur  contre  les  erreurs  possibles,  contre  celles  en  particulier 
dont  l'expérience  montre  qu'elles  sont  fréquentes  chez  les  étu- 
diants. 

Il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de  distinguer  celles  de  ces  erreurs 
qui  résultent  de  la  nature  même  de  l'esprit  humain  et  celles  qui 
proviennent  d'un  mauvais  enseignement  antérieur.  Cette  distinc- 
tion, toutefois,  n'est  peut-être  pas  bien  précise,  car  il  y  a  sans 
doute  des  raisons  psychologiques  aux  mauvaises  habitudes,  dans 
l'enseignement.  Ce  n'est  pas  avec  M.  Osgood  que  les  étudiants 
risquent  de  prendre  de  pareils  défauts,  et  quelques-uns,  sans 
doute,  en  suivant  un  cours  plus  élevé,  reconnaîtront  la  valeur  des 
habitudes  qu'ils  auront  prises  avec  lui.  J.  T. 


BOGHER  (M.)-  —  Introduction  to  highrr  Algebra,  prepared  for  publi- 
cation with  the  coopération  of  £'.-P.-i?.  Duval,  i  volume  in-8% 
xi-321  pages.  New-York,  Macmillan,  1907. 

Voici  un  Livre  d'une  lecture  facile  et  agréable  qu'on  peut 
recommander  sans  crainte  aux  étudiants  en  Mathématiques.  L'au- 
teur l'a  écrit  pour  répondre  aux  besoins  des  étudiants  américains; 
mais  ces  besoins  sont  les  mêmes,  sans  doute,  dans  tous  les  pa}'S. 
La  nécessité  d'amener  rapidement  les  étudiants  à  une  connais- 
sance suffisante  de  l'Analyse  oblige  à  restreindre  les  programmes 
des  cours,  à  laisser  de  côté  ou  à  écourter  bien  des  théories  qui 
valent  par  elles-mêmes  et  qui  sont  indispensables  pour  ceux  qui 
veulent  pousser  un  peu  loin  leurs  études  mathématiques.  Ces 
théories,  à  cause  de  leurs  développements  ccfnsidérables,  effraient 
souvent  plus  que  de  raison  les  commençants  qui  ne  savent  comment 
les  aborder.  Il  faut  les  introduire  dans  ces  théories,  les  familia- 
riser avec  les  définitions,  les  idées  essentielles,  leur  en  montrer  la 
portée.  Chez  nous,  par  exemple,  plusieurs  des  sujets  que  traite 
M.  Bôcher,  comme  la  théorie  des  équations  linéaires,  des  formes 
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qitadraliques,  des  invariants^  ont  fîguré  ou  figurent  encore^  en 
partie  du  moins,  dans  les  programmes  de  la  classe  de  Mathéma* 
tiques  spéciales  :  les  jeunes  gens  qui  sortent  de  cette  classe,  qui 
entrent  dans  les  grandes  Écoles  ou  dans  les  Universités,  seraient 
parfaitement  préparés  à  lire  son  Livre.  Ceux  qui  voudront  prendre 
ce  plaisir  s'émerveilleront  de  la  quantité  de  choses  qu'ils  ne  sa- 
vaient qu'à  moitié,  de  l'importance  des  idées  nouvelles  qu'ils 
acquerront,  de  Pordre  et  de  la  clarté  que  ces  idées  apportent  dans 
les  faits  qu'ils  connaissaient  déjà  ou  qu'ils  apprennent;  quelques- 
uns  peut-être,  oubliant  tout  ce  qu'jls  avaient  à  apprendre,  s'indi- 
gneront de  ce  qu'on  ne  leur  ait  rien  dit  de  tout  cela,  ou  de  n'avoir 
pas  même  eu  sous  la  main  un  Livre  où  ils  auraient  pu  acquérir  ces 
connaissances.  S'ils  poursuivent  leurs  éludes,  ils  seront  reconnais- 
sants à  M.  Bôcher  de  la  facilité  qu'ils  trouveront  à  lire  tel  Mémoire 
ou  tel  Traité  que,  faute  d'une  préparation  suffisante,  ils  auraient 
laissé  de  côté  comme  exigeant  trop  d'efibrts. 

C'est  bien  une  Introduction  qu'a  écrite  M.  Bôcher.  S*il  avait 
voulu  se  borner  à  résumer,  d'une  façon  sèche,  les  faits  algébriques, 
d'ailleurs  très  importants,  qu'il  avait  en  vue,  il  aurait  pu  réduire 
de  beaucoup  son  Livre  ;  mais,  ces  fails,  il  a  voulu  vraiment  les 
expliquer,  en  montrer  le  sens,  l'origine  et  la  portée  :  il  ne  craindra 
pas,  au  besoin,  de  reprendre  une  question  à  ses  débuts,  dans  ce 
qu'elle  a  de  plus  élémentaire  :  c'est  ce  qu'il  fait^  par  exemple, 
pour  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  qu'il  reprend 
dans  son  origine  arithmétique,  qu'il  développe  successivement 
dans  le  cas  des  poljnomes  à  une,  deux,  trois,  . .  •  variables,  de 
manière  à  bien  faire  comprendre  ce  qu'est  un  pol)^nome  irréduc- 
tible (dans  un  corps  numérique  quelconque),  ce  qu'est  la  décom- 
position d'un  polynôme  en  facteurs  irréductibles,  la  décomposition 
d'une  courbe  algébrique  en  plusieurs  autres,  l'intersection  de  deux 
courbes  algébriques,  de  manière  à  préparer  la  théorie  de  Péllmi- 
nation  et  à  pouvoir  montrer,  quelques  pages  plus  loin,  que  les 
facteurs  irréductibles  d'un  invariant  sont  des  invariants.  De  même, 
les  propositions  élémentaires  sur  le  calcul  des  matrices  donnent 
l'occasion  d'introduire  le  lecteur  dans  l'idée  de  groupe.  C'est, 
chez  l'auteur,  une  préoccupation  constante  que  de  montrer  d'où 
viennent  les  idées  et  où  elles  conduisent. 

L'Algèbre  est  si  vaste  qu'il  y  faut,  sans  doute,  plusieurs  intro^ 
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ductions;  M.  Bôchcr  a  laissé  entièrement  de  côté  la  lliéorie  des 
équations  algébriques,  la  théorie  de  Galois,  en  particulier  ;  on  ne 
peut,  assurément,  ie  lui  reprocher,  tout  au  plus  pourrait-on  sou- 
liaiter  qu'il  écrivît  aussi  une  introduction  à  cette  théorie.  Quoi  qu^il 
en  soit,  les  sujets  qu'il  a  traités,  importants  en  eux-mêmes,  sont 
indispensables  à  une  étude  un  peu  approfondie  de  la  Géométrie 
analytique,  et  c'est  là,  au  moins  en  partie,  ce  qui  a  dû  déterminer 
le  choix  de  l'auteur.  Celui-ci  reste  dans  l'Algèbre,  mais  il  indique 
ou  développe  les  applications  à  la  Géométrie  anal}'tique  et  insiste, 
s'il  y  a  lieu,  sur  Torigine  géométrique  des  théories  algébri<|ues 
qu'il  expose.  En  fait,  il  suppose  chez  son  lecteur  plus  de  connais- 
sances en  Géométrie  analytique  qu'en  Algèbre,  où  il  ne  lui  demande, 
en  dehors  des  connaissances  tout  à  fait  élémentaires,  que  quelque 
habitude  des  déterminants. 

On  remarquera  l'importance  des  exercices  rassemblés  à  la  fin, 
ou  disséminés  à  l'intérieur  des  Chapitres,  qui,  suivant  l'habitude 
ordinaire  des  text-books  américains,  sont  très  courts  et  repré- 
sentent la  valeur  d'une  petite  leçon.  Quelques-uns  de  ces  exer- 
cices sont  de  simples  applications;  la  plupart  sont  théoriques: 
ils  tendent  à  provoquer  la  réflexion  de  l'étudiant  sur  ce  qu'il  vient 
de  lire  et  à  le  conduire  un  peu  plus  loin,  plutôt  qu'à  lui  faire  étu- 
dier ou  découvrir  un  fait  particulier,  sans  grande  iniportance.  Le 
lecteur,  qui  poursuivra  ses  études,  ne  manquera  pas  de  reconnaître 
le  bénéfice  qu'il  aura  tiré  de  ses  propres  réflexions  sur  ces  exer- 
cices et  des  suggestions  que  lui  propose  parfois  M.  Bôcher. 

Après  avoir  rappelé  quelques  définitions  et  propositions  fonda- 
mentales concernant  les  polynômes,  l'auteur  donne  quelques 
développements  sur  les  déterminants  (règle  de  Laplace,  multipli- 
cation, déterminants  adjoints,  etc.);  il  expose,  de  la  façon  la  plus 
simple  et  la  plus  claire,  la  théorie  de  la  dépendance  linéaire  et  des 
équations  linéaires  ainsi  que  les  propositions  fondamentales  con- 
cernant le  calcul  des  matrices;  il  introduit  ensuite  la  notion  d'in- 
variant, absolu  ou  relatif. 

Quelques  indications  indispensables  sur  les  formes  bilinéaires 
précèdent  la  théorie  des  formes  quadratiques,  que  l'auteur  intro- 
duit en  partant  de  leur  signification  géométrique,  de  façon  à  per- 
mettre l'interprétation  des  notions  essentielles  (rang,  décompo- 
sition en  carres,  invariants,  ...).  L'auteur  traite  successivement 
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du  système  d'une  forme  quadratique  et  d'une  ou  plusieurs  formes 
linéaires,  puis  du  système  de  deux  formes  quadratiques  :  la  ré- 
duction simultanée  à  des  sommes  de  carrés  est  traitée  dans  le  cas 
où  Téqualion  en  X  a  toutes  ses  racines  simples  et  dans  le  cas  où 
Tune  des  formes  est  définie  ;  la  question  de  la  réduction  simul- 
tanée à  des  formes  normales  sera  reprise  à  la  fin  de  TOuvrage. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  dire  plus  haut  un  mot  de  la  façon  dont 
l'auteur  développe  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
les  théories  connexes.  Il  traite  ensuite  des  fonctions  symétriques 
de  n  variables,  ou  de  n  couples  de  variables. 

Enfin,  les  derniers  Chapitres  du  Livre  sont  consacrés  à  l'étude 
des  matrices  carrées  dont  les  éléments  sont  des  polynômes  en  \ 
et  aux  applications  de  cette  théorie.  La  définition  de  l'équivalence 
de  deux  pareilles  matrices  conduit  sans  peine  à  une  forme  nor- 
male, à  laquelle  peut  être  ramenée  toute  matrice  et  d'où  ressortent 
aisément  la  définition  et  les  propriétés  des  diviseurs  élémentaires. 
Le  cas  où  les  éléments  de  la  matrice  sont  des  fonctions  du  premier 
degré  en  \  s'impose  dans  l'étude  des  faisceaux  de  formes  bili- 
néaires  ou  quadratiques,  et  l'étude  de  ce  cas  conduit  à  la  notion  de 
couples  équivalents  de  telles  formes,  ainsi  qu'à  leur  classification. 

J.  T. 


AMODEO  (F.).  —  Lbzioni  di  Gbometiua  projbttiva  dettate  nella  R.  Uni- 
versîtà  di  Napoli.  3*  édition.  1  volume  in-S,  xiv-456  pages.  Naples, 
Pierro,  1905. 

Ces  leçons  sont  le  résultat  d'un  enseignement  qui  s'est  continué 
pendant  plus  de  vingt  ans,  et  sur  les  matières  duquel  l'auteur  n'a 
pas  cessé  de  réfléchir.  Il  n'a  cru  devoir  les  imprimer  qu'après  leur 
avoir  donné  une  forme  définitive;  mais  deux  éditions  lithogra- 
phiées  avaient  précédé  la  présente  édition  imprimée. 

Elles  ont  un  caractère  élémentaire,  en  ce  sens  qu'elles  ne  sup- 
posent chez  le  lecteur  que  très  peu  de  connaissances  géométriques. 
Encore  ce  connu  que  l'on  suppose  n'est-il  pas  logiquement  néces- 
saire pour  l'intelligence  de  l'Ouvrage,  dans  ce  qu'il  a  d'essentiel, 
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mais  seulement  pour  rinlelllgence  des  applications  à  la  Géomé- 
trie euclidienne.  Elles  sont  encore  élémentaires,  en  ce  sens  que 
Fauteur  donne  toutes  les  explications  désirables  pour  la  parfaite 
clarté.  Elles  sont  d'ordre  élevé,  en  ce  qu'elles  supposent  chez  le 
lecteur  cette  habitude  de  l'abstraction  et  des  idées  générales,  qu'on 
ne  peut  avoir  acquise  que  par  une  forte  éducation  mathématique 
antérieure.  Elles  le  sont  encore,  parce  que  Tputeur  s'efforce  pré- 
cisément de  présenter  toujours  les  idées  sous  leur  forme  la  plus 
abstraite  et  la  plus  générale;  c'est  aussi  la  plus  simple,  celle  où 
l'enchaînement  logique  apparaît  le  mieux,  pour  le  lecteur  qui  est 
capable  de  saisir  les  choses  en  elles-mêmes  et  non  pas  seulement 
sur  des  exemples  particuliers;  lorsqu'il  s'est  vraiment,  rendu 
compte  de  cet  enchaînement  logique,  il  a  en  puissance  tous  les 
exemples  particuliers;  il  passe  très  aisément  de  l'un  à  l'autre,  il  a 
conscience  de  l'unité  d'une  méthode  qui  s'applique  à  des  figures 
très  différentes. 

M.  Amodeo  a,  d'ailleurs,  le  souci  de  familiariser  son  lecteur 
avec  les  applications  diverses,  soit  par  les  exemples  indiqués  briè- 
vement en  note,  soit  par  les  développements  relatifs  à  la  Géomé- 
trie euclidienne,  regardée  comme  cas  particulier  de  la  Géométrie 
projective,  soit  par  les  nombreux  exercices  placés  à  la  fin  de 
chaque  Chapitre. 

Le  système  de  postulats  qu'il  adopte,  et  qu'il  avait  communiqué 
à  l'Académie  des  sciences  de  Turin  (*),  est  simple  et  naturel.  Il 
est  développé  dans  une  intéressante  Introduction,  où  la  richesse 
des  conclusions  qui  résultent  de  l'indétermination  des  concepts 
auxquels  ces  postulats  s'appliquent  est  bien  mise  en  évidence. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties;  on  traite,  dans  l'une,  des 
formes  du  premier  ordre;  dans  l'autre,  des  formes  du  second 
ordre. 

Les  groupes  harmoniques  sont  définis  graphiquement  au  moyen 
du  quadrilatère.  Cette  définition  permet  ensuite,  comme  on  sait, 
de  définir  les  rapports  anharmoniques  entiers  et  rationnels,  d'éta- 
blir enfin  une  correspondance  entre  les  nombres  réels  et  les  points 
d'une  droite.  Les  points  imaginaires  sont  définis  et  séparés  par  le 
procédé  que  l'on  doit  à  von  Standt;  ce  sujet  n'est  pas  sans  diffi- 

(•)  Alti  del  Accadeinia  délie  Scienze  di  Torino,  mars  1891. 
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cullé;  Texposition  qtren  donne  M.  Amodeo  m'a  paru  très  lumi- 
neuse. 

Le  Livre  de  M.  Amodeo  a  un  caractère  nellement  géométrique; 
toutefois,  les  quelques  mois  qui  précèdent  suffîsent  à  montrer  que 
Fauteur  n'est  pas  de  ceux  auxquels  répugne  l'introduction  du 
nombre  dans  la  Géométrie  projective,  considérée  comme  «  la 
branche  des  sciences  mathématiques  qui  étudie  les  propriétés  des 
formes^  appartenant  à  un  espace  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions,  qui  ne  sont  pas  altérées  par  les  transformations  pro- 
jectives».  Ceux  qui  acceptent  ainsi  la  fusion  de  la  Géométrie 
projective  et  de  la  Géométrie  analytique  restent  d'ailleurs  libres 
de  se  placer  de  préférence  soit  à  un  point  de  vue,  soit  à  Tautre. 

J.  ï. 


CASTELNUOVO  (G.).  —  Lezioni  di  Geomëtria  analitica  b  projettiva. 
Volume  II  :  Gkomktria  analitica  dklle  spazio.  Superficie  di  secondo 
ORDINE.  I  volume  iii-8,  252  pages.  Rome,  Albrighi,  igoS. 

Nous  avons  eu  l'occasion  (*),  à  propos  du  premier  Volume  des 
Leçons  de  Géométrie  analytique  et  projective  de  M.  Castel- 
nuovo,  de  dire  quels  étaient  le  caractère  et  le  mérite  de  cet  Ou- 
vrage. H  est  sans  doute  très  inutile  de  louer  à  nouveau  des  qualités 
que  tout  le  monde  s'attendait  à  trouver  dans  un  Livre  de  l'éminent 
géomètre.  Je  me  borne  à  rappeler  qu'il  est  surtout  écrit  pour  des 
étudiants  qui  se  destinent  à  être  ingénieurs;  tous  trouveront  dans 
le  texte  une  excellente  exposition,  et  dans  les  exercices,  qui  sont 
très  copieux,  le  moyen,  d'une  part,  de  s'assurer  qu'ils  sont  capa- 
bles d'appliquer  les  théories  et,  d'autre  part,  de  développer  leurs 
connaissances. 

Il  n'y  a  pas  lieu,  dans  ce  Volume,  qui  traite  du  plan,  de  la 
droite,  des  surfaces  du  second  degré,  de  signaler  des  diflerences 
notables  avec  les  habitudes  françaises.  Un  élève  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales,  entre  les  mains  duquel  on  mettrait  le 
Livre  de  M.  Castelnuovo,  ne  se  sentirait  nullement  dépaysé.  Peut- 

(»)  Voir  Bulletin,  t.  XXVIII,  1904,  p.  67. 
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élre  le  sujet  développé  dans  le  cinquième  Chapitre,  la  projectivité 
de  deux  espaces,  n'est-il  pas,  chez  nous,  traité  par  tous  les  pro- 
fesseurs; mais  il  est  exposé  d*une  façon  très  sage  et  très  modérée; 
l'auteur  se  borne  à  des  indications  essentielles^  et  qui  trouvent  de 
fréquentes  applications. 

Les  figures  sont  faites  avec  grand  soin;  il  est  impossible  qu'elles 
ne  se  gravent  pas  dans  l'esprit  des  étudiants.  J.  T. 


AMES  (L.-D.).  ~  Arithmetig  trbatment  op  somr  problriis  in  analysis 
siTUS.  A  dissertation  submitted  to  the  Faculty  of  arts  and  sciences  of 
Harvard  University  in  satisfaction  of  the  requirement  of  a  thesis  for  the 
degree  of  doctor  of  Philosophy.  38  pages,  iii-4'*.  Baltimore,  igoS. 

Une  courbe  de  Jordan  est,  comme  l'on  sait,  l'ensemble  des 
points  (Xj  y)  définis  par  des  formules  telles  que 

oiio(/),  if{t)  sont  des  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (^oi  ^1)9 
telles  que  les  équations  en  t\  d' 

soient  vérifiées  en  prenant  l'une  des  inconnues  égale  à  t^^  l'autre 
à  /|,  et  n'admettent  pas  dans  l'intervalle  (^o?  ^1)  d'autres  solutions 
où  les  inconnues  soient  distinctes.  M.  Jordan  a  montré  (*)  qu'une 
pareille  courbe  sépare  le  plan  en  deux  continuums,  dont  la  courbe 
constitue  la  frontière  commune;  tout  point  du  plan  qui  n'appar- 
lient  pas  à  la  courbe  appartient  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  deux 
continuums,  dont  l'un,  qui  contient  les  points  très  éloignés  du 
plan,  est  dit  extérieur,  l'autre  est  intérieur.  On  ne  peut  joindre 
un  point  de  l'un  des  continuums  à  un  point  de  l'autre  par  une 
courbe  continue  qui  n'ait  aucun  point  commun  avec  la  courbe  sépa- 
ratrice. Cette  proposition,  qui  semble  à  peu  près  évidente  quand 
on  pense  à  un  de  ces  contours  fermés  auxquels  nous  sommes 
habitués,  est  très  difficile  à  démontrer. 

(*)  Cours  d'Analyse,  a»  édilion,  l.  I,  1898,  p.  90. 
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La  démonstration  de  M.  Jordan,  fondée  sur  la  vérité  de  la  pro- 
position dans  le  cas  d'un  polvgone,  a  un  caractère  géométrique. 
M.  Scliœnflies  a  appelé  l'attention  sur  la  nécessité  de  démontrer 
d'une  façon  arithmétique  ce  théorème,  dont  l'importance,  pour  la 
théorie  des  fonctions,  est  capitale,  et  il  a  donné  une  démonstra- 
tion (•)  qui  a  bien,  en  général,  le  caractère  arithmétique,  mais  qui 
a  besoin  d'être  complétée  sur  quelques  points.  La  démonstration  de 
M.  Ames,  dont  il  va  être  question,  a  été  communiquée  en  dé- 
cembre 1908  à  la  Société  mathématique  américaine,  et  publiée  en 
1904  dans  le  Bulletin  de  cette  Société  (^).  F^a  même  année,  dans 
le  même  Recueil,  M.  G.  A.  Bliss  (')  a  donné  une  autre  démonstra- 
tion. M.  O.  Veblen  (*)  a  donné  une  démonstration  géométrique, 
fondée  sur  un  système  d'axiomes  qu'il  a  développé  dans  le  même 
Mémoire,  et  à  laquelle  il  est  aisé  de  donner  le  caractère  arithmé- 
tique (*).  Enfin,  il  convient  de  signaler  encore, avec  M.  Ames,  l'es- 
quisse qu'a  donnée  M.  de  la  Vallée- Poussin,  dans  son  Cours 
d'Analyse  infinitésimale,  qu'il  serait  d'autant  plus  intéressant 
de  compléter  que  l'auteur  ne  particularise  en  rien  les  courbe*  de 
Jordan. 

Le  Mémoire  de  M.  Ames  que  nous  signalons  comprend  deuTL 
Parties,  dont  la  première,  qui  se  rapporte  surtout  à  la  question 
qu'on  vient  de  rappeler,  est  traitée  avec  tous  les  détails  que  peut 
désirer  un  mathématicien  qui  veut,  sans  se  donner  aucune  peine, 
être  bien  convaincu  du  caractère  purement  analytique  de  la  dé- 
monstration. La  seconde  Partie,  traitée  plus  largement,  est  consa- 
crée au  théorème  analogue  dans  l'espace  et  s'appuie  sur  les  mêmes 
principes  que  la  première. 

La  démonstration  que  donne  M.  Ames  du  théorème  de  M.  Jor- 
dan, sur  un  contour  fermé,  est  extrêmement  simple.  L'auteur 
commence  par  définir  d'une  façon  purement  analytique  ce  que  je 
demanderai  la  permission,  pour  abréger,  d'appelei*  Vangle  sous 
lequel  on  voit  une  courbe  fermée  d'un  point  donné,  non  situé 

(*)  Gôttingen  JVachrichten,  1896,  p.  79. 

(*)  Bull.  Amer,  Math.  Soc,  2*  série,  t.  X,  p.  3oi. 

(»)  Ibid.,  p.  396. 

(*)  Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  t.  V,  190^. 

(^)  Ces  renseigne  me  nls  bibliographiques  sont  empruntés  à  une  Note  du  Lehr- 
buch  der  Funktionentheorie,  de  M.  W.-F.  Osgood,  t.  I,  p.  i3i.  M.  Osgood  a 
reproduit,  dans  son  Lehrbuch,  la  démonstration  de  M.  Ames. 
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sur  la  courbe.  Côtle  nollon  ne  suppose  pas  que  la  courbe  fermée 
soit  une  courbe  de  Jordan  (qu'elle  n*ail  pas  de  point  double).  En 
divisant  cet  angle  par  2  7r,  on  obtient  un  nombre  entier  que 
M.  Ames  appelle  V ordre  du  point,  par  rapport  à  la  courbe  fermée. 
On  reconnaît  tout  de  suite  que  cet  ordre  reste  le  même  pour  tous 
les  points  d'un  continuum  qui  ne  contient  aucun  point  du  con- 
tour^ et  dont  on  peut  ainsi  supposer  que  la  frontière  est  le  contour 
hu-méme,  ou  une  partie  de  ce  contour.  On  voit  aussi  aisément 
que  Tordre  d'un  point  très  éloigné  est  nul.  S'il  y  a  deux  points 
dont  les  ordres  dilTèrcnt,  ces  points  appartiennent  sûrement  à 
deux  continuums  tels  qu'on  ne  puisse  passer  d*un  point  du  pre- 
mier à  un  point  du  second  par  une  courbe  qui  n'ait  aucun  point 
commun  avec  le  conlour. 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  d'observer  que  l'introduction  de  la 
notion  (Tordre  est  très  naturelle  ici  d'autant  qu'elle  est  indispen- 
sable ailleurs. 

Considérons  maintenant  une  courbe  fermée défînie  par  les  équa- 
tion§(i);  elle  peut  être,  ou  non,  une  courbe  de  Jordan.  G)nve- 
nons  de  dire  qu'un  vecteur  traverse  la  courbe  en  un  point  A, 
distinct  du  point  de  la  courbe  qui  correspond  aux  valeurs  /q  ou  t^ 
du  paramètre,  si  les  conditions  suivantes  sont  vérifiées  :  il  existe 
un  nombre  6,  intérieur  à  l'intervalle  (^o,  /{),  et  un  seul,  tel 
que  ç(6),  ^(8)  soient  les  coordonnées  du  point  A;  il  existe  un 
nombre  positif  a,  tel  que  les  points  de  la  courbe  qui  correspondent 
aux  valeurs  de  t  pour  lesquelles  on  a  6  —  a^/<;6  soient  d'un 
côté  du  vecteur,  et  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  on 
a0<::;^^8-|-a,  de  l'autre  côté.  Dans  ces  conditions,  il  est  aisé  de 
montrer  que  les  ordres  de  deux  points  du  vecteur,  comprenant  le 
point  A,  et  assez  voisins  de  lui  pour  qu'il  n'y  ait  entre  eux  aucun 
autre  point  de  la  courbe,  diffèrent  d'une  unité.  Par  conséquent, 
s'il  y  a  quelque  vecteur  qui  traverse  ta  courbe  fermée,  au  sens 
qu'on  vient  de  dire,  cette  courbe  partage  le  plan  au  moins  en  deux 
continuums. 

Lorsqu'une  partie  de  la  courbe  fermée  peut  être  délinie  par  des 
formules  telles  que 

(2)  y=n^)     '  {a<x^b), 

où  /{x)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a,  b),  il  est 
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manifeste  qu'une  parallèle  à  Taxe  des  x,  j:  =  a,  pour  laquelle  ou 
a  a<CoL<ihf  traverse  la  courbe  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  a  et/(a),  pourvu  que  ce  point  ne  soit  pas  un  point  double. 
Une  conclusion  analogue  s'appliquerait  si  l'on  avait  affaire  à  une 
partie  de  courbe  fermée,  déGnie  par  des  formules  telles  que 

(3)  ^=/(j^)        (a^jrèb), 

f{y)  étant  alors  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b), 

M.  Âmes  se  borne  à  considérer  des  courbes  de  Jordan  qui  peu- 
vent être  fractionnées  en  un  nombre  fini  de  parties  qui  puissent 
être  définies  par  les  formules  (2)  ou  par  les  formules  (3);  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  une  courbe  de  Jordan,  de  cette  nature, 
sépare  le  plan  en  deux  continuums,  au  moins. 

Il  établit  ensuite,  très  simplement,  la  proposition  suivante  : 

Soit  (G)  un  continuant  quelconque;  considérons  une 
courbe  (X)  appartenant  à  l'un  des  types  {2)  et  (3),  au  pre- 
mier par  exemple,  et  située  tout  entière  à  l'intérieur  du  con- 
tinuuni  (G),  sauf  peut-être  son  origine  ou  son  extrémité  qui 
peuvent  appartenir  à  la  frontière  de  (C).  L'ensemble  (G)  des 
points  qui  appartiennent  ^(G),  mais  non  à  (X),  constitue  au 
plus  deux  continuums  et  nen  constitue  qu\in  seul  si  Vorigine 
et  l'extrémité  de  (X)  n' appartiennent  pas  à  la  frontière 
deiC). 

Gonvenons  en  effet  de  dire  d'un  point  de  coordonnées  a,  p, 
appartenant  à  (G),  qu'il  est  au-dessus  de  (X)  si  les  condilions 
suivantes  sont  vérifiées  :  le  nombre  a  appartient  à  l'intervalle 
(a,  i),  il  est  toutefois  distinct  de  a,  ou  de  b,  si  l'origine,  ou  l'ex- 
trémité, de  (X)  est  sur  la  frontière  de  (G);  on  a  P>i/(a);  tous 
les  points  dont  l'abscisse  est  a  et  dont  l'ordonnée  y  satisfait  aux 

inégalités 

f{^)èyè? 

appartiennent  à  (G).  On  définira  de  la  même  façon  les  points 
de  (G)  situés  au-dessous  de  (X). 

On  voit  aisément  qu'on  peut,  au  moyen  d'une  courbe  dont  tous 
les  points  appartiennent  à  (G'),  réunir  deux  points  situés  au-dessus 
de  (X),  ou  deux  points  situés  au-dessous,  et,  dans  le  cas  où  l'ori- 
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gine  el  rexlrémilé  de  (X)  n^apparliennent  pas  toutes  deux,  à  la 
froQtière  de  (C),  deux  points  dont  l'un  est  au-dessus  de  (X), 
l'autre  au-dessous.  Enfin,  si  Ton  considère  un  point  quelconque 
de  (C),  il  peut  être  relie,  ou  bien  à  un  point  situé  au-dessus 
de  (X),  ou  bien  à  un  point  situé  au-dessous,  au  moj'en  d'une 
courbe  dont  tous  les  points  appartiennent  à  (C).  La  proposition 
énoncée  plus  haut  résulte  de  là. 

Considérons  nnaintenant  une  courbe  de  Jordan  formée  de  courbes 
partielles  (X|),  (X^),  •..,  (X„)  appartenant  au  type  (2)  ou  au 
type  (3),  et  placées  bout  à  bout.  On  applique  la  proposition  précé- 
dente en  prenant  le  plan  tout  entier  pour  le  continuum  (C).  Rn 
supprimant  du  plan  les  points  de  (X|),  on  obtient  un  conti- 
nuum (C|),  dont  (X,)  est  la  frontière;  en  supprimant  de  (C|  )  les 
points  de  (Xo)  on  obtient  un  continuum  (C2)  dont  la  frontière 
est  formée  des  courbes  partielles  (X|),  (X2);  on  continue  de  la 
même  façon  jusqu'au  continuum  (C/,.«);  si,  de  ce  continuum,  on 
supprime  la  courbe  (X^)  dont  l'origine  et  Textrémité  appartien- 
nent à  la  frontière  de(C/i_i),  on  peut  obtenir  deux  continuums, 
mais  non  davantage;  mais  on  a  vu  plus  haut  que  la  courbe  fermée 
séparait  le  plan  au  moins  en  deux  continuums;  le  théorème  est 
donc  entièrement  démontré. 

M.  Âmes  en  déduit  très  facilement  les  propositions  élémentaires 
relatives  à  la  connexion,  à  l'orientation,  etc. 

Dans  la  seconde  Partie  de  sa  Thèse,  M.  Ames  étend  à  l'çspace  et 
aux  surfaces  closes  des  considérations  de  la  même  nature.  Pour 
cette  extension,  il  est  maintenant  obligé  de  supposer  Texistence 
et  la  continuité  des  dérivées  partielles  des  fonctions  qui  figurent 
dans  la  représentation  paramétrique  des  surfaces  qu'il  considère; 
la  distinction  entre  les  surfaces  bilatérales  et  unilatérales  est  donnée 
sous  une  forme  purement  analytique.  L'angle  solide  sous  lequel 
on  voit  une  surface  close,  d'un  point  non  situé  sur  cette  surface, 
est  défini  au  moyen  d'une  intégrale.  C'est  cet  angle,  divisé  par  4''î7 
qui  est  maintenant  l'ordre  du  point.  J.  T. 


^QCw* 
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CORRESPONDANCE  ENTRE  LIOUVILLE  ET  OIRIGHLET  (')  ; 

Publiée  par  M.  J.  TANNKRY. 

LIOUVILLE  A   DIRICIILET, 

Paris,  5  février  iS^o. 
Mon  cher  Monsieur  Dirichlet, 

Permettez-moi  de  vous  e:sprimer  d^abord  lout  le  plaisir  que  j^ai 
éprouvé  en  recevant  le  diplôme  de  l'Académie  de  Berlin  :  je  suis 
fier  d'être  deux  fois  votre  collègue.    Présentez,  je  vous  prie,  à 

(^)  M"*  de  Blignières,  à  qui  le  Bulletin  doit  déjà  d'avoir  publié  les  inédits  de 
Galois,  a  bien  voulu  me  confler  dix  lettres  de  Lejeuue-Dirichlet,  dont  sept  à 
Liouville  et  trois  à  M"*  Liouville  ;  elle  a  retrouvé  avec  ces  lettres  plusieurs 
brouillons  de  la  main  de  son  père,  qui  correspondent  en  partie  aux  lettres  de 
Dirichlet. 

Tous  ceux  qui  ont  connu  Liouville  savent  qu'il  était  très  droit  et  très  vif; 
Tàge  n'a  jamais  éteint  chez  lui  la  chaleur  de  ses  sentiments.  II  écrivait  avec  la 
même  vivacité  qu'il  sentait  :  on  s*en  apercevra  assez  aux  lettres  que  nous  publions; 
j'ai  cru  toutefois  devoir  supprimer  quelques  lignes  et  quelques  noms  propres  ; 
sans  doute,  ces  lettres,  ou  ces  brouillons,  appartiennent  à  l'Histoire,  mais  il  ne  s'est 
pas  écoulé  beaucoup  plus  de  5o  ans  depuis  que  les  dernières  ont  été  écrites.  D'ail- 
leurs, c'est  à  un  ami  très  cher  qu'il  écrivait,  et  Liouville,  bien  qu'il  ne  craignit 
pas  de  dire  aux  gens  leurs  vérités  en  face,  n'aurait  sans  doute  pas  voulu  que  ses 
appréciations  fussent  rendues  publiques. 

Les  lettres  de  Dirichlet  à  M"**  Liouville  n'intéressent  pas  la  Science  ;  elles  con- 
tribueront à  faire  connaître  celui  qui  les  a  écrites  et  la  nature  des  relations,  évi- 
demment très  aflTectueuses,  qui  existaient  entre  lui  et  la  famille  Liouville. 

Des  longues  conversations  de  son  père  avec  Dirichlet,  M~*  de  Blignières  a 
conservé  un  souvenir  amusant:  tous  les  deux  étaient  fort  loquaces;  ils  avaient 
sans  doute  beaucoup  de  choses  à  dire.  Liouville  ne  pouvait  pas  souiïrir  les  lampes  ; 
il  s'éclairait  avec  deux  bougies  et  deux  chandelles;  pour  mesurer  le  temps  aux 
deux  interlocuteurs,  on  avait  recours  non  à  une  pendule,  ni  à  un  sablier,  mais  à 
une  vieille  méthode  que  je  crois  qui  remonte  au  moyen  ôge  :  on  fichait,  à  des 
intervalles  réguliers,  un  certain  nombre  d*épinglcs  dans  une  des  chandelles;  entre 
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l'Académie  Texpression  de  ma  bien  sincère  et  bien  vive  recon- 
naissance. J'ajouterai  que  voire  lettre  m'a  fait  autant  de  plaisir  au 
moins  que  le  diplôme  :  il  n'y  a  pas  de  géomètre  que  j'aie  estimé  et 
aimé  autant  que  vous,  avant  même  de  vous  connaître  person- 
nellementy  et  depuis  que  je  vous  connais,  je  n'ai  pas  assurément 
changé  d'avis.  Jugez  avec  quel  empressement  j'accepte  votre  idée 
d'une  correspondance  mathématique.  Il  est  vrai  que  mon  empres- 
sement pourra  passer  quelque  peu  pour  de  l'égoïsme,  car  c'est  moi 
qui  ai  tout  à  gagner  à  une  telle  correspondance. 

Je  dois  maintenant  vous  expliquer  pourquoi  j'ai  tant  tardé  à 
vous  répondre. 

Le  bien-êlre  moral  ne  guérissant  pas  le  mal  physique,  j'ai  été 
malade  pendant  une  huitaine  de  jours.  J'ai  eu  une  fièvre  assez 
forte;  j'ai  élé  obligé  de  garder  le  lit  et  de  renoncer  à  tout  travail 
quelconque.  Première  cause  de  retard. 

Ayant  communiqué  à  diverses  personnes  les  détails  mathéma- 
tiques contenus  dans  votre  lettre,  toutes  en  ont  été  enchantées  et 
m'ont  dit  qu'il  fallait  absolument  en  présenter  un  extrait  destiné 
à  être  imprimé  dans  le  compte  rendu  ;  j'ai  résisté,  j'ai  répondu 
que  je  n'avais  pas  votre  autorisation  ;  on  n'a  pas  voulu  entendre 
mes  raisons  :  on  m'a  dit  que  votre  lettre  était  si  bien  faite  que 
vous  n'auriez  rien  à  y  changer  dans  le  cas  où  vous  auriez  désiré 
qu'elle  fut  rendue  publique,  etc.,  etc.  Bref,  on  a  tant  insisté  que 
j'ai  été  obligé  de  céder,  en  sorte  qu'un  extrait  de  votre  lettre  se 
trouve  dans  le  compte  rendu  de  la  séance  du  27  février  (*)  et  dans 

deux  épingles,  celui  qui  parlait  avait  le  droit  de  ne  pas  élre  interrompu.  Quand 
la  dernière  épingle  tombait,  les  deux  géomètres  allaient  dormir.  J.  T. 

A  la  remarque  de  M.  Tanoery  j'ajouterai  la  suivante  :  Liouville,  que  j*ai  eu 
l'honneur  de  suppléer  dans  son  cours  de  Mécanique  rationnelle  à  la  Sorbonne, 
de  187a  à  1878,  m'a  répété  plus  d'une  fois  que  Humboldt,  ayant  fait  à  Paris  la 
connaissance  de  Dirichlet,  Tavait  fait  nommer  à  Uerlin  pour  avoir  le  plaisir  de 
causer  avec  lui.  Liouville  ajoutait  :  «  Si,  à  cette  époque,  Dirichlet  avait  pu  ob- 
tenir une  petite  place  à  Paris,  nous  l'aurions  sans  doute  gardé  parmi  nous.  » 

G.  D. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  X,  p.  285;  Œuvres  de  Dirichlet,  t.  I,  p.  6a i.  Il  s'agit 
surtout  de  la  proposition  suivante  : 

«  Si  TéquatioD 

5"  -+-  OJ"-*  + . . .  -h  ^5  4-  A  =  o, 

à  coefficients  entiers,  n'a  pas  de  diviseur  rationnel,  et  si  parmi  ses  racines 

a,  p,  ...,  ca 
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le  cahier  de  février  seulement  de  mon  Journal  (*)^  lequel  cahier 
paraîtra  demain  seulemenl.  Peut-être  ai-je  eu  tort,  peut-être  ai-je 
commis  une  indiscrétion;  si  cela  est,  il  faudra  me  le  dire,  afîn  que 
je  ne  recommence  pas.  Et  même  désormais  peut-être  feriez-vous 
bien  de  m'indiquer  ce  qui  peut  se  montrer  ou  se  publier  et  ce  qui 
doit  rester  entre  nous.  Quoi  qu*il  en  soit,  si  j'ai  commis  ici  une 
faute,  pardonnez-la-moi,  je  vous  en  prie,  en  faveur  des  circon- 
stances atténuantes  et  considérez  qu'après  lout  vous  êtes  le  premier 
coupable,  car  si  vous  n'aviez  pas  rendu  votre  lettre  si  intéressante, 
personne  n'en  aurait  demandé  la  publication. 

Cette  publication  a  été  une  seconde  cause  du  retard  pour  la 
réponse  que  je  vous  devais,  voici  comment  : 

M.  Lîbri  ne  s'esl-il  pas  avisé  [Compte  rendu  du  24  février  (^)] 
de  présenter  sans  la  lire  une  Note  renfermant  des  remarques  cri- 
tiques sur  votre  lettre  :  j'ai  dû  attendre  que  la  Note  fût  imprimée 
pour  en  prendre  connaissance  et  y  répondre,  ce  que  j'ai  fait  lundi 
dernier  :  désirant,  d'ailleurs,  vous  donner  des  détails  complets  sur 
cette  affaire,  j'ai  cru  devoir  reculer  encore  de  quelques  jours  le 
plaisir  de  causer  avec  vous. 

Voici  les  points  principaux  de  la  Note  de  M.  Libri  : 

I**  Vous  aviez  avancé  que  deux  conditions  suffisantes  étant 
remplies  (savoir  que  l'équation  5"  +  cw""*  -h .  •  •  -h  ^'^^  -f-  /*  =  o 
ait  au  moins  une  racine  réelle  et  n'ait  pas  de  diviseurs  rationnels), 
l'équation  indéterminée  o(a)  ©(^3)  . .  .  (p(w)  =  i  a  une  infinité 
de  solutions  en  nombres  entiers.  M.  Libri  dit  que  l'on  pourrait 
peut-être  croire  que  vous  regardez  ces  conditions  comme  néces- 
saires. J'ai  répondu  que  je  ne  voyais  pas  pourquoi,  lorsque  vous 
avez  raison  dans  tout  ce  que  vous  dites,   on  irait  supposer  que 

il  7  en  a  au  moins  une  qui  soit  réelle,  je  dis  que  l'équation  indctenuinéc 

F(x,>',  ...,5)  =  «p(a)'f(p)  ...  <p(w)  =1, 
où  Ton  a  posé  pour  abréger 

ç(a)  —  X  -h  ay  -h,,  .-i-  a"-»  -c, 

a  toujours  une  infinité  de  solutions  entières.  » 

(«)T.V,  p.  72. 

(  *)  IVote  de  M.  Libri  sur  un  théorème  de  M.  Dirichlet  (  Comptes  rendus,  t.  X, 
p.  3ii). 

BulL  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Février  1908.)  4 
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vous  avez  des  idées  fausses  sur  les  choses  donl  vous  ne  parlez  pas. 
Dans  une  lettre  de  trois  pages  qui  n'était  pas  même  consacrée 
tout  entière  aux  Mathématiques,  était-il  naturel  (ai-je  ajouté), 
était-il  possible  de  descendre  aux  détails  minutieux  que  demande 
M.  Libri? 

N^ajant  eu  In  Note  à  ma  disposition  qtie  le  diraanclie  matin,  ce 
n'est  que  mardi  (par  conséquent  après  ma  réponse  faite)  que  j'ai 
vu  qu'il  aurait  été  possible  de  rendre  cette  réponse  bien  plus 
piquante.  En  effet,  M.  Libri  avance  et  croit  démontrer  que  l'é- 
quation <p(a)  f  (p)  ...  y  (<*>)  =  i  a  toujours  une  infinité  de  solu- 
tions dès  que  le  dernier  lerme  h  de  Téquation 

5»  -h  oj»-*  -h . . .  -h  ^5  -t-  A  =  o 

«st  égal  à  d:  I,  et  cela  quelle  que  soit  la  nature  des  racines 
a,  |3,  . . . ,  o>  et  malgré  les  diviseurs  rationn<;ls  que  l'équation  en  5 
})Ourrait  avoir.  Or,  ce  théorème  de  M.  Libri  est,  par  exemple, 
inexact  lorsque  l'équation  en  s  se  réduit  à  5^  +  i  =  o,  car  on  en 
conclurait  que  Téquation 

(r  -^y  /—  i)  (a:  — y  y/—  i)  =  x^  -f- J^*  =  i 

a  une  infinité  de  solutions,  ce  qui  est  absurde.  Toutefois,  il  est 
jusie  de  dire  que  dans  le  cas  de  l'équation  5^  -h  25  -h  i  =  o,  dont 
ie  premier  membre  est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels, 
on  arrive  à  l'équation  indéterminée  (j7 — ^)^==  i  q"î  a?  en  effet, 
une  induite  de  solutions.  Mais  en  quoi  cela  contredit-il  ce  que 
vous  avez  avancé?  Quelle  rage  a  M.  Libri  de  présenter  à  propos 
d'une  lettre  très  concise  des  remarques  qui  seraient  encore  ridi- 
cules lors  même  qu'il  s'agirait  d'un  Mémoire  détaillé.  Surtout,  il 
n'aurait  pas  dû  avancer  un  théorème  faux.  N'est-ce  pas  le  cas  de 
dire  qu'en  voulant  mettre  des  points  sur  les  i  de  votre  lettre,  le 
sot  critique  les  a  mis  à  côté? 

Au  reste,  je  présenterai  sans  doute  lundi  prochain  (*)  une 
addition  à  ma  Note,  et  je  relèverai  le  théorème  inexact  de 
M.  Libri. 

a**  11  a  aussi  essayé  de  répondre  à  votre  ancienne  remarque  sur 

(>)  Sur  un  théorème  d'Analyse  indéterminée  ou  additions  aux  observations 
sur  une  Note  de  M.  Libri  insérée  dans  le  dernier  compte  rendu  {Comptes 
rendus,  t.  X,  p.  38i  ). 
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les  formules  de  Gauss  et  la  détermination  du  signe  du  radical 
carré.  Il  déclare  n'avoir  jamais  compris  le  sens  ou  le  but  de  votre 
observation.  Je  crois,  dans  ma  réponse,  l'avoir  bien  fait  com- 
prendre sinon  à  lui,  du  moins  au  public.  Croiriez>vous  que,  dans 
sa  réplique,  il  a  été  jusqu'à  vous  citer  vous-même  comme  une 
autorité  en  sa  faveur  et  qu'il  a  rapporté  (en  l'altérant  passable- 
ment) ce  que  vous  lui  avez  dit  un  jour  à  ce  sujet  en  présence  de 
M.  Cournot.  Voyez  pourtant  à  quel  rôle  stupide  on  s'expose 
quand  on  veut  régner  par  le  charlatanisme. 

Voilà  une  bien  longue  lettre  et  pourtant  une  lettre  bien  vide. 
Excusez-moi  ;  ce  n'est  pas  tout  à  fait  ma  faute.  Il  faut  même  que 
j'ajoute  encore  deux  mots.  A  propos  de  votre  théorème  sur  les 
formes  quadratiques  qui  renferment  une  infînité  de  nombres  pre- 
miers, M.  Libri  croit  qu^il  serait  peut-être  possible  de  le  déduire 
d'un  théorème  connu  par  Euler  dès  l'année  1770  :  il  n'a  pas  même 
dit  quel  est  ce  théorème  d'Euler.  J'ai  beaucoup  ri  de  cette  phrase, 
mais  j'ai  eu  soin  de  déclarer  que  je  n'avais  rien  à  répondre  à  une 
assertion  si  prudente  et  si  vague. 

Vous  trouverez  aussi  dans  son  factum  un  pompeux  éloge  de  ses 
propres  méthodes  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées. 
Ce  sera  à  vous  de  voir  si  vous  daignez  oui  ou  non  répondre  à 
toutes  ces  pauvretés. 

Permellez-moi  de  ne  pas  compter  cette  lettre  comme  une  ré- 
ponse suffisante  à  la  vôlre  et  de  vous  écrire  de  nouveau  d'ici  à 
une  quinzaine  de  jours.  Je  lâcherai  de  trouver  un  sujet  plus  inté- 
ressant que  celui  d'aujourd'hui  (*). 

Vale  et  me  ama. 


DIRICHLET  A  LIOUVILLE. 


Monsieur  et  très  cher  A.mi, 

L'amitié  que  vous  voulez  bien  avoir  pour  moi  et  dont  vous  m'avez 
donné  récemment  de  nouvelles  preuves  qui  m'ont  vivement  pé- 

(♦)  El)  tète  de  sa  letlre,  Liouville  a  bien  écrit  5  février;  d*après  le  contenu,  il 
est  clair  que  la  lettre  a  été  écrite  dans  la  semaine  qui  précédait  le  lundi  9  mars. 
C'est  sans  doute  5  mars  qu'il  faut  lire. 
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iiélré,  me  font  espérer  que  vous  excuserez  mon  long  silence  et  que 
vous  ne  l^allribuerez  qu'à  des  occupations  indispensables  et  qui  ne 
souffraient  aucun  retard.  Sans  ces  occupations,  je  n'aurais  pas 
attendu  jusqu'à  présent  pour  vous  remercier  de  l'accueil  indul- 
gent que  vous  avez  bien  voulu  faire  aux  communications  mathé- 
matiques contenues  dans  ma  dernière  lettre.  En  vous  parlant  de 
ces  premiers  essais  sur  une  matière  encore  neuve,  j'étais  loin  de 
penser  que  vous  les  jugeriez  assez  favorablement  pour  les  croire 
ddgnes  des  honneurs  du  compte  rendu.  Mais  comme  en  définitive 
dans  ce  que  j'ai  avancé,  il  n'y  a  rien  qui  ne  soit  littéralement  exact, 
je  ne  vois  d'autre  mal  à  la  publicité  que  ces  essais  ont  reçue^  que 
l'ennui  que  vous  avez  eu  de  faire  justice  des  soties  attaques  de 
M.  Libri.  Permettez-moi  de  vous  exprimer  toute  ma  reconnais- 
sance pour  le  service  de  véritable  amitié  que  vous  m'avez  rendu 
par  votre  excellente  réponse  et  de  vous  assurer  que  l'obligation 
que  je  vous  en  dois  est  d'autant  plus  grande  que  je  sens  bien  que 
vous  m'avez  beaucoup  mieux  défendu  et  pour  le  fond  et  pour  la 
forme  que  je  n'aurais  pu  le  faire  moi-même. 

En  voyant  le  dédain  avec  lequel  M.  Libri  parle  des  fonctions 
homogènes  que  Lagrange  a  le  premier  considérées  et  qui  ont  le 
malheur  de  n'être  pas  les  plus  générales  de  leur  degré,  je  n'ai  pas 
pu  m'empêcher  de  rire.  Il  faut  avoir  un  esprit  aussi  superficiel  que 
l'est  celui  de  M.  Libri  pour  mesurer  l'importance  d'une  expression 
analytique  sur  le  nombre  plus  ou  moins  grand  des  indéterminées 
qu'elle  renferme.  Pour  juger  ainsi,  il  faudrait  donc  dire  aussi  que 
la  congruence  binôme  x"  —  a^o(modA'),  qui  dès  que  /i  >  2 
n'est  plus  la  plus  générale  de  son  degré,  ne  présente  aucun  intérêt 
et  cependant  il  n'y  [a]  personne  qui  ne  sache^  et  M.  Libri  lui-même 
devrait  le  savoir,  à  combien  de  difGcultés  et  à  combien  de  résul- 
tats intéressants  la  théorie  de  cette  congruence  particulière  (théorie 
qui  ne  s'étend,  même  jusqu'à  présent,  malgré  les  travaux  de  plu- 
sieurs géomètres,  qu'aux  cas  où  /i  =  3  et  /i  =  4)  donne  lieu.  Si 
M.  Libri  s'était  livré  à  une  étude  approfondie  et  laborieuse  du 
sujet,  il  aurait  reconnu  que  les  fonctions  homogènes  décomposées 
en  facteurs  linéaires  (plus  générales  que  celles  de  Lagrange  en  ce 
seul  point  qu'on  ne  suppose  aucun  de  leurs  coefficients  égal  à 
Tunité)  présentent,  malgré  leur  forme  particulière  ou  plutôt  en 
vertu  de  cette  forme,  le  plus  grand  intérêt  et  sont  aussi  étendues 
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que  les  formes  quadratiques  auxquelles  elles  se  réduisent  dans  le 
cas  du  second  degré.  Je  crois  pouvoir  assurer,  d'après  les  recherches 
suivies  que  j'ai  faites  sur  cette  matière  depuis  plus  de  six  mois,  qu'il 
y  a  peu  de  sujets  plus  féconds  et  que  les  propriétés  de  ces  expres- 
sions répandent  une  vive  lumière  non  seulement  sur  la  science  des 
nombres,  mais  encore  sur  le  calcul  intégral  et  particulièrement  sur 
les  transcendantes  abéliennes  avec  lesquelles  le  sujet  a  des  rapports 
très  intimes  et  très  nombreux  et  je  puis  ajouter  que  la  théorie 
de  ces  fonctions  se  lie  aussi  à  une  branche  d'analyse  encore  très 
peu  cultivée  et  qui  se  réduit  presque  dans  son  état  actuel  au  théo- 
rème si  célèbre  de  Lambert  sur  Tirrationnalité  deir  et  de  son  carré. 
Les  résultats  que  j'ai  déjà  obtenus  et  ceux  que  j'entrevois  d'une 
manière  assez  distincte  pour  être  sûr  d'y  parvenir  dans  un  temps 
donné,  sont  déjà  assez  nombreux  pour  fournir  matière  à  un  ou- 
vrage d'une  certaine  étendue  et  j'ai  lieu  d'espérer  qu'à  mesure 
que  j'avancerai  dans  mon  travail,  le  sujet  s'étendra  de  plus  en  plus. 
Lorsque  j'aurai  réuni  un  certain  nombre  de  résultats  sous  une 
forme  que  je  pourrai  croire  définitive,  je  vous  demanderai  la  per- 
mission de  vous  les  communiquer,  et  votre  approbation,  si  je  suis 
assez  heureux  pour  l'obtenir,  sera  pour  moi  un  encouragement  à 
entreprendre  la  rédaction  d'un  Traité  étendu  sur  la  matière. 

Je  viens  de  voir  avec  le  plus  vif  intérêt  l'extension  que  vous  avez 
donnée  à  vos  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  (  *  )  et  que  vous 
êtes  parvenu  à  prouver  que  ces  transcendantes,  considérées  comme 
fonctions  de  leur  module,  ne  sauraient  s'exprimer  sous  forme  finie. 
J'espère  que  votre  travail  ne  tardera  pas  à  paraître  dans  votre 
journal  à  moins  que  vous  ne  l'ayez  destiné  pour  la  collection  de 
l'Académie.  Dans  ce  dernier  cas,  je  vous  prierai  de  m'en  faire  par- 
venir un  exemplaire  particulier  dès  que  l'impression  en  sera 
achevée. 

Quoique  depuis  l'été  dernier,  où  j'ai  vu  M.  Poisson  n'étant 
déjà  plus  que  l'ombre  de  lui-même,  je  fusse  préparé  à  sa  mort,  la 
nouvelle  de  cet  événement  m'a  vivement  affecté.  La  perte  que  la 
Science  a  faite  sera  longtemps  et  vivement  ressentie;  elle  est  mal- 
heureusement déjà  assez  grande  pour  qu'il  ne  soit  pas  nécessaire 

(  *  )  Mémoire  Sur  les  transcendantes  elliptiques  de  première  et  de  seconde 
espèce,  considérées  comme  fonctions  de  leur  module  (  Comptes  rendus,  l.  X, 
p.  a;  Journal  de  LiouvUle^y.  V.  p.  4|i). 
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de  l'exagérer  en  disant  avec  M.  Cousin  que  nous  avons  perdu  le 
premier  de  nos  géomètres.  Pourquoi  faul-il  qu^aux  regrets  univer- 
sels qu'inspire  Je  mort  illustre  se  mêle  le  souvenir  des  nom- 
breuses injustices  dont  s'est  rendu  coupable  l'homme  au  pouvoir? 
Parmi  ces  injustices,  il  n'y  en  a  pas  de  plus  grandes  et  qui  exigent 
une  réparation  plus  prompte  que  celle  qui  a  été  commise  envers 
noire  ingénieux  ami  Slurm  qui  a  été  laissé  dans  une  position  subal- 
terne et  qui  s'est  vu  préférer  des  charlal^ns  adroits  pour  qui  la 
Science  n'est  qu'un  moyen  de  parvenir.  Espérons  que  M.  Poinsot 
s'empressera  de  faire  à  notre  ami  une  position  digne  de  lui  et  qui 
lui  permette  d'ajouter  de  nouvelles  découvertes  à  celles  dont  la 
Science  lui  est  déjà  redevable  :  quoique  j'aie  écrit  à  M.  Sturm,  il 
y  a  près  de  six  mois,  comme  il  est  correspondant  encore  plus  pares- 
seux que  moi-même,  je  n'espère  guère  avoir  de  ses  nouvelles  di- 
rectes; veuillez  donc  me  dire  ce  qui  a  été  fait  ou  ce  qui  sera  fait 
pour  lui. 

Me  permettrez-vous  de  vous  charger  d'une  petite  commission? 
Voici  de  quoi  il  s'agit  :  M.  de  Humboldt  vient  de  publier  dans  le 
Journal  de  Crelle  (*),  ainsi  que  dans  celui  de  Schumacher,  la 
première  lettre  que  Lagrange,  encore  à  Berlin,  a  écrite  à  Laplace, 
et  de  laquelle  résulte  ce  fait  très  curieux  et  entièrement  inconnu 
que  Laplace,  qui  venait  seulement  de  débuter,  a  eu  le  désir  de  s'éta- 
blir à  Berlin  et  a  été  sur  le  point  d'y  être  nommé  comme  Membre 
de  l'Académie.  Il  paraît  que  le  succès  de  la  négociation  a  été 
empêché  par  la  nomination  de  Laplace  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  et  pour  éclaircir  entièiement  ce  point  historique  qui  a 
beaucoup  d'intérêt  pour  M.  de  Humboldt,  il  désirerait  connaître 
l'époque  précise  de  cette  nomination.  Si  vous  pouviez  me  fournir 
ce  renseignement  qui  doit  résulter  de  l'inspection  des  plumitifs  (^) 
pour  I  rfjZ  et  1 774?  vous  rendriez  un  véritable  service  à  M.  de  Hum- 
boldt qui  paraît  y  attacher  le  plus  grand  prix. 

Adieu,  cher  ami,  et  ne  manquez  pas  de  me  donner  promptement 
de  vos  nouvelles.  Je  sais  bien  que  mon  long  silence  ne  me  donne 


(')  £"1/1  frûherer  Brief  Lagrange  s  an  Laplace  {Journal  de  Crelle,  t.  20, 
p.  3o9). 

(^)  Peut-élre  n'esl-il  pas  inutile  de  dire  que  Dirichiet  emploie  ce  mot  dans  son 
vrai  sens  :  «  Papier  original  sur  lequel  on  écrit  les  sommaires  des  jugements  d'un 
tribunal,  les  délibérations  d'une  compagnie  »  (LiTTRii). 
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pas  le  droit  de  compter  sur  une  réponse  prompte;  mais  je  vous 
promets  d'être  plus  exact  à  Fa  venir. 

Présentez,  s^il  vous  plaît,  mes  respects  à  M'"*^  Liouville,  et  rap- 
pelez-nu>i  au  souvenir  de  nos  amis. 

Tout  à  vous 

LEJEUNE-DIRÏGHLET. 

Berlin,  le  6  mai  1840. 

Si  vous  voyez  M.  Riess,  qui  est  enchanté  de  Texcellent  accueil 
que  vous  lui  avez  fait,  dites-lui  bien  des  choses  de  ma  part. 

M.  Gauss  (*),  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  problèmes  généraux 
relatifs  à  l'attraction,  vient  de  lire  un  Mémoire  étendu  sur  cette 
matière  à  la  Société  de  Gottingen.  Il  en  a  donné  un  extrait  de 
trois  pages  dans  les  Gôttinger  Gelehrle  Anzeigen{^)^  mars  1840, 
que  vous  jugerez  peut-être  convenable  d'insérer  dans  votre  journal. 
Si  la  feuille  littéraire  citée  ne  se  trouve  pas  à  Paris,  faites-le-moi 
savoir,  je  vous  ferai  alors  parvenir  la  traduction  de  l'article  en 
question.  J'appelle  également  votre  attention  sur  les  Œuvres  corn- 
pièces  d'Abet,  qui  viennent  de  paraître  et  dans  lesquelles  se 
trouvent  plusieurs  morceaux  inédits. 


LIOUVILLE  A  DIRICilLET, 

Mon  cher  Mojvsieur  Dirichlet, 

Je  dois  d'abord  vous  remercier  de  votre  bonne  lettre.  Vous 
comprenez  sans  peine  quel  vif  plaisir  j'ai  eu  en  la  lisant.  Je  ne 
regrette  plus  l'indiscrétion  que  j'ai  commise  en  publiant  sans  auto- 
risation votre  Note  dans  le  Compte  rendu;  je  m'en  félicite,  au 
contraire,  puisqu'elle  m'a  valu  un  Isénaoignage  d'amitié  si  flatteur 
pour  moi.  Il  y  a  là,  sans  doute,  de  quoi  compenser  cent  fois  pour 
une  l'ennui  que  j'éprouve  à  m'occuper  de  M.  Libri,  c'est-à-dire 

(*)  Ce  dernier  paragraphe  est  écrit  dans  la  marge  de  la  première  pige. 

(')  GaU88,  Werke,  t.  V,  p.  Soo; c'est  un  court  résumé  des  céléhres  Allf^emeine 
Lehrsàlze,  etc.  (t.  V^  p.  197),  dont  Liouville  a  public  une  traduction  dans  son 
Journal,  t.  VIl^  p.  273. 
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d^un  homme  qui,  dans  rAcadémie  du  moins,  commence  à  être 
méprisé  presque  autant  qu^ll  le  mérite. 

Vous  avez  bien  raison  de  dire  qu^il  ne  faut  pas  mesurer  Fimpor- 
tance  d^une  expression  analytique  sur  le  nombre  plus  ou  moins 
grand  des  arbitraires  qu^elle  renferme.  C'est  presque  toujours  en 
limitant  le  nombre  et  Tétendue  de  ces  arbitraires  que  l'on  parvient 
à  découvrir  des  propriétés  saillantes  et  à  saisir  la  clef  des  théories. 
Le  cercle  n'est  pas,  assurément,  la  courbe  la  plus  géniérale  de  son 
espèce.  S'avisera-t-on  de  blâmer  les  géomètres  qui  ont  consacré 
leurs  veilles  à  l'étude  des  propriétés  si  fécondes  et  si  nombreuses 
du  cercle? 

Continuez  donc  vos  recherches  et  laissez  votre  critique  intégrer 
toutes  les  équations  linéaires  aux  différences  finies,  et  toutes  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  :  laissez-le  renfermer 
dans  une  seule  formule  toute  la  théorie  drs  nombres,  ou  bien 
résoudre  le  fameux  problème  des  échecs  :  Deux  personnes  jouant 
le  mieux  possible^  trouver  en  série  convergente  après  combien 
de  coups  Vune  déciles  sera  nécessairement  échec  et  mat.  Ces 
théories  générales  sont  bien  belles,  mais  comment  se  fait-il  qu'elles 
ne  puissent  servir  dans  aucun  c^s  particulier  ? 

J'ai  étudié  depuis  un  an,  avec  beaucoup  de  soin,  ce  que  vous 
avez  écrit  sur  la  théorie  des  nombres,  et  j'ai  parcouru  les  Auteurs 
qui  vous  ont  précédé.  Il  est  sûr  à  mes  yeux  que  vous  êtes  dans  la 
bonne  voie  et  que  vos  derniers  Mémoires  renferment  des  théories 
absolument  neuves  dont  rien  jusqu'ici  ne  pouvait  donner  l'idée. 
J'ai  profité  du  Cours  dont  je  suis  chargé  au  Collège  de  France 
pour  développer  au  public  quel<|ues-unes  de  vos  méthodes  ;  mal- 
heureusement, le  Cours  est  spécialement  consacré  à  la  Physique 
mathématique,  en  sorte  que  je  n'ai  pu  donner  à  celte  espèce  d'ex- 
cursion dans  le  domaine  de  l'analyse  pure  le  temps  que  j'aurais 
désiré.  Je  me  suis  borné  à  exposer  votre  démonstration  des  séries 
périodiques,  celle  des  séries  de  M.  Gauss,  le  théorème  sur  la  pro- 
gression arithmétique  dans  le  cas  seulement  où  la  raison  est  un 
nombre  premier,  enfin  les  propositions  relatives  aux  signes  des 
quantités  (*)  S6  —  S^r,  A  —  B,  etc.   C'est  une   bien  petite  partie 

(*)  Ces  nolations  sont  celles  de  Dirichlel  dans  son  Mémoire  Sur  l'usage  des 
séries  infinies  dans  la  théorie  des  nombres  {Journal  de  Crelle,  t.  18,  p.  239; 
ŒuvrcSf  l.  I,  p.  3f)o);  a  cl  b  dLsij;nenl  rcspcclivenicnl  les  résidus  cl  nou-résidus 
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de  vas  belles  recherches,  maïs  vous  compreodrez  qiie  je  ne  pouvais 
faire  davantage,  ayant  devant  moi  des  auditeurs  étrangers  aux 
premiers  principes  de  la  théorie  des  nombres  et  pour  lesquels  il 
fallait  reprendre  chaque  question  ab  ovo. 

En  préparant  ces  leçons,  j'ai  naturellement  essayé  d'ajouter 
quelques  gouttes  d'eau  à  votre  rivière.  Ainsi,  j'ai  reconnu  que  la 
relation  entre  S6  —  Sa  et  A  —  B  que  l'on  obtient  en  éliminant  le 
déterminant  (*)  h  entre  les  deux  formules  que  vous  avez  données 
peut  (ainsi  que  beaucoup  d'autres  relations  du  même  genre)  être 
obtenue  directement  par  les  principes  les  plus  élémentaires;  ces 
relations  ne  dépendent  nullement  des  séries  de  M.  Gauss.  Mais 
vous  pensez  bien  qu'une  telle  remarque  (qui  n'a  pas  pu, 
d'ailleurs,  vous  échapper)  n'a  jamais  eu  à  mes  jeux  grande 
importance.  J'en  attachais  moins  encore  à  quelques  exemples 
de  détermination  de  signe  différents  des  exemples  26  —  2a, 
2a*  —  26*,  etc.,  que  vous  avez  présentés.  Une  telle  générali- 
sation s'offrait  d'elle-même  et  vous  appartenait  d'avance  :  il 
aurait  fallu  être  stupide  pour  ne  pas  l'apercevoir  à  la  première 
lecture  des  quelques  lignes  consacrées  par  vous  à  ce  sujet.  Jugez 
donc  de  mon  étonnement  de  me  voir  cité  par  M.  Cauchy  dans  les 
deux  Notes  (*)  qu'il  s'est  avisé  de  publier  à  voire  suite,  surtout 
dans  celle  du  1 1  mai.  Je  ne  vois  guère  dans  ces  Notes  qu'une  am- 
plification de  bon  écolier,  rédigée  sur  le  texte  du  maître  : 

Je  n'ai  pas  pu  travailler  beaucoup  cette  année  :  outre  le  Mémoire 
sur  les  fonctions  elliptiques,  j'ai  composé  une  Note  sur  l'équation 
de  Riccati  (')  dont  je  trouve  directement  les  cas  d'intégrabilité  et 

quadratiques  d*un  nombre  premier,  moindres  que  ce  nombre;  A  et  B  désignent 
respectivement  combien  il  y  a  de  résidus  et  de  non-résidus  quadratiques,  moindres 
que  la  moitié  du  nombre  premier. 

(^)  Dans  le  Mémoire  de  Dirichlet,  h  représente  non  le  déterminant  d'une  forme 
quadratique,  mais  le  nombre  de  formes  quadratiques  distinctes  (non  proprement 
équivalentes)  d'un  déterminant  donné.  Au  reste,  Liouville  avait  primitivement 
écrit  :  «  en  éliminant  le  radical  des  deux  formules  que  vous  avez  ». 

(')  Théorèmes  divers  sur  les  résidus  et  les  non- résidus  quadratiques 
{Comptes  rendus,  t.  X,  i6  mars  iSjo,  p.  /Î37  ;  Œuvres,  !'•  série,  t.  \\  p.  i35). 
—  Sur  quelques  séries  dignes  de  remarques,  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
des  nombres  {Comptes  rendus,  t.  X,  n  mai  i84o,  p.  719;  Œuvres,  i"  série, 
t.  V,  p.  199). 

(*)  Remarques  nouvelles  sur  r équation  de  liiccati  {Comptes  rendus,  l.  XI, 
P-  7'9)- 
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de  uon-inlégrabilité  :  je  lâcherai  de  vous  donner  une  idée  de  cela 
dans  une  lettre  que  je  remellrai  à  M.  Riess.  J'ai  une  réponse  (un 
peu  longue)  à  votre  objection  sur  les  séries  dont  les  termes  dépen- 
dent des  fonctions  V;  et  de  plus  une  nouvelle  méthode  pour 
sommer  ces  séries  :  je  suis  très  content  de  cette  méthode  dont  je 
vous  avais  déjà  indiqué  le  principe  lors  de  votre  séjour  à  Paris  ; 
elle  est  très  simple  et  très  élégante  (^)  :  j'attends  les  vacances 
pour  polir  tout  cela.  Au  milieu  des  ennuyeuses  occupations  qui 
m*accablent,  le  temps  me  manque  pour  des  recherches  suivies. 

Adieu,  tout  à  vous. 

P.  S,  Condorcet  ajant  été  adjoint  à  M.  de  Fouchy,  secré- 
taire, la  place  d'associé  mécanicien  qu'il  occupait  a  été  donnée 
à  M.  Desmarest,  adjoint  mécanicien,  et  celle  d'adjoint  à  M.  Dela- 
place.  Voici  les  dates.  Samedi  20  mars  1773  :  L'Académie  ayant 
procédé  suivant  la  forme  ordinaire  à  Télection  de  deux  sujets 
pour  remplir  la  place  d'associé  mécanicien  de  M.  de  Condorcet, 
les  premières  voix  ont  été  pour  M.  Desmarest  et  les  secondes  pour 
M.  Delaplace.  Mercredi  24  mars  1773  :  On  donna  avis  que  le  Roi 
a  nommé  M.  Desmarest  pour  remplir  la  place  d'associé  mécanicien 
vacante  par  l'adjonction  de  M.  de  Condorcet  au  secrétariat.  Sa 
Majesté  désire  aussi  que  l'Académie  procède  à  l'élection  pour  la 
place  d'adjoint  vacante  par  la  promotion  de  M.  Desmarest.  Mer- 
credi 3i  mars  :  L'Académie  ayant  procédé  suivant  la  forme  ordi- 
naire à  l'élection  de  deux  candidats  pour  remplir  la  place  d'adjoint 
mécanicien  vacante  par  la  promotion  de  M.  Desmarest,  MM.  les 
Pensionnaires  et  Associés  mécaniciens  ont  proposé  MM.  Delaplace, 
Marguerit,  Monge,  Legendre  et  Mauduit.  Après  quoi,  l'Académie 
ayant  été  au  scrutin,  les  premières  voix  ont  été  pour  M.  Delaplace 
et  les  secondes  pour  M.  Marguerit.  Samedi  24  avril  1773  :  Le  Roi 
a  nommé  M.  Delaplace  pour  remplir  à  l'Académie  des  Sciences  la 
place  d'adjoint  mécanicien  vacante  par  la  promotion  de  M.  Desma- 
rest à  celle  d'associé. 


(')    Sur  les  conditions  de   convergence   d'une   certaine   classe   de   séries 
{Comptes  rendus,  t.  XI,  p.  6i5). 
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Paris,  7  juillet  i84o. 
Moi«    CHER    MoifSIEUR    DlftlGHLET, 

M.  Cauchj  vient  de  nous  communiquer  un  théorème  à  la  fois  si 
général  el  si  simple,  que  je  crois  vous  rendre  un  vrai  service  en 
vous  donnant  l'énoncé  huit  jours  avant  le  compte-rendu  (^).  Ce 
théorème  est  relatif  à  Tintégration  des  équations  différentielles  ou 
à  différences  partielles  linéaires,  à  coefficients  constants  ou  va- 
riables. M.  Cauchy  prouve  que,  si  l'on  sait  intégrer  ces  équations 
lorsqu'elles  n'ont  aucun  terme  indépendant  des  variables  princi- 
pales, on  en  conclura  de  suite  les  intégrales  relatives  au  cas  où 
Ton  ajouterait  à  leurs  seconds  membres  des  fonctions  connues  quel- 
conques. 

Par  exemple,  pour  intégrer 

on  cherchera  une  fonction  if  ou  ^(j:,y,  ^,9)  qui  pour  /  =  8  se  ré- 
duise à  xa{Xyy^  8)  et  satisfasse  en  outre  à  Téquation  (i)  privée  de 
second  membre.  Cela  posé,  la  valeur  complète  de  tp  sera 


^8. 


u  désignant  Tintégrale  de  Péquation  (i)  privée  de  second  membre. 
Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  vérifier  que  l'équation  (i)  est 

satisfaite  pour  ç=  /    ^rf9.  Or 


on  a 


J=4/(;r,7,^0-H 


f>- 


et,  par  suite, 


(*)  Comptes  rendus,   t.  X,   p.  907,  et   t.   XI,  p.   1.  •*-  Œuvres  de  Cauchy , 
!*•  série,  t.  V,  p.  236  cl  .i49' 
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puisque  l'équation  <j^(ar,  J',  8,  6)  =  ©(^r,^,  6),  où  6  est  îndéler- 
miné,  entraîne  celle-ci  ij{x^y^  t,  t)  =  m[x^y^  t). 
Dès  lors  la  quantité 

est  égale  à 

c'est-à-dire  m{x^  y^  t)^  puisque  la  fonction 

Il  jr  a  des  règles  tout  aussi  simples  et  que  vous  trouverez  de  suite 
soit  pour  une  équation  contenant  des  dérivées  d'ordre  supérieur 
par  rapport  à  t^  soit  pour  un  système  quelconque  d'équations  li- 
néaires d'ordre  quelconque.  Au  surplus  tous  les  cas  peuvent  se 
ramener  (en  augmentant,  s'il  le  faut,  le  nombre  des  variables  prin- 
cipales) à  celui  où  il  n'existe  que  des  dérivées  du  premier  ordre 
par  rapport  à  /  et  où,  de  plus,  chaque  équation  ne  contient  qu'une 
seule  dérivée  relative  à  cette  variable  t. 

Adieu,  mon  cher  ami,  tout  à  vous, 

J.  LIOUVILLE. 

P.  S.  La  place  de  professeur  de  Mécanique  rationnelle  est  va- 
cante à  la  Sorbonne.  Croiriez-vous  que  les  chances  se  balancent 
entre  Stiirm  et  Libri  (*).  Pauvres  mathématiques!  Je  n'ai  pas 
besoin  de  vous  dire  que  M.  Lacroisc  est  tout  entier  pour  Libri. 
Faut-il  qu'après  tant  de  services  honorables,  un  homme  digne  de 
tous  nos  respects  termine  sa  carrière  en  devenant  l'esclave  et  le 
jouet  d'un  vil  intrigant? 


(*)  Sturm  fut  nommé,  par  arrôlé  minisléricl  du  21  novembre  iSJo,  professeur 
de  Mécanique,  en  remplacement  de  M.  Poisson  :  il  avait  été  présenté  à  la  fois  par 
la  Faculté  des  Sciences  el  par  le  Conseil  académique:  celte  double  présentation 
est  visée  dans  la  notification  de  Tarrété  au  doyen  de  la  Faculté,  arrêté  dont 
M.  Guillet,  secrétaire  de  la  Faculté,  a  bien  voulu  me  donner  communication. 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  61 


DIRICHLET  A  LIOUVILLE. 


J'espère,  mon  cher  Monsieur  Lionville,  que  vous  ne  m'en  vou- 
drez pas  de  mon  long  silence  lorsque  vous  saurez  quel  temps  pé- 
nible j'ai  traversé  depuis  que  j'ai  reçu  votre  dernière  lettre,  lettre 
si  intéressante  et  dont  à  mon  regret  je  n'ai  pas  encore  pu  vous 
remercier.  Ma  femme  a  tant  souffert  pendant  sa  grossesse  que  son 
état  me  donnait  les  plus  vives  préoccupations  et  ce  n'est  que  depuis 
ses  couches  que  j'ai  recommencé  à  respirer.  Si  sa  santé  est  main- 
tenant loin  d'être  satisfaisante,  elle  n'a  du  moins  heureusement 
rien  qui  puisse  m'inquiéter. 

Ajant  l'esprit  si  peu  libre,  je  n'ai  pas  pu  me  livrer  avec  suite 
aux  recherches  dont  je  vous  ai  entretenu  dans  mes  précédentes 
lettres.  Tout  ce  que  j'ai  pu  faire,  c'a  été  de  considérer  par  inter- 
valles quelques  points  isolés  du  sujet  de  travail  que  je  me  suis 
choisi,  de  sorte  que  sous  le  rapport  de  la  rédaction  de  l'ensemble 
je  ne  suis  guère  plus  avancé  qu'il  j  a  5  ou  6  mois. 

C'est  avec  le  plus  vif  intérêt  que  j'ai  appris  par  le  compte  rendu  (') 
que  notre  ami  Sturm  est  enfin  dans  une  position  digne  de  lui.  Main- 
tenant qu'il  se  trouve  débarrassé  de  l'ennuyeuse  obligation  de  rabâ- 
cher les  éléments  aux  élèves  de  Roilin,  nous  pouvons  espérer  de 
voir  prendre  son  génie  un  nouvel  essor  et  nous  ne  tarderons  sans 
doute  pas  à  apprendre  quelque  chose. 

Que  fait  donc  M.  Steiner  à  Paris?  Se  borne-t-il  à  savourer  les 
délices  de  votre  capitale?  Tâchez  donc  de  le  pousser  un  peu  au 
travail.  11  avait  de  si  beaux  projets  en  partant  d'ici  que  s'il  revenait 
sans  avoir  rien  produit  de  ses  trésors,  on  ne  pourrait  manquer  de 
vous  accuser,  vous  et  vos  amis,  de  l'avoir  entièrement  absorbé  par 
les  charmes  de  votre  commerce.  J'appelle  particulièrement  votre 

(*)  II  ne  s'agit  pas  ici  de  la  nominatioa  de  Slurm  comme  professeur  à  la  Sor- 
bonoe,  dont  les  Comptes  rendus  n'avaient  pas  à  parler,  mais  de  sa  présentation 
au  Ministre  de  la  Guerre  comme  «  candidat  de  l'Académie  »  pour  la  place  de  pro- 
fesseur d'Analyse  et  de  Mécanique  à  l'École  Polytechnique,  vacante  par  suite  de 
la  nomination  de  Duhamel  comme  «  examinateur  permanent  ».  Sturm  fut  pré- 
senté par  36  voix,  contre.  3  données  à  Auguste  Comte  {Comptes  rendus,  t.  XI, 
p.  606,  séance  du  12  octobre  1840)  et  nommé  le  19  octobre.  Il  était  d'ailleurs 
répétiteur  à  l'École  Polytechnique  depuis  le  a8  novembre  i838.  Je  dois  ces  der- 
niers renseignements  à  M.  Mercadier. 
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attenlion  sur  un  manuscrit  qu'il  a  avec  lui  et  qui  a  pour  objet  de 
donner  une  vue  résumée  de  ses  principales  recherches.  Je  suis  sûr 
qae  ce  travail,  si  M.  Steiner  veut  se  résigner  à  ne  pas  dire  tout  ce 
qu'il  sait  sur  ce  sojet,  chose  presque  inévitable  pour  un  auteur  si 
fécond,  ne  demanderait  pas  beaacoap  de  temps  pour  être  en  état 
d'être  imprimé  (*)  et  aurait  le  pins  éclatant  succès.  Quoique  je 
ne  sois  qu'un  simple  amateur  en  fait  de  Géométrie^  j'en  sais  pour- 
tant assez  pour  être  assuré  que  les  juges  eooipétenls  ne  pourront 
accueillir  qu'avec  le  plus  vif  intérêt  un  travail  qm  fait  dériver 
d'une  source  commune  des  théories  que  rien  ne  paniissait  lier 
jusqu'à  présent. 

Ce  n'est  pas  le  tout  de  prêcher  les  bous  préceptes,  il  faut  aussi 
s'y  conformer  soi-même.  Faisant  un  retour  sur  moi-même,  je  vais 
me  mettre  en  train  dès  demain  de  rédiger  mes  premières  re- 
cherches (^). 

Adieu  mon  cher  Monsieur  Liouville,  présentez,  s'il  vous  plaît 
mes  devoirs  à  Madame  Liouville  et  rappelez-moi  au  souvenir  de 
nos  amis  communs. 

Tout  à  vous 

LEJEUNE-DIRICHLET. 
Berlin,  le  3  février  i84r. 

Quoique  M.  Steiner  m'ait  donné  son  adresse,  comme  je  ne  suis 
pas  sûr  qu'elle  soit  encore  la  même,  je  prends  la  liberté  de  vous 
prier  de  lui  faire  parvenir  la  lettre  ci-jointe. 

{A  suivre.) 

(*)  Il  s'agit  sans  doule  du  Mémoire  Sur  le  maximum  et  le  minimum  des 
figurer  dans  le  plan^  sur  la  sphère  et  dans  l'espace  en  général,  dont  un  extrait 
figure  dans  le  Compte  rendu  du  i5  mars  iS^i  (XII,  p.  479)  et  sur  lequel  Liou- 
ville a  fait  un  rapport  élogieux  (XII,  p.  98 1).  Liouville  a  imprimé  la  première 
Partie  de  ce  Mémoire,  traduite  par  Weriheirti,  dans  le  Tome  VI  de  son  Journal, 
p.  io5.  Elle  est  reproduite  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  24,  p.  98;  la  seconde 
Partie,  traduite  en  français  par  Foelsing,  a  été  publiée  dans  le  même  Tome,  p.  189. 
Le  texte  allemand  se  trouve  dans  les  Œuvres  de  Steiner,  t.  II,  p.  179. 

(')  Les  œuvres  de  Lejeune-Dirichlet  contiennent  un  seul  Mémoire  (en  deux 
Parties)  daté  de  1841  :  Untersuchungen  iiber  die  Théorie  der  complexen 
Zahlen  (t.  I,  p.  5o3).  Il  a  été  lu  à  TAcadémie  de  Berlin  le  27  mai.  —  Les  Re- 
cherches sur  les  formes  quadratiques  à  coefficients  et  à  indéterminées  com- 
plexes (t.  I,  p.  533),  qui  ont  paru  dans  le  quatrième  Gabier  du  Tome  24  (1842) 
du  Journal  de  Crelle,  ne  sont  pas  datées. 
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PICARD(Émile),Membrederinstitut,Profe88eurà  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 

Tome  1  :  Intégrales  simples  et  multiples.  —  L'équation  de  Laplave 
et  ses  applications.  —  Développement  en  séries.  —  Applications géomé' 
triques  du  Calcul  infinitésimal,  2*  édition,  revue  et  corrigée.  Avec  fi- 
gures ;  1901 16  fr. 

Tome  II  :  Fonctions  harmoniques  et  fonctions  analytiques. —  Intro^ 
duction  à  la  théorie  des  équations  différentielles.  —  Intégrales  ahéliennei 
et  surfaces  de  Riemann.  2* édition  revue  et  corrigée,  avec  figures;  igoS. 

18  fr. 
^  Tome  111  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles. 
Étude  du  cas  ou  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  Equations  linéaires;  analogies  entre  les  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  1^  édition.  Avec  figures. 

{Sous  presse.) 
Tome  IV  :  Equations  aux  dérii'ées  partielles . .  .     (  En  préparation.) 
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LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  GRAND8-AU6U8TINS,   55,  A  PARIS  (6*). 


^ 


CAUGHT(A.).  —  Œuvres  complètes  d'Augnstin  Gauchy,  publiées  sous 
la  direction  scienlifique  de  rÂcADÉiiiB  dbs  Sciences  et  sous  les  auspices 
du  Ministre  de  l'Instruction  publique,  avec  le  concours  de  MM.  /. 
Collet  et  Em.Borel,  Docteurs  es  Sciences.  47  vol.  in-4  (28-23). 

I*^*  Série  :  Mémoires,  Notes  et  Articles  extraits  des  Ubgubils  db 
l'âgadkuie  des  Sciences.  12  vol.  in-4. 

'Tome  I,  1S82  {Théorie  de  la  propagation  deê  onde»  à  la  surface  d*un  fluide 
pesant  d*une  profondeur  indéfinie.  —  Mémoire  sur  les  intégrales  définies),  — 
Tomes  *II  et  III,  Mémoires  extraits  des  Mémoires  de l* Académie  des  Sciences . 
—  *Tome8  ly  à  XII,  1884  à  1908  {Extraits  des  Comptes  rendus  de  rjca" 
demie  des  Sciences). 

La  *  Table  générale  de  la  1"  Série  m  vend  séparément a  fr.  5o  c. 

IV  Série  :  Mémoires  extraits  de  divers  Recueils,  Ouvrages  clas- 
siques,   MÉMOIRES    publiés    EN    CORPS    O'OUVRAGE,    MÉMOIRES    PUBLIÉS 

SÉPARÉMENT.  i5  vol.  in-4. 

*Tome  I.  Mémoires  extraits  du  Journal  de  l* École  Polytechnique.  —  Tome  IL 
Mémoires  extraits  de  divers  Recueils  :  Journal  de  Liouville,  Bulletin  de  Férus^ 
sac.  Bulletin  de  la  Société  philomathique^  Annales  de  Gergonne^  Correspond 
dance  de  l'École  Polytechnique.  —  *Tome  111,  1897  :  Cours  d'Analyse  de 
l* Ecole  royale  Polytechnique.  —  *Tome  IV,  Résumé  des  Leçons  données  à 
VEeolè  Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal.  Leçons  sur  le  Calcul  diffé- 
rentiel. —  "^Tome  V,  Leçons  sur  les  applications  du  ^Calcul  infinitésimal  a  la 
Géométrie.^  'Tome  VI,  1887.  Tome  VII,  1889.  "Tome  VIII,  1890.  Tome  IX, 
1891.  {Anciens  Exercices  de  Mathématiques^  i",  a*,  3%  4%  5*  années.  )  — 
*Tome  X,  1896.  Résumés  analytiques  de  Turin  Nouveaux  Exercices  de  Prague 
{Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière).  —  Tomes  XI  à  XIV.  Nouveaux 
exercices  d* Analyse  et  de  Physique,  —  Tome  XV.  Mémoires  séparés.  Tables 
générales. 

Prix  de  chaque  volume a5  fr. 

SOUSCRIPTION. 
r*  Séria.  —Tome  III.  Mémoire»  extraits  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences. 

a5  fr. 
Ce   volume,    qui    paraîtra   en    1908,    est  mis  en    souscription.    Le 

f)rix  en  est  réduit,  pour  les  souscripteurs  qui  feront  leur  versement  à 
'avance,  à ao  fr . 

Les  volumes  parus  sont  indiqués  par  un  astérisque. 

FERMAT.  —  Œuvres  de  Fermât,  publiées  par  les  soins  de  Paul 
Tannery  et  Charles  Henry  ^  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruc- 
tion publique.  3  volumes  in-4  (28-23). 

Tome  I  ;  OEuvres  mathématiques  diverses .  —  Observations  sur  Dio^ 
phante.  Avec  3  planches  en  photoglyptographie  (portrait  de  Fermât,  fac- 
similé  du  titre  (le  l'édition  de  1679,  et  fac-similé  d'une  page  de  son  écri- 
ture); 1891 22  fr. 

Tome  II  ;  Correspondance  de  Fermât;  1894 22  fr. 

Tome  111  :  Traductions  par  Paul  Tannery  des  écrits  latins  de  Fer- 
mat,  de  /'«  Inventum  novum  »  de  Jacques  de  Billyet  du  «  Commercium 
Epistolicum  »  de  fP^allis;  1896 28  fr. 
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ROUSE  BALL  (W.).  —  Rëcrkations  mathématiques  et  problèmes  des 
TEMPS  ANCIENS  ET  MODERNES.  Deuxième  édition  française,  traduite  d'après 
la  quatrième  édition  anglaise  et  enrichie  de  nombreuses  additions  par 
y.  Fitz-Patrick,  Première  Partie  :  Arithmétique,  Algèbre  et  Théorie 
DES  NOMBRES.  I  volume  in-8  de  355  pages.  Paris,  Hcrmann,  1907. 

Il  ne  faut  pas  mépriser  les  récréations  mathématiques;  la  pas- 
sion qu'il  éprouve  pour  sa  science  de  prédilection  peut  devenir, 
chez  un  mathématicien,  assez  absorbante  pour  qu'il  ne  sache  plus 
trouver  de  délassement  que  dans  cette  science  même,  et,  d'un 
autre  côté,  le  goût  pour  cette  science  peut  être  éveillé  chez  les 
commençants  par  les  énigmes  attrayantes  auxquelles  elle  permet 
de  répondre,  par  la  satisfaction  qu'ils  éprouvent  à  connaître  ou  à 
trouver  eux-mêmes  la  réponse  de  ces  énigmes.  On  éprouve  du 
plaisir  à  s'étonner  ou  à  étonner  les  autres,  et  Aristote  a  dit  que 
Télonnement  est  le  commencement  de  la  Science.  Puis,  l'amuse- 
ment, le  jeu  ne  sont  pas  étrangers  au  goût  du  beau,  au  moins  du 
joli;  il  y  a  un  peu  de  beauté  dans  la  joliesse;  on  commence  par 
sentir  celle-ci,  on  se  passionnera  plus  tard  pour  celle-là.  Enfin,  il 
'  y  a  un  intérêt  historique  à  savoir  ce  qui  a  amusé  nos  ancêtres;  la 
naïveté  de  certaines  questions,  l'ingéniosité  de  quelques  autres,  la 
forme  singulière  qu'ils  leur  donnaient  parfois  ne  sont  pas  pour 
nous  déplaire,  et  il  serait  fâcheux  que  tout  cela  se  perdît. 

On  saura  donc  gré  à   M.   Rouse  Bail  d'avoir  réuni  toutes  ces 
Récréations,  à  M.  Fitz-Palrick  de  les  avoir  traduites  en  français 
.  et  d'eu  avoir  ajouté  bon  nombre  qui  ne  figuraient  pas  dans  l'édi- 

'  lion  anglaise,  à  M.  Hermann  de  les  avoir  publiées  et  d'avoir  ap- 

porté sa  contribution  en  étudiant  la  «  comptabilité  d'une  personne 
qui  dépense  plus  que  son  revenu  ».  Que  ce  litre  n'efl'raye  pas  le 
^        lecteur.  Les  conclusions  de  M.  Hermann  sont  fort  morales  et  ne 
%       ressemblent  nullement  à  celles  de  ce  Panurge  qui,  après  avoir  . 
A      mangé  son  blé  en  herbe  et  brûlé  son  bois  pour  la  vente  des  cendres, 
Y^  ^«i//.  des  Sciences  malhém.j  2*  série,  t.  WXII.  (Mars  1908.)  5 
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louait  les  delleurs  et  emprunteurs  dans  le  plus  magnifique  des 
langages. 

La  Note  de  M.  Hermann  termine  sérieusement  le  Livre.  M.  Filz- 
Patrick  a  mis  en  tête  une  histoire  amusante  des  premiers  nombres, 
où  abondent  les  anecdotes,  les  légendes,  les  curiosités  de  toute 
sorte;  il  s'est  arrêté  au  nombre  i4*  Bien  plus  forts  étaient  les 
buveurs  de  je  ne  sais  quel  pays  qui  prenaient  le  second  verre 
parce  qu'on  ne  va  pas  sur  une  jambe,  le  troisième  en  IMionneur  de 
la  Trinité,  le  quatrième  en  l'honneur  des  Evangélistes,  etc.,  et  qui 
allaient  ainsi  jusqu'aux  Onze  mille  vierges. 

Entre  ces  deux  additions  au  Livre  de  M.  Rouse  Bail,  on  trouvera 
d'abord  deux  Chapitres  où  sont  recueillies  un  très  grand  nombre 
d'énigmes  ou  de  questions,  souvent  très  élémentaires,  tirées,  pour 
la  plupart,  des  Problèmes  plaisants  et  délectables  de  Bachet 
de  Méziriac  ou  des  Récréations  mathématiques  et  physiques 
d'Ozanam,  et  sur  lesquelles  l'auteur  donne,  à  l'occasion,  d'inté- 
ressants renseignements  historiques.  A  ce  vieux  fonds,  qui  n'est 
nullement  à  dédaigner,  M.  Kouse  Bail  et  M.  Fitz-Patrick  ont  d'ail- 
leurs beaucoup  ajouté.  Le  second  Chapitre  se  termine  par  quelques 
considérations  d'un  ordre  plus  relevé  :  théorème  de  Fermât; 
nombres  parfaits,  amiables^  etc.  Enfin,  M.  Rouse  Bail  a  consacré 
tout  uu  Chapitre,  qui,  à  la  vérité,  est  court,  aux  nombres  de  Mer- 
senne,  c'est-à-dire  aux  nombres  premiers  de  la  forme  %P —  i. 

J.  T. 


LECORNU  (L.)  —  Dynamique  appliquée.  {Encyclopédie  scientifique  : 
Bibliothèque  de  Mécanique  appliquée.)  i  volume  in-i8  de  55o  pages. 
Paris,  Doin,  1908. 

Dans  l'Introduction  générale  écrite  pour  la  Bibliothèque  qu'il 
dirige  et  à  laquelle  appartient  ce  Volume,  voici  ce  que  dit 
M.  d'Ocagne  : 

«  On  oppose  assez  volontiers,  dans  le  domaine  de  la  Mécanique 
appliquée,  Thomme  de  la  théorie  à  l'homme  de  la  pratique.  Le 
premier,  enclin  aux  spéculations  abstraites,  est  tenu  pour  préférer 
aux  problèmes  qu'offre  la  réalité  ceux  qui  se  prêtent  plus  aisément 
aux  solutions  élégantes  et,  par  suile,  pour  être  disposé  à  négliger, 
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en  dépll  de  leur  imporlance  intrinsèque,  telles  circonstances  qui 
seraient  de  nature  à  entraver  le  jeu  de  l'instrument  analytique;  le 
second,  au  contraire,  uniquement  soucieux  des  données  de  Tempi- 
risme,  pour  regarder  toute  théorie  scientifique  comme  un  luxe 
superflu  dont  il  vaut  mieux  se  passer. 

»  Ce  sont  là  des  tendances  extrêmes  contre  lesquelles  il  convient 
de  se  mettre  en  garde.  S'il  est  vrai  que  certains  esprits,  séduits 
par  l'imposante  beauté  de  la  science  abstraite,  ont  quelque  répu- 
gnance à  se  plier  aux  exigences  de  la  réalité,  généralement  dif* 
ficiles  à  concilier  avec  une  aussi  belle  harmonie  de  forme;  que 
d'autres,  en  revanche,  par  crainte  des  complications  qu'entraîne  à 
leurs  yeux  l'appareil  analytique,  peut-être  aussi,  parfois,  en 
raison  de  leur  manque  d'habitude  à  le  manier,  tendent  à  mécon- 
naître les  éminents  services  qu'on  en  peut  attendre,  il  n'en  reste 
pas  moins  désirable,  pour  le  plus  grand  bien  des  applications,  de 
voir  réaliser  l'union  la  plus  intimé  de  la  théorie  et  de  la  pratique  : 
de  la  théorie  qui  coordonne,  synthétise,  réduit  en  formules  simples 
et  parlantes  les  faits  révélés  par  l'expérience,  et  de  la  pratique 
qui  doit,  tout  d'abord,  les  en  dégager.  La  vérité  est  que  l'une  ne 
saurait  se  passer  de  Tautre,  que  toutes  deux  doivent  progresser 
parallèlement —  » 

C'est,  en  quelque  sorte,  pour  faciliter  cette  union,  pour  faire 
clairement  apparaître  aux  yeux  des  ingénieurs  toutes  les  ressources 
qu'ils  peuvent  tirer  de  la  Mécanique  rationnelle,  que  le  Volume  de 
M.  Lecornu  a  été  place  au  seuil  d'une  Bibliothèque  destinée  à 
embrasser  toutes  les  applications  techniques  de  la  Mécanique. 
C'est  au  surplus  ce  que  l'auteur  lui-même  souligne  dans  son  avant- 
propos  quand  il  dit  : 

«  La  Mécanique  rationnelle  et  lu  Mécanique  technique  n'ont 
guère  d'autre  parenté  que  celle  du  nom — 

)>  Il  est  évidemment  désirable  que  ces  deux  Mécaniques  allient 
davantage  leurs  etlorts;  l'une  et  l'autre  ne  peuvent  que  gagner  à 
ce  rapprochement.  Depuis  longtemps  Poncelet,  Saint-Venant, 
Resal,  pour  ne  parler  que  des  morts,  ont  cherché  à  créer  une  Mé- 
canique appliquée  capable  de  satisfaire  à  la  fois  les  théoriciens  et 
les  praticiens.  Leur  méthode  peut  se  résumer  de  la  manière  sui- 
vante :  attaquer  les  problèmes  que  pose  l'industrie  en  utilisant 
toutes  les  ressources  de  la  Mécanique  rationnelle  et  s'avancer  de 
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celle  manière  aussi  loin  que  possible;  puis,  quand  les  difficullés 
malhématiques  deviennenl  trop  grandes,  enlier  dans  la  voie  des 
approximalions  successives,  en  ayanl  soin  de  ne  négliger  que  ce 
qu'on  a  reconnu  élre  réellemenl  négligeable....  » 

Les  quelques  lignes  qui  prêcèdenl  suffisenl  à  indiquer  dans  quel 
espril  a  élé  conçu  le  Volume  de  M.  Lecornu.  Disons  mainlenanl 
un  mol  de  son  cadre.  Le  Volume  est  divisé  en  quatre  Parlies. 

La  première  con lient  un  Résumé  des  théories  de  la  Mécanique 
rationnelle»  C'est,  aux  démonstrations  près,  tout  ce  qu'il  est  utile 
de  savoir  de  cette  science  pour  en  faire  des  applications. 

Sous  le  titre  de  Propriétés  mécaniques  des  solides  naturels, 
la  deuxième  Partie  expose  les  principes  relatifs  à  J'élasticilé,  au 
frottement  de  glissement,  aux  résistances  au  roulement  et  au  pivo- 
tement, à  la  raideur  des  cordes,  à  la  résistance  de  Tair,  aux  elTets 
des. chocs. 

Dans  la  troisième  se  rencontrent  des  Applications  diverses  de 
la  Dynamique  concernant  la  dynamique  des  ressorts,  la  théorie 
de  Tindicateur  de  Walt  (  qui  constitue  à  elle  seule  un  Chapitre  en- 
tièrement inédit),  les  mouvements  pendulaires  et  divers  autres 
mouvements  (toupie,  cerceau,  bicyclette,  etc.). 

Enfin  la  quatrième,  consacrée  à  la  Théorie  des  machines,  traite 
de  la  production  et  de  Tutilisalion  de  la  force  vive,  de  la  régula- 
risation du  mouvement,  des  freins  et  de  la  dynamique  des  trans- 
missions. 

Ce  qu'on  sait  des  travaux  de  M.  Lecornu  permet  de  pressentir 
tout  ce  qu'en  de  telles  matières  il  a  pu  donner  d'aperçus  person- 
nels et  de  solutions  originales.  Quelques-uns  de  ces  morceaux, 
qu'on  a  plaisir  à  voir  groupés  ici,  ont  déjà  paru  ailleurs  sous  son 
nom;  tel  est  le  cas  pour  le  frottement  dans  les  engrenages,  l'appa- 
reil de  blocage  instantané  Ail  autobloc,  Textinclion  du  frottement, 
la  possibilité  de  la  loi  de  Coulomb,  l'influence  de  la  masse  sur  la 
hauteur  d'ascension  d'un  corps  pesant  lancé  verticalement,  le 
pendule  de  longueur  variable,  la  théorie  de  l'escarpolette,  les 
turbines  à  axe  flexible,  le  volant  élastique,  et  une  grande  partie  du 
Chapitre  sur  les  régulateurs. 

D'autres  sont  entièrement  inédits.  En  dehors  de  la  théorie,  déjà 
citée,  de  l'indicateur  de  Watt,  on  peut  encore  indiquer  à  cet  égard 
le  rendement  dans  le  joint  universel,  les  roulements  sur  billes,  le 
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nombre  opliinnm  de  poulies  d'un  palan  en  vue  du  meilleur  rende- 
ment, le  choc  d'une  roue  contre  un  obstacle,  le  pendule  dynamo- 
mëlrique,  J'appareil  à  mesurer  les  balourds,  l'influence  du  déplace- 
ment d'un  axe  de  rotation,  diverses  remarques  sur  le  travail  des 
machines,  les  conditions  du  travail  des  forces  intérieures,  le  rôle 
utile  du  frottement,  le  freinage  sur  une  voie  courbe,  la  tension 
des  barres  d'un  train,  etc. 

«  Je  serais  heureux,  dit  M.  Lecornu,  dans  son  avant-propos,  si 
les  ingénieurs  qui  voudront  bien  me  lire  éprouvaient  l'impression 
que  la  Mécanique  rationnelle  ne  sert  pas  uniquement  à  la  conquête 
des  diplômes.   » 

A  notre  tour,  nous  émettrons  le  vœu  que  cet  excellent  petit 
Volume  contribue  à  faire  la  preuve,  aux  yeux  de  tous  les  étudiants 
en  Mécanique,  que  la  Mécanique  rationnelle  n'est  pas  uniquement 
une  mine  d'exercices  d'Analyse,  et  qu'il  ait  pour  efl'et  de  développer 
en  eux  le  sens  de  la  Mécanique.  Certe>,  nous  sommes  loin  de 
médire  des  Recueils  d'exercices  de  Mécanique  conçus  à  un  point 
de  vue  plus  purement  analytique;  leur  valeur  est  loin  d'être  négli- 
geable sous  le  rapport  de  la  culture  générale  de  l'esprit;  mais  il 
est  très  désirable  qu'à  côté  des  problèmes  qu'on  y  rencontre  la 
pratique  véritable  en  pose  d'autres  à  la  Mécanique  rationnelle, 
que  celle-ci  soit  apte  à  résoudre.. Ce  sont  des  problèmes  de  cette 
nature  que  M.  Lecornu  a  su  habilement  grouper  dans  son  Volume, 
et  c'est  ce  qui  le  recommande,  en  dehors  du  public  spécial  plus 
particulièrement  visé  par  l'auteur,  à  tous  ceux  qui,  à  des  titres 
divers,  s'intéressent  à  l'étude  de  la  Mécanique.  P.  M. 


CHARBONNIER  (Commandant  P.).  —  Bamstiqi>:  intérieure.  {Encyclo' 
pèdie  scientifique  :  Bibliothèque  de  Mécanique  appliquée  et  Génie.) 
I  volume  in-i8  Jésus,  35i  pages,  i^aris,  Doiii,  1908. 

Après  les  deux  Volumes  consacrés  à  la  Balistique  extérieure 
rationnelle,  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le  Bulletin  {^)^  le 
Commandant  Charbonnier  vient  de  faire  paraître  une  Balistique 
intérieure  où  sa  part  contributive  dans  l'édification  de  la  science 

(')  Année  1907,  p.  io5  et  167. 
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apparaît  encore  plus  considérable.  II  semble  bien,  en  effet,  que  le 
côté  théorique  du  problème  de  Teffet  des  poudres  dans  les  bou- 
ches à  feu  n^avait  pas  encore  reçu  un  tel  développement  et  que, 
iaute  d^avoir  poussé  assez  loin  l'application  de  l'Analyse  mathéma- 
tique ^  cet  ordre  de  phénomènes,  on  n'avait  point  entrevu  les 
analogies  cachées  dévoilées  par  l'auteur  entre  les  deux  Balistiques, 
a  priori  si  dissemblables. 

Le  Commandant  Charbonnier  distingue,  dans  le  domaine  de  la 
Balistique  intérieure  : 

1^  L'étude  expérimentale  et  théorique  de  la  combustion  en  vase 
clos,  ou  Pyrostatiqite; 

*À^  L'examen  raisonné  des  phénomènes  de  la  combustion  dans 
le  canon,  ou  Pyrodynamique  physique; 

3"  Le  développement  analytique  des  conséquences  rigoureuses 
des  hypothèses  faites  et  des  lois  admises,  ou  Pyrodynamique 
rationnelle, 

La  Pyrostatique,  telle  que  Tinstitue  ici  le  Commandant  Char- 
bonnier, interprète  fidèlement  les  faits  expérimentaux,  qu'elle 
ramène  à  trois  lois  secondes  :  la  première,  dite  de  Noble  et  Âbcl, 
reliant  la  pression  maximum  en  vase  clos  à  la  densité  de  charge- 
ment, la  seconde  réglant  la  vitesse  de  combustion  d'après  une 
certaine  fonction,  dite  de  forme  y  qui  dépend  de  la  nature  de  la 
poudre  employée,  la  troisième  donnant  la  vitesse  de  combustion 
en  fonction  de  la  pression. 

Celte  théorie  aboutit  à  une  détermination  facile  des  caractérisa 
tiques  des  poudres,  au  nombre  de  cinq,  dont  trois  {force,  coi^o- 
lumc,  exposant  de  pression)  définissent  le  genre  de  la  poudre 
considérée,  une  autre  (forme)  son  espèce  et  la  dern'wre  (vivacité) 
sa  variété. 

Dans  l'étude  de  la  Pyrodynamique  physique,  l'auteur,  fidèle  à 
la  méthode  qu'il  a  suivie  en  Balistique  extérieure,  sépare  le  pro- 
blème principal  des  problèmes  secondaires,  c'est-à-dire  de  l'étude 
des  influences  secondes  relatives  soit  au  projectile,  soit  au  canon, 
soit  à  la  charge,  soit  à  l'atmosphère,  dont  il  examine  successive- 
ment l'importance  et  le  mode  d'action  sur  les  constantes  des  trois 
équations  différentielles  régissant  le  problème  principal  (équation 
du  potentiel;  é(|ualion  d'inertie;  équation  de  la  combustion  de  la 
])oudre). 
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Parmi  le^  résultats  pratiques  tires  par  rantetirde  la  tiiéoric  qii^il 
développe  dans  celle  parlie  de  son  Ouvrage,  signalons  :  une  inler- 
prétalion  nouvelle  d'une  théorie  de  llugoniot;  la  notion  de  la 
veine  gazeuse  dans  rame,  avec  ses  nombreuses  conséquences  ; 
Texplication  de  Tiisure  du  canon,  etc. 

La  discussion  s\  laquelle  se  livre  le  Commandant  Charbonnier 
lui  permet,  en  outre,  de  donner  un  solide  fondement  aux  équa- 
tions différentielles  qu'il  traite  ensuite  dans  la  parlie  de  son 
Ouvrage  consacrée  à  la  P^rodvnamique  rationnelle. 

Après  avoir  montré  que  ces  équations  différentielles  sont  sus- 
ceptibles d'une  intégration  rigoureuse,  malheureusement  trop 
compliquée  pour  se  prêter  aux  applications,  il  parvient,  en  em- 
ployant une  série  inconnue  jusqu'ici,  à  une  solution  satisfaisante, 
pratique,  simple,  cl  d'une  telle  généralité  qu'il  est  facile  d  y  faire 
rentrer,  comme  cas  particuliers,  presque  tous  les  travaux  anté- 
rieurs sur  la  Balistique  intérieure. 

Il  arrive  ainsi  à  donner  (et  pour  la  première  fois,  avec  une  telle 
généralité)  la  solution  complète  du  problème  de  la  Balistique  inté- 
rieure, comportant  la  détermination,  en  chaque  point  de  Tâme  du 
canon,  de  la  vitesse  du  projectile  lorsqu'il  y  passe,  de  la  pression 
qui  s'y  exerce,  ainsi  que  du  temps  du  parcours,  celle  aussi  de  la 
pression  maximum  et  de  la  pression  à  la  (in  de  la  combustion  de 
la  poudre. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  complétée  par  une  savante  discussion 
d'où  l'auteur  tire  une  suite  d'importants  théorèmes  généraux.  Là 
se  rencontrent  les  particularités  des  courbes  des  vitesses  et  des 
pressions  dans  l'âme,  a  l'origine  et  au  point  singulier  qui  corres- 
pond à  la  (in  de  la  combustion  de  la  poudre,  les  cas  où  la  pression 
maximum  peut  être  imaginaire,  où  la  poudre  ne  peut  totalement 
brûler  même  dans  un  canon  d^âme  indéfinie,  les  courbes  de  sécurité 
du  canon,  la  théorie  de  la  similitude  des  bouches  à  feu,  etc. 

Dans  tous  ces  développements  l'auteur  conserve  cette  fonction 
de  forme,  caractéristique  de  la  nature  de  la  poudre  employée; 
mais,  en  un  Chapitre  spécial,  il  examine  le  cas  où  celte  fonction 
se  réduit  à  l'unité,  qui  est  celui  des  poudres  à  combustion  con- 
stante, limite  qui  n'est  pas  très  éloignée  de  l'état  de  nos  poudres 
naturelles. 

Toute   cette  théorie  est,  d'ailleurs,  bien  loin  de  n'avoir  qu'un 
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inlérét  puremenl  spéculatif.  Sans  entrer  dans  des  détails  qui  ne 
seraient  point  ici  à  leur  place,  qu^il  nous  suffise  de  dire  que  le 
Commandant  Charbonnier  en  déduit  des  règles  non  moins  pra- 
tiques que  rationnelles  pour  la  conduite  des  expériences  de  tir  et 
leur  utilisation  en  vue  de  la  recette  des  poudres. 

On  ne  peut  assurément  manquer  d'être  très  frappé  de  ce  fait 
que  Tapplication  de  ces  formules  tliéoriques  à  la  pratique  donne 
des  résullats  précis  pour  toutes  les  bouclies  à  feu,  dans  toutes  les 
conditions  de  chargement,  résultat  auquel  les  meilleures  formules 
empiriques,  fondées  sur  des  milliers  de  coups  de  canon,  ne  peu- 
vent prétendre  que  dans  des  conditions  très  particulières  et  sur 
une  étendue  très  restreinte.  Ces  formules  permettent,  en  effet,  le 
calcul  a  priori,  et  sans  qu'il  soit  besoin  de  tirer  un  seul  coup  de 
canon,  des  vitesses  et  pressions  à  l'aide  des  seules  caractérisa- 
tiques  des  poudres,  énumérées  plus  haut,  et  que  Ton  détermine 
dans  v\ne  bombe  (*). 

A  titre  d'annexé,  l'auteur  passe  en  revue  les  princi|)aux  travaux 
mathématiques  poursuivis  par  divers  savants  balisticiens  dans 
l'hvpolhèse  plus  générale  d'un  exposant  de  pression  différent  de 
Tunité.  11  nous  fait  ainsi  connaître  les  théorèmes  d'homogénéité 
de  Gossot  et  Liouville  et  les  formules  de  Sarrau  appliquées  aux 
poudres  BM  par  le  colonel  Jacob,  et  dont  il  obtient;  en  outre, 
une  importante  généralisation. 

Au  point  de  vue  philosophique,  il  est  intéressant  de  noter  la 
sorte  de  parallélisme  que  le  savant  exposé  du  Commandant  Char- 
bonnier fait  apparaître  entre  la  Balistique  extérieure  et  la  Balis- 
tique intérieure,  alors  qu'il  semble  a  priori  qu'aucune  analogie 
n'existe  entre  ces  deux  sciences  relatives  à  des  faits  qui,  suivant 
l'expression  de  l'auteur  lui-même,  se  passent,  pour  ainsi  dire, 
dans  deux  mondes  différents,  l'air  et  le  feu,  ou,  sous  une  forme 
plus  précise,  qui  sont  tributaires  les  uns  de  la  Dynamique,  les 
autres  de  la  Thermodynamique. 

Les  forces  mises  enjeu,  les  équations  différentielles,  les  ques- 
tions à  résoudre  n'ont  aucun  point  de  commun  ;  et  pourtant,  l'ap- 
plication systématique  d'une  même  méthode  générale  de  recherche 

(')  Voir,  à  ce  sujet,  dans  le  Mémorial  de  rarliUerie  navale  fX^  ï9<^7>  ïc 
Mémoire  sur  la  Balislique  intérieure  du  Commandant  CharbonDier^  dans  lequel 
il  donne  les  Tables  toutes  calculées  pour  l'application  aux  poudres  U.M. 
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et  des  mêmes  principes  guides  a  conduit,  pour  Tune  cl  pour  l'autre 
science,  à  une  même  solution,  satisfaisante  pour  la  théorie  et  la 
pratique,  au  même  degré  et  par  les  mêmes  moyens. 

Si  cela  n'est  pas  fait  pour  surprendre  ceux  qui  ont  réfléchi  sur 
le  rôle  véritable  joué  par  la  théorie  mathématique  dans  le  domaine 
des  sciences  physiques,  et  qui  savent  la  part  de  subjectif  qui  s'y 
rencontre,  cela  vaut  au  moins  la  peine  d'être  noté,  lorsque  les 
schémas  analytiques  auxquels  ont  été  réduits  deux  ordres  de  fails 
différents  présentent  d'aussi  frappantes  analogies. 

Plus  profondément  original  encore  que  ceux  qui  l'ont  précédé, 
et  appelé,  sans  doute,  à  être  non  moins  fécond,  le  nouveau  Livre 
du  Commandant  Charbonnier  vient,  une  fois  de  plus,  faire  la 
démonstration  des  services  que  la  pratique  journalière  peut  retirer 
de  la  théorie  la  plus  élevée.  Grâce  à  lui,  la  Balistique  intérieure 
peut  être  regardée  comme  définitivement  placée  au  rang  des 
sciences  rationnelles.  P.  M. 


MATHEWS  (G.-B.).  —  Algebraic  Equations  (n"6cles  Cambridge  Tracts 
in  Matheniatics  and  Matheniatical  Physics),  i  volume  in-8  de  64  pages. 
Cambridge,  Univcrsity  Press,  1907. 

L'auteur  a  su  résumer  dans  ce  petit  Volume  les  points  les  plus 
essentiels  de  la  théorie  de  Galois.  La  proposition  fondamentale  de 
Galois  est  établie  en  partant  d'une  fonction  linéaire  des  racines  à 
coefficients  indéterminés,  etM.  Mathews  montre  à  diverses  reprises 
le  parti  qu'on  peut  tirer  de  cette  indétermination.  Il  adopte, 
d'ailleurs,  comme  l'a  fait  M.  H.  Weber  dans  son  beau  Traité 
d'Algèbre,  le  mode  de  démonstration,  fondé  sur  la  théorie  des 
fonctions  symétriques,  qu'on  doit  à  Hermlte  (*).  C'est  la  démons- 
tration la  plus  facile  à  retenir;  elle  a,  en  outre,  l'avantage  de 
s'appliquer  dans  d'autres  circonstances  ;  je  croîs,  cependant,  qu'il 
convient  de  garder  à  côté,  dans  l'enseignement,  la  démonstration 
de  Galois,  fondée  uniquement  sur  la  théorie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur.  Après  avoir  établi  les  propriétés  fondamentales  du 
groupe  de  Galois,  et  avoir  montré  dans  quelles  conditions  la  résol- 

(')  Œuvres,  l.  I,  p.  4- 
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vante  de  Galois  peut  devenir  réductible  par  Padjonction  d'une 
irrationalité  convenable,  M.  Mathevvs  traite  successivement  des 
équations  cycliques,  des  équations  abéliennes,  des  équations  méta- 
cyclîques  (au  sens  de  Kronecker),  Enfin  les  six  dernières  pages 
{Solution  by  standard  for ms)  sont  consacrées  à  décrire  briè- 
vement, d'après  M.  Klein,  les  relations  de  Téqualion  du  cin- 
quième degré  et  de  Picosaèdre.  J.  T. 


I-OVE  (A.-E.-H.).  —  A  Treatise  on  the  mathbmatical  tiieorv  of  klasticitv. 

I  vol.  in-8",   xvii-551   pap;es,   a*  édition;   Cambridge,   190G.   Trackiclion 
allemande  de  M.  Tinipe;  Leipzig,  1907. 

H  y  a  une  quinzaine  d'années  (i 892-1893),  M.  Love  n'a  pas 
reculédevant  les  difficultés  que  présente  une  exposition  didactique 
de  la  théorie  de  l'élasticité  et  de  ses  applications,  et  il  a  publié  un 
Traité  élendu  sur  ce  corps  de  doctrine,  d'une  importance  maî- 
tresse dans  la  Physique  et  dans  l'art  des  constructions.  Les  lecteurs 
de  ce  Bulletin  savent  avec  quelle  faveur  a  éïé   accueillie  cette 
initiation,  qui  s'est  traduite  par  un  Ouvrage  fort  bien  informé  et 
composé   d'une    manière    claire  et    élégante.   M.  Love   vient   de 
reprendre  complètement  son   travail,   pour  en  améliorer  encore 
les   dispositions    générales   et    pour  l'enrichir   des    nombreuses 
recherches  de  ces  dernières  années.  La  seconde  édition  anglaise, 
quia  paru  en  1906,  a  été  traduite  immédiatement  en  Allemagne 
par  M.  Timpe.  Le  Livre  de  M.  Love  s'adresse  surtout  aux  physi- 
ciens et  aux  ingénieurs;  les  questions  purement  théoriques,  qui 
n'ont  pu  jusqu'à  présent  aboutir  à  des  applications  concrètes,  n'y 
sont  pas  pourtant  tout  à  fait  négligées.  Dans  une  introduction  his- 
torique  intéressante,  qui  occupe   les    trente  premières  pages  de 
rOuvrage,  l'auteur  montre  que  les  savants  qui  ont  le  plus  fait  pour 
amener  la  théorie  de  l'élasticité  dans  son  état  de  développement 
actuel  étaient   surtout   préoccupés  de  Philosophie   naturelle,  et 
beaucoup  moins  de  rendre  le  monde  matériel  «  confortable  »,  au 
sens  anglais  du  mot;  mais  M.  Love  met  aussi  en  évidence,  avec 
une  véritable  richesse  d'exemples,  la  très  grande  utilité  pratique 
de  ces  recherches  dcsinlcressccs,  et  il  faut  espérer  que  son  Traité 
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si  bien  présenlé  el  si  aisé  a  lire  saura  retenir  parliculièremcnt  Tal- 
Icnlion  des  techniciens. 

1.  Les  premiers  Chapitres  établissent  les  équations  générales 
de  la  théorie  de  Télasticité  suivant  la  méthode  deGreen,  en  consi- 
dérant les  corps  comme  continus,  sans  faire  appel  par  conséquent 
aux  actions  moléculaires,  qui  ont  donné  lieu  autrefois  à  tant  de 
controverses. 

L'étude  géométrique  de  la  déformation  est  exposée  avec  tous 
les  ingénieux  développements  qu'on  doit  à  Lord  Kelvin  et  Tait; 
la  distinction  entre  la  déformation  générale  et  la  déformation  infi- 
niment petite  est  bien  marquée,  et  aucune  indécision  ne  peut 
ainsi  se  produire  sur  la  portée  des  problèmes  qui  seront  résolus 
dans  le  cours  de  l'Ouvrage;  mais  il  n'aurait  pas  été  sans  intérêt  de 
préciser  davantage  de  quelle  façon  la  déformation  est  définie  par 
ses  composantes. 

Les  équations  entre  les  eObrts  reposent,  conformément  à  la 
méthode  classique,  sur  la  notion  a  priori  d'effort  sur  un  élément 
plan  et  sur  le  principe  de  solidification;  elles  sont  établies  seule- 
ment au  point  de  vue  eulérien.  Il  n'aurait  pas  été  inutile  peut-être 
de  donner  aussi  les  équations  lagrangiennes,  qui  introduisent  plus 
régulièrement  la  considération  des  efforts  initiaux.  Pour  obtenir 
les  équations  dynamiques,  l'auteur  applique  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  mais  en  signalant,  dans  une  autre  partie  de  son  Livre,  la 
notion  d'anisotropie  cinétique  due  à  Rankine. 

L'existence  de  la  fonction  qu'on  appelle  énergie  de  déforma-- 
lion  est  déduite,  avec  Lord  Kelvin,  des  deux  principes  fondamen- 
taux de  la  Thermodynamique;  il  en  résulte,  par  voie  purement 
rationnelle,  la  forme  générale  des  relations  entre  les  efforts  et  les 
déformations;  dans  le  cas  de  la  déformation  infiniment  petite,  ces 
relations  traduisent  la  loi  de  Hooke  généralisée.  L'auteur  insiste 
sur  ce  point  que  l'expérimentation  peut  seulement  fournir  une 
vérification  indirecte  de  cette  loi,  car  on  ne  peut  observer  que  des 
déformations  moyennes  ou  des  changements  de  forme  extérieure, 
et,  d'autre  part,  la  distribution  des  efforts  à  la  surface  d'un  corps 
est  généralement  inconnue.  Quelques  indications  sont  données 
sur  l'introduction  de  la  température  dans  les  équations  de  l'élas- 
ticité. 
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On  n'a  guère  pu  étudier  théoriquement  jusqu'ici  que  la  défor- 
mation infiniment  petite  des  corps  élastiques,  et  M.  Love  se  borne 
à  une  description  des  phénomènes  de  déformation  permanente  et 
de  rupture,  de  viscosité  et  de  fatigue  d'élasticité.  Il  fait  connaître 
les  expériences  de  Viihler  et  de  Bauschînger,  ainsi  que  les  diverses 
déterminations  proposées  pour  la  tendance  à  la  rupture  par  Lamé, 
Poncelet  et  Coulomb.  Ces  déterminations  se  font,  il  est  nécessaire 
de  le  remarquer,  au  moyen  des  solutions  obtenues  dans  Thypo- 
thèse  où  Télat  déformé  est  infiniment  voisin  de  Tétat  naturel  ;  mais 
Fauteur  a  soin  de  faire  ressortir  comment  de  telles  solutions 
peuvent  en  effet  donner  à  elles  seules  des  indications  précieuses 
au  praticien,  par  exemple  sur  le  danger  des  angles  rentrants  à  arête 
vive  dans  les  pièces  de  construction,  ou  d'une  petite  cavité  sphé- 
rique  dans  leur  masse;  il  signale  aussi  les  notables  différences  de 
déformation  qui  se  produisent  quand  une  charge  est  soudainement 
ou  graduellement  appliquée  et  les  conclusions  importantes  aux- 
quelles on  peut  arriver  à  Tégard  de  la  stabilité  des  corps  minces. 

Tout  un  Chapitre  est  consacré  aux  belles  recherches  de 
M.  W.  Voigt  sur  l'élasticité  des  cristaux  et  sur  les  dilTérentes 
formes  que  prend  l'énergie  de  déformation,  quand  on  envisage  la 
symétrie  géométrique  que  manifestent  les  substances  cristal- 
lines. 

Cet  exposé  des  principes  de  la  théorie  de  l'élasticité  se  termine 
par  la  démonstration  des  théorèmes  généraux  qu'on  a  pu  obtenir 
dans  l'étude  des  équations  de  la  déformation  infiniment  petite. 
M.  Love  fait  voir  d'abord  comment  on  peut  déduire  ces  équations 
du  principe  d'Hamillon,  ce  qui  lui  permet  d'introduire  ensuite 
d'une  manière  rapide  la  considération  des  coordonnées  curvilignes 
orthogonales  de  Lamé.  Il  établit  l'unité  de  solution  du  problème 
de  la  déformation  infiniment  petite,  dans  le  cas  envisagé  par 
Kirchhofl',  et  sans  donner  peut-être  à  cette  question  capitale  toute 
rimportance  qu'elle  a  prise  avec  les  derniers  progrès  de  l'Analyse. 
Il  fait  connaître  l'expression  remarquable  de  l'énergie  de  défor- 
mation au  moyen  du  travail  ell'ectué  entre  l'état  naturel  et  l'état 
déformé,  qui  est  due  à  Clapcyron,  et  enfin  le  beau  théorème  de 
réciprocité  de  Betti,  avec  les  intéressantes  déterminations  des 
déformations  moyennes  qui  en  découlent  si  aisément.  11  ajoute 
finalement  à  ces  résultats  généraux  la  théorie    des  sons  propres 
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d'un  corps  élastique,  à  laquelle  Clebsch  est  arrivé  par  une  exten- 
sion de  la  solution  de  Poisson  du  problème  des  vibrations  radiales 
d'une  sphère. 

2.  M.  Love  aborde  maintenant  la  question  de  Tintégration  des 
équations  de  la  déformation  infiniment  petite,  sous  des  conditions 
imposées  à  la  frontière. 

Il  débute  par  une  étude  toute  pratique  des  fonctions  potentielles 
delà  théorie  de  Télasticité,  qui  ont  été  envisagées  pour  la  première 
fois  par  Lord  Kelvin.  Il  les  applique,  comme  Ta  fait  M.  Boussi- 
nesq,  au  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  d\in  milieu 
indéfini  limité  par  un  plan,  et  avec  Hertz  à  Télude  de  la  pression 
entre  deux  corps  en  contact  et  ù  la  théorie  du  choc.  Il  considère 
particulièrement  le  cas  où  le  déplacement  n^a  que  deux  compo- 
santes et  ne  dépend  que  des  coordonnées  dans  le  plan  de  ces  der- 
nières; il  donne  les  résultats  obtenus,  avec  celte  simplification, 
par  M.  Flamant  et  par  M,  Michell. 

M.  Love  expose  ensuite  la  méthode  d^'ntégration  de  Betli,  qui 
repose  sur  la  construction  d'un  triplet  de  fonctions  dont  le  rôle 
est  semblable  à  celui  de  la  fonction  deGreen  dans  l'étude  de  l'équa- 
tion de  Laplace.  Il  présente  un  aperçu  des  nombreuses  recherches 
que  les  géomètres  italiens  ont  faites  dans  la  voie  ouverte  par  Bettî, 
en  mentionnant  particulièrement  les  travaux  de  M.  Cerruti  et  de 
M.  Somigliana  sur  le  problème  du  milieu  indéfini  limité  par  un 
plan  et  sur  le  problème  de  la  sphère. 

Le  problème  de  la  sphère,  depuis  qu'il  a  été  résolu  par  Lamé, 
a  été  traité  de  bien  des  manières  diiTérentes.  La  méthode  italienne 
est  aujourd'hui  très  rapide;  mais  il  est  naturel  de  trouver,  dans  un 
Traité  anglais,  les  calculs  élégants  de  Lord  Kelvin,  qui  n'exigent 
que  l'emploi  des  coordonnées  rectilignes.  La  solution  obtenue  est 
appliquée,  avec  M.  G. -H.  Darwin  et  M.  G.  Ghree,  à  l'étude  des 
marées  élastiques  qui  se  produisent  dans  la  masse  terrestre  sup- 
posée incompressible  et  à  celle  des  déformations  qui  résultent  de 
la  rotation  de  cette  masse,  sollicitée  seulement  par  les  forces  new- 
toniennes  intérieures. 

La  sphère  est  le  type  le  plus  simple  du  corps  rond  sans  arêtes. 
L'auteur  envisage  ensuite  le  cylindre  droit  à  section  circulaire  ou 
rectangulaire,  mais  il  étudie  seulement  à  l'égard  d'un  tel  corps  un 
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cerlain  nombre  de  problèmes  particuliers.  On  ne  sait,  en  cDet, 
actuellement  résoudre  le  problème  du  cylindre  circulaire  ou  rec- 
tangulaire droit  que  sous  les  conditions  suivantes  à  la  frontière  : 
I®  on  peut  se  donner  d^ine  manière  quelconque  sur  les  bases  soit 
le  déplacement,  soit  refTort,  mais  sur  la  surface  latérale  doivent 
être  prescrites  ou  bien  la  composante  normale  de  l'effort  et  les 
composantes  tangentielles  du  déplacement,  ou  bien  la  composante 
normale  du  déplacement  et  les  composantes  tangentielles  de  Tef- 
fort;  2**  on  peut  se  donner  sur  la  surface  latérale  soit  le  déplace- 
ment, soit  Teffort,  mais  sur  les  bases  doivent  être  prescrites  ou 
bien  la  composante  normale  de  l'effort  et  les  composantes  tangen- 
tielles du  déplacement,  ou  bien  la  composante  normale  du  dépla* 
cément  et  les  composantes  tangentielles.  de  l'effort.  Cela  résulte, 
pour  le  prisme  rectangle,  de  la  solution  particulière  en  coordon- 
nées rectilignes  obtenue  autrefois  par  Lamé  sous  la  forme  de  pro- 
duits XYZ,  Xélant  seulement  fonction  de  XjY  dey^Zde  z;  un  tel 
genre  de  solution  a  été  aussi  trouvé  depuis,  presque  simultanément, 
par  MM.  Schiff,  Thomae  et  C.  Chree,  avec  les  coordonnées  cj^lin- 
driques.  Le  problème  du  prisme  rectangle  où,  par  exemple,  l'effort 
est  donné  sur  les  siic  faces,  qui  a  été  posé  sans  succès  par  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  1846  à  i858,  n'a  pu  encore  être  résolu 
effectivement,  et  Ton  sait  que  Barré  de  Saint- Venant  a  écritque,  si 
l'on  arrivait  à  la  solution,  elle  serait  de  forme  tellement  complexe 
qu'on  ne  pourrait  l'utiliser. 

L'auteur  présente  ensuite  une  étude  très  intéressante  du  pro- 
blème dynamique  pour  la  splière  et  le  cylindre  circulaire  droit.  Le 
mouvement  vibratoire  d'une  sphère  est  déterminé  très  complè- 
tement d'après  MM.  Jaerisch,  H.  Lamb  et  G.  Chree;  Poisson  avait 
déjà  considéré  les  vibrations  radiales,  dans  son  célèbre  Mémoire 
de  1828.  Les  vibrations  d'un  cylindre  circulaire  sont  données 
d'après  un  travail  de  Poehhammer;  mais  la  solution  considérée 
donne  lieu  aux  mêmes  réserves  que  celles  que  nous  avons  indi- 
quées pour  le  problème  statique. 

M.  Love  termine  cet  exposé  des  problèmes  de  la  théorie  de 
l'élasticité  qui  ont  pu  être  résolus  rigoureusement,  par  un  Chapitre 
sur  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu  isotrope;  on  remar- 
quera les  indications  données  par  l'auteur  sur  ses  recherches  per- 
sonnelles à  l'égard  de  l'extension  du  théorème  de  Rirchhoff  et  sur 
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celles  de  Lord  Rajleigh  relatives  à  la  propagalioo  des  pliënomèoes 
sismiques  a  la  surface  de  la  Terre. 

3.  La  dernière  partie  de  TOiivrage  est  celle  où  les  difficultés 
d'exposition  sont  les  plus  grandes.  Il  s'agit  de  la  théorie  des  corps 
minces,  c'est-à-dire,  suivant  les  idées  de  Poisson  et  de  Cauchy, 
du  passage  de  la  théorie  des  corps  à  trois  dimensions  à  celle  des 
corps  à  une  ou  deux  dimensions.  M.  Love,  dont  la  première  édi- 
tion avait,  sur  ce  point,  soulevé  des  critiques,  a  considérablement 
remanié  son  Traité.  Nous  ne  pensons  pas  que,  même  en  adhérant 
étroitement  aux  idées  de  KirchhofTet  de  Clebsch,  comme  il  le  fait 
aujourd'hui,  il  soit  parvenu  à  une  doctrine  à  Tabri  de  toute  con- 
testation. 

Il  commence  par  le  problème  de  Saint-Venant,  qui  consiste  à 
déterminer  la  déformation  d'un  cylindre  connaissant  sur  la  surface 
latérale  les  efforts  et  sur  les  bases  seulement  la  résultante  et  le 
moment  résultant  de  ces  efforts.  La  solution  que  l'illustre  élasti- 
cien  a  donnée  du  problème  ainsi  posé  est  certainement  privilégiée, 
mais  elle  n'est  pas  unique.  Pour  en  justifier  l'intérêt,  M.  Love 
invoque  le  principe  de  l'équivalence  des  charges  statiquement 
équipollentes,  établi  par  Saint- Venant  au  moyen  d'expériences  sur 
la  torsion  des  tiges  de  caoutchouc,  par  M.  Boussinesq  au  moyen 
de  la  solution  du  plan  indéfini,  par  Lord  Kelvin  et  Tait  au  moyen 
de  la  solution  du  prisme  rectangle  pour  les  conditions  particulières 
à  la  frontière  que  nous  avons  indiquées  plus  haut.  D'après  ce  prin- 
cipe, quand  la  distribution  des  efforts  change  sur  les  bases  d'uo 
cylindre,  sans  que  le  système  résultant  de  ces  eflbrts  soit  modifié, 
il  se  produit  seulement  des  perturbations  locales  dans  le  voisinage 
des  bases,  et,  sur  le  reste  de  la  longueur  supposée  suffisamment 
grande,  la  déformation  du  cylindre  est  sensiblement  régie  par  la 
solution  de  Saint- Venant.  Mais  un  tel  principe,  si  intéressant 
qu'il  soit  pour  les  physiciens,  qui  ont  en  vue  la  mesure  des  modules 
d'élasticité,  peut  difficilement  être  admis  dans  la  pratique  des 
ingénieurs,  qui  doivent  avant  tout  avoir  égard  aux  déformations 
dangereuses,  qu'elles  soient  localisées  au  centre  ou  aux  extrémités 
d'une  pièce.  Le  grand  intérêt  du  problème  de  Saint- Venant  se 
trouve  ailleurs;  nous  avons  eu  l'occasion  récemment  de  montrer 
que  si  Poisson  et  Cauchy  avaient  poursuivi  leurs  calculs,  dans   la 
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théorie  des  corps  minces  posée  par  eux  en  1828,  ils  seraient  arrivés 
au  problème  de  Saint- Venant  pour  la  tîge  à  section  circulaire  ou 
rectangulaire,  et  au  problème  tout  à  fait  analogue  auquel  est  par- 
venu M.  Maurice  Levy  pour  la  plaque  en  1877.  C'est  là,  suivant 
nous,  que  semble  se  trouver  la  véritable  raison  du  privilège  singu- 
lier que  possède  la  solution  de  Saint-Venant,  et  Ton  peut  se 
demander  si  ce  dernier,  calculateur  laborieux  comme  il  était  et 
lecteur  |)arliculièrement  compétent  de  Poisson  et  de  Caiichy,  n'a 
pas,  sans  bien  s'en  rendre  compte  peut-être,  pour  arriver  à  sa 
découverte,  suivi  précisément  la  voie  tracée  par  ses  prédécesseurs 
qu'il  a  tant  critiquée.  Les  observations  qui  précèdent  n'enlèvent 
d'ailleurs  rien  de  leur  valeur  aux  développements  étendus  que 
M,  Love  consacre  à  l'étude  de  la  (orsion  et  de  la  flexion  des  tiges, 
et  tout  porte  à  croire  que  la  solution  de  Saint-Venant  aura  encore 
un  rôle  important,  même  quand  on  saura  résoudre  dans  tous  les 
cas  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  d'un  cylindre 
droit;  elle  servira  sans  doute  de  point  de  départ  dans  l'étude  pré- 
cise des  perturbations  locales  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Après  le  problème  de  Saint- Venant,  Tauleur  aborde  la  théorie 
des  corps  minces,  en  commençant  par  les  tiges.  Cette  théorie, 
depuis  Kirclïhoff  jusqu'à  M.  Boussinesq,  se  ramène  an  fond  aux 
idées  générales  suivantes,  qui  permettent  de  la  présenter  comme 
un  prolongement  de  la  résistance  des  matériaux.  Le  corps  est 
rapporté,  dans  l'état  naturel,  à  un  ensemble  de  trièdres,  dépendant 
du  même  paramètre  géométrique,  et,  dans  Tétat  déformé,  à 
un  autre  ensemble  de  trièdres,  dépendant  du  même  para- 
mètre géométrique,  qu'on  peut  .  regarder  comme  une  défor- 
mation du  premier  ;  on  exprime  que  la  déformation  du  corps 
relativement  à  l'ensemble  déformé  de  trièdres  est  infiniment 
petite,  puis  on  applique  le  problème  de  Barré  de  Saint- Venant. 
C'est  ce  dernier  point  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  des 
tiges,  quand  on  la  débarrasse  de  tous  les  détails  accessoires  qu'in- 
troduit la  cinématique  du  trièdre  mobile.  Nous  avons  cherché,  il 
y  a  quelque  temps,  ce  que  peut  signifier  une  théorie  telle  que  la 
précédente,  en  nous  plaçant  dans  le  cas  simple  de  la  déformation 
infiniment  petite  d'un  cylindre  mince;  les  composantes  du  dépla- 
cement étant  regardées  comme  des  fonctions  du  paramètre  dont 
dépend  la  section   transversale  du  cylindre,   la  valeur  zéro  de  ce 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  81 

paramèlre  ne  correspond  ni  à  un  poînl  ordinaire,  ni  à  un  pôle,  et 
la  solution  du  problème  de  Féquilibre  d\ine  lige  mince  ne  parait 
pas,  dans  Félat  actuel  de  TÂnalyse,  susceptible  d\ine  approxima- 
tion dont  on  puisse  apprécier  la  précision;  c'est  parce  qu'elle 
n'accuse  pas  nettement  cette  insuffisance  de  la  théorie  des  tiges 
minces  que  l'exposition  de  M,  Love  peut  prêter  à  la  critique. 

Les  mômes  observations  s'appliquent  à  la  théorie  des  couches 
minces  que  Tauleur  donne  après  celle  des  tiges  minces.  Il  s'agit 
encore  de  la  superposition  de  deux  déformations  particulières;  la 
première  est  celle  où  la  normale  à  la  surface  moyenne  non  défor- 
mée reste  reclilignc  et  normale  à  cette  surface  moyenne  déformée; 
la  seconde  est  la  déformation  infiniment  petite  du  problème  de 
M.  Maurice  Levyi  qui  joue  ici  exactement  le  même  rôle  que  le 
problème  de  Saint- Venant;  ce  dernier  point  ne  paraît  pas  avoir 
été  aperçu  par  M.  Love,  qui  semble  même  ne  pas  connaître  le  beau 
travail  de  M.  Maurice  Levy  auquel  nous  faisons  allusion. 

Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Love  arrive  aux  équations  de  la  ligne 
déformableet  de  la  surface  déformable,  telles  qu'on  les  connaissait 
avant  l'introduction  de  la  théorie  des  corps  minces;  d'après  ce  qui 
précède,  il  n'aurait  pas  été  certainement  sans  intérêt  de  les  établir 
aussi  d'une  manière  directe  et  indépendante,  comme  l'ont  fait, 
par  exemple,  Lord  Kelvin  et  Tait,  dans  \ewv  Natural Philosophy. 
Dans  une  suite  de  Chapitres,  composés  avec  le  plus  grand  soin,  le 
lecteur  trouvera  les  nombreuses  applications  qu'on  peut  faire 
de  ces  équations,  théorie  des  poutres  continues,  problème  de 
l'élastique,  étude  des  ressorts,  statique  des  plaques,  stabilité  des 
verges  et  des  surfaces  élastiques  courbes.  L'Ouvrage  se  termine 
par  une  exposition  des  recherches  nombreuses  que  les  savants 
anglais  ont  faites  sur  le  mouvement  vibratoire  des  verges  droites 
ou  courbes,  et  des  plaques  ou  des  cloches.  Les  équations 
dynamiques  qui  servent  de  base  à  ces  recherches  sont  obtenues 
en  exprimant  que  les  forces  intérieures  du  problème  statique  sont 
les  forces  d'ihertie;  M.  Love  essaye  aussi  de  les  déduire  de  la  théo- 
rie des  corps  minces,  mais  cette  manière  de  procéder  donne  lieu  à 
des  objections  très  graves,  car  si,  en  conduisant  convenablement 
la  théorie  de  Poisson  et  de  Cauchy,  on  aboutit,  dans  le  cas  de 
l'équilibre,  aux  problèmes  de  Saint- Venant  et  de  Maurice  Levy,  il 
n'en  est  plus  du  tout  de  même  dans  le  cas  du  mouvement.  Il  ne 
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paraît  même  pas  certain  d^ailleurs  que  l'application  du  principe  de 
d'Alembert  au  mouvement  d'une  ligne  ou  d'une  surface  élastique 
conduise  toujours  .1  des  résultats  vérifiés  par  l'expérience. 

Tel  est  le  cadre  général  que  M.  Love  a  donné  à  son  œuvre;  c'est 
un  Livre  où  ne  se  dissimulent  pas  les  imperfections  d'une  théorie 
qui  n'a  guère  qu'un  siècle  d'existence,  et  par  là  les  chercheurs  le 
trouveront  très  suggestif;  dans  l'analj'se  rapide  que  nous  venons 
d'en  faire,  nous  avons  à  peine  montré  combien  de  renseignements 
et  d'indications  précieuses  on  y  rencontrera;  tous  les  matériaux 
essentiels  et  utiles  à  celui  qui  veut  être  guidé  à  travers  la  grande 
variété  des  travaux  originaux  sur  la  théorie  de  l'élasticité  y  sont 
rassemblés,  et  il  n'est  pas  douteux  que  la  deuxième  édition  du 
Traité  de  M.  Love  ne  trouve  le  vif  succès  qu'a  déjà  obtenu  la  pre- 
mière. E.  ET  F.  COSSERAT. 


BROSZAT  (W.).  —  Uebkr  Scharen  von  oc*  Flachen  im  Rs,  dib  durch 
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siXD.    Inaugural-Dissertation,    53    pages,    in-8.   Bcrlin-Wilmersdorf,  G. 
Arnold,  1907. 

M.  Broszat  s'est  proposé  de  chercher  sous  quelles  conditions  un 
faisceau  de  surfaces  à  quatre  paramètres 

^=/i^iy.  Cl,  ct,  cj,  C4) 

peut  être  changé  en  un  faisceau  de  00*  courbes  par  une  transfor- 
mation de  contact. 

On  écarte  tout  d'abord  le  cas  où  les  surfaces  considérées  véri- 
fieraient une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
et  où,  par  conséquent,  ces  surfaces  peuvent  être  changées,  par 
une  transformation  de  contact,  en  une  quadruple  inûnité  de 
courbes  planes. 

Ce  cas  écarté,  on  voit  aisément  que  les  surfaces  du  faisceau 
vérifient  en  général  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre;  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux  suivant 
la  nature  de  ces  équations. 

M.  Broszat  parvient  ensuite  à  montier,  de  différentes  façons, 
qu'une  condition  nécessaire  consiste  en  ce  qu'une  certaine  sur- 
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face»  qu^il  apprend  à  déterminer,  doit  avoir  un  faisceau  de  lignes 
asymptoliques  reclilignes.  Il  forme  l'équalion  dilTérenlielle  des 
lignes  asymptoiiques  de  celte  surface  et  prouve  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  chercliée  est  que  trois  équations  indépen- 
dantes de  PfaflT  forment  un  système  inconditionnellement  inté- 
grable  :  les  conditions  pour  qu^il  en  soit  ainsi  sont  obtenues  sous 
forme  explicite.  Le  cas  particulier  où  les  deux  systèmes  «de  lignes 
asjmptotiqucs  sont  rectilignes  est  étudié  en  détail.  Enfin  le  cas  de 
la  sphère,  qui  conduite  la  célèbre  transformation  de  Soplius  Lie, 
fournit  une  intéressante  application.  J.  T. 


TnBODon  REYE.  —  Die  tiEoiiRtRiE  dër  Lage.  2v^eiic  Abteilung.  Vierte,  um- 
gearbeitete  und  vermehrle  Auflage.  fn-S",  vni-335  pages.  Stuttgart,  A. 
Krôner,  1907. 

C'est  avec  joie  que  nous  saluons  l'apparition  de  la  quatrième 
édition  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  Reje  sur  la  Géométrie  de 
position^  L'auteur  est  un  des  rares  savants  qui  sont  demeurés 
fidèles  aux  méthodes  dites  synthétiques.  Il  ne  cesse  d'améliorer 
son  Traité,  qui,  dès  le  début,  a  été  accueilli  avec  tant  de  faveur  et 
qui  s'inspire  des  idées  de  von  Staudt,  Mobius,  Chasles,  Cayley, 
Ci*emona,  Plucker,  etc.  A  diverses  reprises,  nous  avons  fait  cou-* 
naître  à  nos  lecteurs  et  le  plan  de  l'Ouvrage  et  les  Compléments 
qui  y  ont  été  apportés.  Dans  la  préface,  qu'il  a  écrite  pour  cette 
nouvelle  édition,  M.  Reye,  en  signalant  les  modifications  qu'il  a 
introduites,  se  loue  beaucoup  de  l'aide  qiie  lut  a  apportée  M-  le 
professeur  Jolies  de  Charloltenburg. 

Cette  seconde  Partie  est  consacrée,  comme  on  sait,  à  Tétude 
de  la  collinéation  et  de  la  corrélation  en  général;  à  la  génération 
des  surfaces  par  des  faisceaux  projectifs;  à  l'étude  des  surfaces  du 
second  degré,  des  cdngruences  et  des  complexes  linéaires,  du 
cylindroïde,  des  cubiques  gauches;  aux  surfaces  homofocales  du 
second  degré.  Un  supplément  étendu  comprend  un  grand  nombre 
de  théorèmes  et  d'exercices  de  grand  intérêt.  J.  G. 
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SERRET  (J.-A.).—  LBHRBUCIlDKn  DiFFERENTIAL-  UND  I>rrECRAL-RKCIINUNC, 

nach  Axel  Harnacks  Uebersetzung.  Dritte  Auflage  neu  bearbeitet  von 
GeorgScheffers.  Zweiier  Band  :  Intégral- Rechung.  In-8**,  viii-585  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1907. 

L'excellent  Traité  de  Serre t  que  nous  avons  entendu  professer 
dans  notre  jeunesse  poursuit  en  Allemagne  le  cours  de  ses  succès. 
A  la  vérilë,  chaque  édition  nous  le  présente  modifié  et  augmenté; 
mais  il  était  solidement  charpenté  et  fait  toujours  bonne  figure. 
Ce  Volume,  qui  contient  les  notions  élémentaires  sur  la  définition 
de  l'intégrale,  les  intégrales  de  fonctions  élémentaires,  la  théorie 
des  intégrales  définies,  la  théorie  des  intégrales  eulériennes,  les 
applications  analytiques  et  géométriques,  les  intégrales  multiples, 
les  fonctions  d'une  variable  complexe,  et  un  supplément  sur  les 
séries  de  Fourier,  est  toujours  à  recommander  aux  étudiants  qui 
désirent  acquérir  des  notions  précises  et  bien  ordonnées. 

D.  J. 


O.  RŒLGKE.  —  Ubber  die  Backlundsghe  transformation  der  FlXciien 
KONSTANTER  Krummung  (InauguraUDisscrtation  der  philosophisclien  Fa- 
kultât  der  Universitât  Greîfswald,  1907). 

La  transformation  des  surfaces  à  courbure  (otale  constante  due 
à  M.  Bianchi  a  été  étudiée  en  1880  par  Lie,  qui  s'est  proposé,  en 
particulier,  d'appliquer  une  transformation  analogue  au  système 
d'éléments  du  premier  ordre  formé  par  les  points  d'une  courbe  et 
les  plans  osculateurs  à  cette  courbe.  Un  peu  plus  tard,  la  transfor- 
mation de  M.  Bianchi  a  été  généralisée  par  M.  Bâcklund. 

M.  Rœicke  a  résolu,  pour  les  transformations  indiquées  par 
M.  Bâcklund,  le  problème  traité  par  Lie  pour  les  transformations 
de  M.  Bianchi  ;  il  a  même  étudié  un  problème  plus  général  en 
considérant  le  système  de  00*  éléments  du  premier  ordre  constitué 
en  associant  à  chaque  point  d'une  courbe  un  des  plans  tangents  en 
ce  point  ou,  suivant  la  terminologie  généralement  adoptée,  en 
considérant  une  mulliplicité  M}  quelconque.  Au  système  d'élé- 
ments considéré  correspondent  00*^  éléments  du  premier  ordre, 
M.  Rœicke  montre  comment  doivent  être  associés  ces  éléments 
pour  former  une  famille  de  multiplicités  M|  ;  il  étudie  ce  problème 
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d'une  manière  très  complète  dans  la  première  Partie  de  son  travail 
et  indique  un  grand  nombre  de  relations  entre  les  éléments  géo- 
métriques de  la  courbe  qui  supporte  la  multiplicité  donnée  et 
ceux  des  courbes  transformées. 

Dans  le  deuxième  Chapitre  de  sa  Thèse,  M.  Rœlcke  applique  les 
résultats  précédents  à  quelques  exemples  :  il  montre  notamment 
que  ces  résultats  comprennent  comme  cas  particulier  un  théorème 
de  M.  Bâcklund,  relatif  aux  transformations  des  courbes  à  torsion 
constante. 

Le  problème  de  la  transformation  des  surfaces  (ou  multi- 
plicités M^)  se  rattache  tout  naturellement  à  celui  de  la  trans- 
formation des  multiplicités  M { ,  puisqu'une  surface  peut  être 
considérée,  d^une  infinité  de  manières,  comme  l'ensemble  de  oo* 
multiplicités  M}.  A  une  surface  on  peut  faire  correspondre  x* 
multiplicités  M},  et  l'on  doit  rechercher  duns  quels  cas  il  est  pos- 
sible d'associer  ces  multiplicités,  de  façon  à  obtenir  oo*  nouvelles 
surfaces.  M.  Rœlcke  a  étudié  cette  question  ;  il  a  retrouvé  le 
résultat  bien  connu  :  les  courbures  totales  de  la  surface  donnée  et 
des  surfaces  transformées  sont  constantes  et  ont  la  même  valeur; 
les  lignes  asymptotiques  et  les  lignes  de  courbure  se  correspondent 
sur  ces  surfaces. 

M.  Rœlcke  généralise,  en  terminant,  la  transformation  indiquée 
par  M.  Bâcklund  :  au  lieu  de  considérer  deux  points  situés  à  une 
distance  donnée,  l'angle  des  plans  tangents  en  ces  deux  points 
restant  aussi  constant,  on  peut  imaginer  que  ces  quantités  varient 
en  satisfaisant  à  certaines  conditions.  Il  est  intéressant  de  remar- 
quer qu'aux  points  correspondants  de  deux  courbes  qui  supportent 
des  multiplicités  transformées,  constituées  par  l'ensemble  de  leurs 
plans  osculateurs,  la  torsion  a  la  même  valeur.       J.  Claihim. 


IIUGO  BUCHHOLZ.  —  Das  mechanischb  Potbntial  und  dib  Théorie 
DBR  FiGUR  DER  ËRUB  (Erster  Teii).  Leipzig,  Anibr.  Barth,  1908. 

Cet  Ouvrage,  inspiré  par  les  leçons  de  L.  BoItEmann,  est  une 
introduction  à  un  Traité  de  haute  Géodésie,  qui  fera  la  matière 
d'un  second  Volume;  l'auteur  comble  ainsi  une  lacune  de  la  litté- 
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rature  des  malhématiqnes  appliquées,  qui  ne  possédait  guère  sur 
les  sujets  qu'il  aborde  que  des  Traités  ou  fort  étendus  ou  un  peu 
anciens,  comme  ceux  de  Helmert  et  de  Clarke. 

M.  Buchholz,  considérant  le  potentiel  non  comme  une  entité, 
mais  comme  une  expression  analeptique  commode,  en  fait  dans  les 
huit  premiers  Cliapitres  une  exposition  classique  fort  détaillée  : 
Téqualion  de  Laplace  en  tous  sj^stèmes  de  coordonnées,  les  for> 
mules  de  Poisson,  de  Green,  de  Gauss  y  sont  démontrées,  soit 
directement,  soit  en  s'empruntant  leurs  résultats  mutuels,  et  le 
lecteur  saisit  ainsi  le  lien  étroit  qui  les  unit.  La  formule  de  Green 
n'est  point  présentée  comme  une  propriété  des  intégrales  mul- 
tiples, mais  l'auteur,  dont  la  préoccupation  est  de  rendre  les 
cboses  intuitives,  Ta  déduite  de  considérations  hydrodynamiques 
fort  simples. 

La  solution  de  Dirichlet 

qui  suppose  la  continuité  de  la  fonction  V  sur  la  surface  limite,  et 
cçUe  de  U  à  l'intérieur  de  la  surface,  à  l'exception  du  point  A,  est 
généralisée  et  étudiée  dans  le  cas  où  le  domaine  d'intégration  pré- 
sente des  discontinuités  superficielles,  linéaires  ou  ponctuelles, 
La  rechercUe  d'une  fonction /rendant  minimum  l'intégrale 


fim<m^^- 


et  qui  conduit  à  Téquatioa  de  Laplace,  est  exposée  d'après  une 
niélliode  due  à  Bollzmann,  qui  s'étend  au  cas  de  trois  variables, 
et  qui  ne  présuppose  pas,  comme  la  démonstration  de  Diriclilet, 
l'existence  même  du  minimum.  La  méthode  de  Bollzmann  procède 
de  la  détermination  de  fonctions  \]a,b  associées  à  chaque  sommet 
(a,  b)  d'un  quadrillage,  et  telles  que 

a  =  /«  b  ~  n 

5^  =  2   2  ("«.^+ »—"«.*>' 

soit  minimum,  les  valeurs  des  fonctions  u  étant  données  sur  les 
côtés  extrêmes  du  quadrillage. 

Les  deux  Chapitres  suivants  sont  consacrés  à  la  recherche  de  la 
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foQCtîon  polenlîelle  dans  un  ellipsoïde  el  à  raltraction  du  sph<^- 
roïde  de  Laplace  sur  un  point  qui  lui  est  extérieur. 

Les  considérations  géodésiques  commencent  au  onzième  Cha- 
pitre. 

La  théorie  du  potentiel  y  trouve  son  application  dans  Tétiide  de 
la  forme  de  la  Terre.  Les  résultats  relatifs  à  la  figure  d'équilibre 
d'un  fluide  incompressible  en  rotation  autour  d\in  axe  sont  expo- 
sés ;  on  y  trouve  établies  les  limites  qu'il  convient  d'assigner  à 
la  vitesse  angulaire  de  rotation  pour  que  les  figures  d'équilibre 
possibles  soient  ou  deux  ellipsoïdes  de  révolution  et  uu  ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux,  ou  bien  un  seul  ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux. Il  s'en  déduit  que  la  seule  forme  acceptable  pour  la  Terre 
est  l'ellipsoïde  de  révolution,  et  le  calcul  montre  un  accord  suffi- 
sant entre  la  valeur  de  l'aplatissement  terrestre,  tirée  des  considé- 
rations théoriques,  et  celle  que  fournit  l'observation. 

Les  derniers  Chapitres  sont  consacrés  aux  triangles  sphéroï- 
diques  (tracés  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  peu  aplati),  à  l'éva- 
luation de  l'erreur  commise  en  les  remplaçant  par  des  triangles 
sphériques,  puis  par  des  triangles  plans,  au  moyen  du  théorème 
de  Legendre  ;  à  l'établissement  de  l'équation  des  lignes  géodé- 
siques par  le  calcul  des  variations.  Et  des  exemples  numériques 
viennent  illustrer  la  théorie. 

M.  Buchholz  a  écrit  un  Livre  d'une  remarquable  clarté;  il  a 
voulu  éviter  tout  eflbrt  à  son  lecteur,  sacrifiant  la  concision  à  ce 
souci;  souvent,  plusieurs  d*hnonstrations  viennent  à  l'appui  d'une 
même  proposition,  et,  chaque  fois  qu'il  fut  possible,  l'auteur  a 
donné  des  interprétations  géométriques  ou  mécaniques  des  for- 
mules de  l'Analyse.  Armadîd  Lambert. 
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MÉLANGES. 


CORRESPONDANCE  ENTRE  LIOUVILLE  ET  DIRICHLET  ; 

Publiée  par  M.  J.  TANNERY. 
{Suite.) 

LIOUVILLE  A  DIRICHLET  ( «  ). 

Quand  vous  m'avez  adressé  votre  dernière  lettre,  j'étais  à  Toul  ; 
j'y  suis  encore  et  n'ai  pas  vu  par  conséquent  M.  Sleîner.  J'ap- 
prends avec  bien  du  plaisir  qu'il  va  passer  l'hiver  à  Paris  :  nous 
profilerons  de  celle  occasion  pour  le  prier  de  nous  communiquer 
les  trésors  de  sa  géométrie  :  il  apprendra  le  français  et  je  lâcherai 
de  me  mellre  un  peu  à  l'élude  de  l'allemand. 

Je  n'ai  pas  beaucoup  profilé  de  mes  vacances,  du  moins  scienli- 
fiquemcnt  parlant  :  la  politique  commence  en  efiel  à  nous  préoc- 
cuper beaucoup.  Toutefois,  je  vais  essayer  de  vous  donner  ici  une 
idée  de  quelques-unes  de  mes  nouvelles  recherches  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  en  séries  procédant  suivant  les  fonctions  V 

(^)  Ce  brouinon  de  leU.re  n'est  pas  daté;  on  peut  supposer  qu41  répond  à  la 
précédente  lettre  de  Diriclilet,  datée  du  3  février  i84i,  en  raison  de  ce  que  Liou- 
ville  dit  de  Sleiner  et  des  trésors  de  sa  géométrie.  C'est  l'expression  même  de 
Dirichlet.  La  phrase  «  il  va  passer  l'hiver  à  Paris  n  n'est  pas  incompatible  avec 
la  supposition  d'une  lettre  écrite  au  commencement  de  février. 

Je  n'ai  pas  la  prétention  d'éclaircir  cette  lettre;  elle  en  suppose  d'autres  qui 
sont  perdues.  Il  est  presque  inutile  de  dire  au  lecteur  qu'elle  se  rapporte  au 
même  ordre  d'idées  que  Liouville  a  développées  dans  les  trois  Mémoires  sur  le 
développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions  en  séries  dont  les  termes 
sont  assujettis  à  satisfaire  à  une  même  équation  différentielle  du  second 
ordre,  contenant  un  paramètre  variable,  insérés  dans  les  deux  premiers  Tomes 
du  Journal  de  Mathématiques  (t.  I,  p.  a53;  t.  II,  p.  i6  et  4i8)  et  dans  quelques 
autres  Notes  de  la  même  époque,  dont  une  en  collaboration  avec  Sturm.  Je  ne 
connais  pas  de  Mémoire  de  Liouville  sur  ce  sujet,  postérieur  à  1887. 
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ou  U.  Vous  savez  que  les  fonctions  U{,  U2,  . . .,  U/i,  . . .  dépendent 
de  Finlégration  des  équations 

-t aU  =  o    pour    ^  =  0,         -3 — h  H  U  =  o    pour    z  =  Z, 

Quand  l'indice  n  est  très  grand,  ces  équations  fournissent  aisé- 
ment des  valeurs  simples  et  très  approchées  de  p^,  et  de  U/,,  les- 
quelles contiendront  en  outre  tout  naturellement  tous  les  para- 
mètres que  l'on  voudra  introduire  dans  X,  A',  H'  :  je  puis,  par 
exemple,  admettre  dans  ces  trois  quantités  un  paramètre  positif  m 
avec  lequel  elles  seront  supposées  s'évanouir,  et  la  question  sera 
de  prouver  que,  pour  une  valeur  quelconque  de  m,  on  a 

l^nf     y^nf{z)dz 

¥{z,m)    ou    2 ^— z z=.f{x)dz: 

f   ^Uz 


cette  équation  a  évidemment  lieu  pour  m  =  o,  auquel  cas  U/i 
est  un  simple  cosinus;  il  s'agit  de  l'étendre  aux  autres  valeurs 
de  m. 

Je  vais  prouver  que,  si  l'équation  proposée  a  lieu  pour  une  cer- 
taine valeur  de  m  et  pour  une  fonction /(^)  quelconque,  elle  aura 
lieu  pour  d'autres  valeurs  de  m,  comprises  dans  un  certain  inter- 
valle que  l'on  peut  fixer. 

Considérons  l'équation 

.z 

[F(^,m)-/(^)]U«rf^  =  o. 


/ 


laquelle  a  lieu,  comme  on  sait,  quel  que  soit  /n,  puis  changeons  m 
en  m  -h  A/n  :  en  posant  F(s,  m)  — f{z)  =  ©,  il  viendra 
»z 

{<pAUn  -+-  UnAç  -f-  AU„ Ao)  dz  =  o. 


/ 


Mais,  si  la  valeur  de  m  jouit  de  la  propriété  énoncée  plus  haut 
et  exprimée  par  l'équation  <p  =  o,  il  viendra  simplement 

z  z 

f    U«A(p=-  r    AU,*A<pA5. 
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Dans  l'hypothèse  admise  [en  remplaçant /(5)  par  A^],  on  peut 
développer  Atp  en  série  sous  la  forme 


£ 


Z 

0 


en  désignant  par  y'  et  U'„  ce  que  y  et  U,,  deviennent  en  chan- 
geant 2  en  z'y  puis  posant 

\]\dz 


s. 


après  avoir  substitué  à  /  U^Aorfs  sa  valeur —  /  AU^^Aç'rf^', 
on  a  donc 

Ao=—  f   L^'ldz' . 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  de  /n  et  à  l'aide  d'une  valeur  appro- 
chée de  U//,  il  est  très  facile  de  prouver  que  la  série  Ç  est  conver- 
gente et  que  son  rapport  à  Am  ne  peut  surpasser  une  certaine 
limite  A,  en  sorte  que,  numériquement  parlant,  on  a  toujours 
Ç  <[  AAm.  Cela  étant,  soit  M  la  plus  grande  valeur  que  Af  puisse 
prendre  lorsque  z  croît  de  o  à  Z.  Le  second  membre  de  cette  der- 
nière équation  est  £MAZA/n;  mais,  d'un  autre  côté,  il  peut 
devenir  égal  à  M  :  on  a  donc 

M<MAZAm, 

d'où  résulte  M  =  o  et  par  suite  Acp  =  o,  F(>3,  m)  z=f(^z)^  toutes 
les  fois  que  le  produit  MA  Am  est  <;  i  :  par  exemple,  en  supposant 
2Ay=i,  on  voit  que  Ay  =  o  toutes  les  fois  que  A/w  est  <  y  : 
ainsi  l'équation  F (5,  m)  =/(z)  ayant  lieu  pour  m  =  o,  aura  lieu 
jusqu'à  m  =  y,  puis  jusqu'à  m=2Y,  /7i  =  3y,  ...,  c'est-à-dire 
aura  lieu  pour  m  quelconque.  c.  q.  f.  d. 

Cette  démonstration  suppose  démontrée  a /^rfort  la  convergence 
de  la  série  qui  exprime  A®;  mais  on  peut,  si  Ton  veut,  à  l'aide 
d'une  modification  très  légère,  prouver  à  la  fois  que  cette  conver- 
gence existe  et  que  Aç  =  o.  Au  reste,  j'aurais  beaucoup  d'autres 
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remarques  à  vous  transmettre  sur  ce  sujet;   mais   l'espace  me 

manque  :  ce  sera  pour  une  autre  fois. 

Tout  à  vous, 

J.  LIOUVILLE. 


DIRICHLET  A  LIOUVILLE. 

Mon  cher  LiouviLLK, 

Depuis  huit  jours  j'ai  voulu  chaque  jour  vous  écrire  pour  vous 
faire  part  de  la  perle  cruelle  que  nous  venons  de  faire,  mais  les 
occupations  nombreuses  qui  ont  été  naturellement  pour  moi  la 
suite  de  ce  funeste  événement  ne  m'en  ont  pas  laissé  le  temps. 
Quoique  je  sois  ainsi  devancé  par  les  journaux  qui  cette  fois  mal- 
heureusement ont  dit  vrai,  je  me  hâte  de  répondre  à  votre  lettre 
que  je  reçois  à  l'instant,  et  de  vous  donner  quelques  détails  sur 
les  derniers  moments  de  notre  illustre  ami.  Lorsqu'il  revint,  vers 
le  20  janvier,  de  Gotha  où  il  venait  de  passer  quelques  semaines 
dans  sa  famille  et  où  il  avait  été  atteint  de  la  grippe,  —  nous  le 
trouvâmes  bien  changé,  sans  toutefois  concevoir  une  inquiétude 
sérieuse.  Des  bains  de  vapeur  que  son  médecin  lui  prescrivit 
parurent  lui  faire  beaucoup  de  bien  et,  comme  il  se  remettait  au 
travail  avec  son  ardeur  ordinaire,  je  me  flattais  de  l'espoir  que  la 
belle  saison,  qu'il  se  proposait  de  passer  à  la  campagne,  ferait  le 
reste  et  le  rétablirait  autant  du  moins  qu'il  pouvait  être  rétabli, 
le  diabète  dont  il  était  atteint  depuis  plus  de  huit  ans  étant  mal- 
heureusement une  maladie  incurable.  Le  mardi  1 1  février,  il  vint 
dîner  chez  moi;  après  le  dîner,  nous  passâmes  dans  mon  cabinet, 
où  nous  eûmes  une  de  ces  délicieuses  conversations  mathéma- 
tiques que  je  regretterai  éternellement.  En  se  retirant  vers  9  heures, 
il  me  recommanda  de  ne  pas  manquer  à  la  séance  de  l'Académie 
du  jeudi  suivant,  dans  laquelle  il  voulait  faire  une  communication 
sur  l'orbite  de  Sirius,  déterminée  d'après  les  observations  de 
Bessel  et  Peters.  Ce  fut  là  sa  deruière  sortie.  Ne  l'ayant  pas  trouvé 
le  surlendemain  à  l'Académie,  je  me  rendis  chez  lui  le  vendredi 
matin  et  j'appris  qu'il  avait  été  pris  de  la  fièvre  le  soir  même  où  il 
m'avait  quitté.  Ce  jour-là,  il  avait  encore  la  télé  assez  libre  pour 
pouvoir  causer  mathématiques  pendant  plus  d'une  heure;  le  soir 
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il  lomba  dans  un  assoupissement  qui  ne  fut  plus  interrompu  que 
par  des  intervalles  de  lucidité  très  courts;  le  lundi  ses  médecins 
reconnurent  qu'il  était  atteint  de  la  petite  vérole,  le  mardi  à 
1 1  heures  |,  huit  jours  après  les  premiers  symptômes  de  la  mala- 
die, cette  puissante  intelligence  s'éteignit  sans  douleur. 

M.  Jacobi  laisse  une  nombreuse  famille,  une  veuve  et  sept 
enfants,  dont  l'aîné  n'a  que  18  ans,  n'ayant  d'autre  ressource 
qu'une  chétive  pension  de  i4oo  à  1600  francs.  Espérons  que  la 
proposition  que  nous  avons  faite  hier  à  l'Académie,  et  que  l'Aca- 
démie a  adoptée  à  l'unanimité,  ne  restera  pas  sans  eflet  et  que 
l'état  se  chargera  de  pourvoir  aux  besoins  de  la  famille  d'un  homme 
qui  a  honoré  notre  pays  par  ses  brillantes  découvertes  et  donné 
une  si  puissante  impulsion  à  l'étude  des  sciences  mathématiques 
parmi  nous. 

En  attendant  que  le  gouvernement  fasse  son  devoir,  les  amis  de 
l'illustre  géomètre  et  ceux  de  ses  élèves  qui  sont  favorisés  sous  le 
rapport  de  la  fortune,  ont  cru  faire  le  leur,  en  pensant  au  plus 
pressant  et  en  réunissant  les  fonds  nécessaires  pour  que  le  fils  aîné 
de  notre  illustre  ami  puisse  se  livrer  pendant  3  ou  4  ^ns  à  ses 
éludes  universitaires.  Je  n'ai  pas  besoin  de  vous  dire  que  c'est  la  un 
détail  tout  confidentiel,  que  je  ne  vous  donne  que  parce  que  voire 
attachement  pour  notre  excellent  ami  vous  donne  le  droit  d'être 
instruit  de  toules  les  circonstances  qui  le  concernent  lui  et  sa 
famille. 

Ayez  la  bonté  de  faire  part  à  votre  Académie  (*)  de  la  perle 
douloureuse  qu'elle  vient  de  faire.  Je  voulais  le  faire  moi-même 
au  nom  de  Madame  Jacobi,  mais  je  n'ai  plus  le  temps  d'écrire 
aujourd'hui  une  nouvelle  lettre  et  demain  ma  lettre  n'arriverait 
plus  avant  la  prochaine  séance. 

Excusez  te  désordre  de  cette  lettre  et  rappelez  moi  au  souvenir 
de  Madame  Liouville  ainsi  qu'à  celui  de  nos  amis  Mrs  Chasles, 
Poncelet,  Sturm  et  Lamé. 

Votre  dévoué 

DIRIGHLET. 

Berlin,  ce  28  fév.  i85i. 

(1)  La  mort  de  Jacobi  avait  été  annoncée  à  l'Académie  par  Arago,  le  a5  février, 
d'après  un  article  du  Moniteur  du  même  jour;  le  lundi  suivant,  Arago  confirma 
la  nouvelle,  en  ajoutant  quelques  mots  sur  la  maladie  qui  avait  emporté  Jacobi  et 
sur  la  situation  précaire  de  sa  famille  {Comptes  rendus,  t.  XXXII,  p.  261  et  3i3). 
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UOUVILLE  A  DIRICHLET. 

Paris,  10  février  i853. 
Cher  et  excellent  ami, 

Vous  connaissez  déjà  M.  Holmgren,  qui  vous  remettra  celle 
lellre,  et  qui  restera  quelque  temps  à  Berlin  avant  de  retourner  en 
Suède.  Je  fais  de  M.  Holmgren  beaucoup  de  cas  :  c^est  un  bon 
géomètre,  un  homme  d^esprit  et,  ce  qui  est  mieux  encore,  un 
Iiomme  d^1n  caractère  solide.  Il  vous  donnera  quelques  nouvelles 

de  notre  Académie,  où  les ont  remplacé  le  Libri,  et  il  vous 

dira  que  je  continue  à  remplir  consciencieusement  mes  devoirs, 
n'ayant  guère  peur  de  ces  gens  de  mauvaise  compagnie  et  de 
méchant  cœur,  mes  anciens  élèves,  hélas!  et  que  je  n'ai  que  trop 
aidés  quand  ils  élaient  gelés  et  faibles.  Ils  se  sont  réchauffés  depuis 
comme  le  serpent  de  La  Fonlaine.  Mais  vous  savez  que  je  crois 
en  Dieu,  ne  craignez  donc  rien  pour  moi  —  J'ai  épuisé,  cher  et 
excellent  ami,  la  coupe  amère  de  la  douleur,  le  jour  où  j'ai  perdu  mon 
pauvre  père,  que  vous  avez  vu,  auquel  vous  avez  même,  je  crois, 
rendu  visite,  à  TouL  Ce  père  au  dessus  de  tout  éloge,  qui  faisait 
la  moitié  de  ma  vie,  et  la  moitié  de  la  vie  de  mon  frère,  est  mort 
le  25  avril  dernier.  J'aurais  dû  peut-être  vous  écrire  alors;  je  ne 
l'ai  pas  fait,  et  je  n'ai  été  que  [trop]  souvent  négligeant  envers 
vous.  Mais  M.  Holmgren  vous  dira  que,  si  je  n'écris  pas,  je  parle; 
que  votre  nom  est  sans  cesse  prononcé  par  moi,  que  vos  ouvrages 
sont  toujours  cités  dans  mes  cours,  comme  les  vrais  ouvrages  clas- 
siques, enûn  que  je  conserve  toute  l'amitié  dont  vous  m'avez  vu 
animé  pour  vous  quand  j'ai  eu  le  bonheur  de  vous  voir  à  Paris 
en  1839. 

Que  devient  la  famille  de  noire  Jacobi?  Que  fait-on  pour  elle? 
Que  devient  (')  la  publication  de  ses  ouvrages?  Y  a  t-il  quelque 

.  Quand  pourrai-je  vous  serrer  la  main  ? 
Que  de  choses  j'aurais  à  vous  dire! 

Adieu,  cher  el  excellent  ami. 

Votre  tout  dévoué, 

J.  L. 
(')  Ces  deux  mois  sont  barres. 
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P.  S.  Madame  Liouville  prétend  que  vous  lui  avez  promis 
autrefois  de  revenir  en  France  avec  Madame  Dirichlet.  Venez 
donc,  venez  donc.  Vous  verriez  en  France,  à  l'Observatoire,  ua 
grand  et  beau  jeune  homme,  qu'on  appelle  Ernest  Liouville. 

Il  était  à  Toul,  quand  vous  avez  mis  une  carte  chez  mon  père,  il 
avait  cinq  ans  et  se  souvient  d'avoir  lu  votre  carte. 

Mes  respects  à  Madame  Dirichlet.  Mais  faites  donc  le  voyage 
promis. 


DIRICHLET  A  LIOUVILLE  0). 

Ghëa  et  excellent  ami, 

Admirant,  comme  je  le  fais,  vos  belles  productions  et  votre 
talent  vraiment  inépuisable,  et  n'appréciant  pas  moins  la  noblesse 
de  votre  caractère,  qui  vous  fait  prendre  la  défense  de  tout  ce  qui 
est  vrai  et  généreux,  j'ai  éprouvé  une  satisfaction  bien  vive  lorsque 
par  la  lettre  que  notre  ami  Holmgren  m'a  apportée  de  votre  part, 
j'ai  acquis  la  certitude  que  vous  me  conservez  toujours  l'amitié 
dont  vous  me  donnâtes  jadis  tant  de  preuves  lors  de  mon  séjour  à 
Paris.  Je  n'aurais  certainement  pas  tardé  jusqu'à  présent  à  vous 
remercier  de  vos  sentiments  pour  moi  si  malheureusement  je 
n'avais  été  accablé  cet  hiver  de  tant  de  cours  et  d'autres  occupa- 
tions indispensables  que  je  n'avais  aucun  instant  dont  je  pusse 
disposer  à  mon  gré.  Je  m'en  consolais  en  me  promettant  bien  de 
me  dédommager  de  cet  assujettissement  dès  que  les  vacances 
seraient  venues  mais  en  cela  j'avais  compté  sans  l'hôte  ou  plutôt 
sans  la  grippe  à  laquelle  j'ai  eu  à  paver  mon  tribut  comme  tout  le 
monde  dans  ce  pays,  grâce  à  l'inversion  qui  s'est  exercée  (?)  celle 
année  entre  les  saisons,  l'hiver  ayant  succédé  au  printemps.  Quoi- 
qu*à  peine  remis  je  ne  puis  pas  différer  plus  longtemps  de  vous 
adresser  ces  quelques  lignes,  deux  jeunes  Anglais  auxquels  j'avais 
promis  de  les  introduire  auprèsdevousetqui  jusqu'à présentavaîent 
l'intention  de  passer  encore  une  partie  de  l'été  avec  nous,m*ayant 

(*)  Celle  lettre  n'est  pus  datée;  mais  la  mention  de  la  lettre  apportée  par 
Holmgren  ne  laisse  guère  de  doute  sur  sa  place. 
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annoncé  hier  soir  quMls  avaient  changé  d'avis  et  qu^ils  partaient  dès 
demain  pour  Paris.  L'aîné  de  ces  deux  jeunes  gens  que  je  recom- 
mande vivement  à  votre  bon  accueil,  M.  le  doct.  Hirst,  a  étudié  les 
mathématiques  en  Â.llemagne  et  ne  fera  à  Paris  qu'un  séjour  assez 
court,  ayant  accepté  en  Angleterre  une  chaire  de  mathématiques 
dont  il  aura  à  exercer  les  fonctions  au  mois  de  juin  prochain.  Son 
jeune  ami  M.  Dickinson,  qui  est  moins  avancé  dans  ses  études, 
a  le  projet  de  suivre  à  Paris  les  cours  de  la  Sorbonne  et  du  collège 
de  France.  Comme  il  est  très  peu  familiarisé  avec  la  langue  fran- 
çaise, il  pourrait  mettre  à  profit  les  5  ou  6  mois  qui  nous  séparent 
de  l'époque  où  les  cours  commencent  chez  vous,  pour  bien 
apprendre  votre  langue.  Il  a  appris  l'allemand  en  très  peu  de 
temps  en  entrant  comme  pensionnaire  dans  une  maison  bourgeoise. 
Peut-être  votre  bienveillante  intervention  pourrait-elle  lui  fournir 
l'occasion  d'user  du  même  moyen  pour  l'étude  du  français. 

Veuillez  présenter  mes  hommages  respectueux  à  Madame  Liou- 
ville  et  la  remercier  en  mon  nom  de  ce  qu'elle  veut  bien  se  sou- 
venir qu'elle  m'a  autrefois  engagé  à  venir  à  Paris  avec  Mad.Dirich- 
let.  Nous  avons  toujours  ce  projet,  mais  je  vous  avoue  franchement 
qu'il  me  serait  trop  pénible  de  revoir  la  France  dans  Tétat  actuel 
des  affaires  publiques.  En  attendant  ne  pourrions-nous  pas  nous 
voir  ailleurs?  Dites-moi  s'il  vous  plaît,  quels  projets  vous  avez 
pour  les  vacances  prochaines.  Nous  trouverons  peut-être  moyen 
de  convenir  d'un  rendez-vous  à  portée  des  uns  et  des  autres.  J'ai 
été  interrompu  trois  fois  dans  cette  lettre;  comme  je  dois  l'envoyer 
à  mes  amis  anglais  ce  soir  même,  il  faut  que  je  la  termine  telle 
quelle. 

Votre  dévoué 

DIRICHLET. 
{A  suivre.) 
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RUDIO  (F.).  —  Drr  Bbricht  dbs  Simplicius  ubrr  die  Quadraturex  des 
Antipiion  UNO  DKS  IIippoKRATES.  Grieciiiscli  und  deutsclie  von  F.  R.  mit 
einem  historischen  Erlâuterungsberichte  aU  Einleitung,  in  Anhange 
ergiinzende  Urkunden,  verbunden  durch  eine  Ùbersicht  Qber  die  Ges- 
chichte  des  Problems  von  der  Kreisquadratur  vor  Eukiid,  mit  11  Figuren 
im  Tcxi.  —  Urkunden  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertume, 
1.  Heft.  I  volume  in-rS,  i\-i8o  pages.  Leipzig,  Teubner,  1907. 

Voici  le  premier  Cahier  d^une  série  qui  semble  devoir  être  1res 
intéressante.  Le  litre  général.  Sources  pour  V histoire  des  Mathé- 
matiques dans  V antiquité,  dit  assez  son  objet  :  les  textes,  publiés 
d^une  façon  aussi  correcte  que  possible,  sont  accompagnés  d^une 
traduction,  des  principaux  renseignements  historiques,  philolo- 
giques, bibliographiques,  d'un  lexique  de  la  langue  de  l'auteur,  etc. 
Cette  publication  intéressera  donc  à  la  fois  les  mathématiciens  et 
les  philologues.  M.  Kudio  comptait  l'entreprendre  avec  Wilhelm 
Schmidt,  l'éditeur  de  Héron,  qui  en  a  eu  la  première  idée.  Schmidt 
est  mort  en  igoS,  à  ^'i.  ans. 

Ce  premier  cahier  contient  la  relation  de  Simplicius  sur  les 
quadratures  d'Antiphon  et  d'Hippocrate.  Le  texte  grec  est,  sauf 
quelques  changements  qui  sont  soigneusement  signalés,  celui  qu'a 
donné  M.  Diels  dans  le  neuvième  Volume  des  Commentaires  grecs 
sur  A  ris  to  te  que  publie  l'Académie  de  Berlin  (*).  M.  Rudio  a, 
d'ailleurs,  dédié  son  travail  à  M.  Diels.  La  traduction  allemande 
est  aussi  littérale  que  possible. 

Simplicius  a  vécu  dans  la  première  moitié  dû  sixième  siècle  de 
notre  ère.  Il  a  commente  Arislote.  La  sjmpathie  qui,  d'ailleurs, 
permet  souvent  de  mieux  pénétrer  les  œuvres  et  les  hommes, 
semble  s'éveiller  naturellement  chez  M.  Rudio  pour  ceux  qu'il 
étudie  :  il  tient  à  nous  montrer,  en  détail,  l'estime  où  les  philo- 

(  '  )  Simplicii  in  Aristotelis  physicoruni  Ubros  quatuor  priores  Commentaria. 
Berlin,  i883. 

Bull,  des  Sciences  niathéni.,  2*  série,  l,  XXXII.  (Avril  1908.)  7 
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soplies  ont  lenu  Simplicius  et  à  le  venger  du  mépris  que  quelques 
malhématiciens  ont  affecté  à  son  égard  ;  il  met  très  haut  le  sophiste 
Antiphon  et  le  mathématicien  Hippocrate,  qui  ont  vécu  dans  le 
cinquième  siècle  avant  notre  ère,  et  que  Simplicius  a  beaucoup 
contribué  à  nous  faire  connaître. 

L'origine  de  la  Relation  de  Simplicius  est  dans  une  phrase 
d'Aristole  :  Réfuter  la  quadrature  du  cercle  par  les  segments, 
dit  ce  dernier,  c'est  V affaire  d^un  géomètre  ;  ce  n'est  pas  V af- 
faire d^ un  géomètre  que  de  réfuter  la  quadrature  d* Antiphon. 
Cette  petite  phrase  nous  a  valu  une  vingtaine  de  pages,  singuliè- 
rement précieuses,  moins  par  l'explication,  d'ailleurs  un  peu 
incomplète,  qu'elles  nous  donnent  de  la  pensée  d'Aristote,  que  par 
les  renseignements  historiques  dont  cette  explication  est  l'occasion. 
Simplicius  avait  à  sa  disposition  deux  documents  de  très  inégale 
valeur:  \es  Commentaires  t\'A\eyiznàvQ  d'Aphrodisias  sur  Arislote 
et  V Histoire  de  la  Géométrie  d'Eudème  de  Rhodes.  Alexandre 
vivait  vers  l'an  200  de  notre  ère  ;  Eudème  a  été  un  disciple  direct 
d'Aristote,  et  le  long  fragment  que  nous  a  conservé  Simplicius,  où 
Eudème  ex))[ique  les  trois  quadratures  de  lunules,  la  quadrature 
de  la  somme  d'un  cercle  et  d'une  lunule  qu'on  doit  à  Hippocrate 
est  extrêmement  intéressant,  a  Dans  une  excellente  intention  », 
nous  dit  M.  Kudio,  Simplicius  a  ajouté  çà  et  là  au  texte  d'Eudème 
des  explications  qui  n'étaient  pas  très  nécessaires  et  qui  nous 
montrent  seulement  qu'il  avait  étudié  Euclide.  Débrouiller  ces 
intercalations,  donner,  sur  tous  les  points,  une  interprétation  sûre 
du  texte  d'Eudème  et  de  Simplicius,  n'était  pas  une  petite  affaire, 
et  il  a  fallu  les  efforts  de  Bretschneider,  d'Allman,  de  Diels, 
d'Usener,  de  Tannerj  et  de  Heiberg,  pour  en  venir  à  bout; 
M.  Rudlo  a  pu  employer  des  caractères  différents  pour  la  partie 
du  texte  qu'on  doit  attribuer  à  Eudème  et  pour  les  interpola- 
tions de  Simplicius. 

Que  voulait  dire  Aristote?  Ce  qui  regarde  Antiphon  est  assez 
clair  :  Antiphon  partait  d'un  polygone  inscrit  dans  le  cercle, 
doublait  le  nombre  des  côtés,  etc.  ;  d'après  lui,  ou  d'après  ce  qu'on 
lui  prête,  le  polygone  finissait  par  se  confondre  avec  le  cercle. 
Aristote,  quoiqu'il  ait  soutenu  en  Métaphysique  qu'il  fallait  bien 
s'arrêter  quelque  part,  était  assez  géomètre  pour  savoir  que,  dans 
ce  cas-là,  il  n'y  a  pas  moyen  de  s'arrêter,  et  que  l'assertion  d'An- 
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liplion  est  contradicloîre  avec  les  concepts  géométriques  de  la 
ligne  droite  et  du  cercle  :  un  géomètre  n'a  pas  à  discuter  la  qua- 
drature d'Antiphon.  Antiphon  avait-il  eu,  au  contraire,  une  vue 
juste  et  profonde,  qu'on  a  fini  par  mal  comprendre,  et  la  mé- 
thode d'exhaustion  qu'il  aurait  inventée  doit-elle,  comme  le  veut 
M.  Rudio,  lui  assurer  une  place  d'honneur  parmi  les  fondateurs 
du  Calcul  infinitésimal?  C'est  ce  qu'il  me  semble  malaisé  de 
décider.  Antiphon  ne  paraît  pas  avoir  été  un  professionnel  de  la 
Géométrie  ;  c'était,  peut-être,  un  intuitif.  11  n'est  pas  nécessaire 
de  remonter  jusqu'à  lui  pour  rencontrer  des  doctrines  pareilles  à 
celle  qu'il  aurait  soutenue.  Je  me  rappelle  fort  bien  avoir  entendu, 
dans  ma  jeunesse,  expliquer  comme  quoi  une  quantité  infiniment 
petite  n'est  autre  chose  qu'une  quantité  assez  petite  pour  qu'on  ne 
puisse  pas  l'imaginer  du  tout.  Si  même  les  vues  d'Antiphon  étaient 
mélangées  d'erreur,  elles  étaient  assurément  fécondes.  L'erreur 
a  joué  un  rôle  dans  la  façon  dont  la  Science  s'est  constituée. 
Hermite  soutenait  volontiers  que  ce  rôle  est  très  beau. 

Mais  comment  faut-il  entendre  cette  quadrature  par  les  seg- 
ments qu'il  appartient  aux  géomètres  de  réfuter?  Simplicius  a 
conjecturé  qu'Aristote  pouvait  penser  à  ces  quadratures  au  moyen 
des  lunules  qu'Hippocrate  de  Chio  a  trouvées;  cl,  en  efiet,  dit-il, 
une  lunule  est  un  segment  (T{i.9!{jLa)  de  cercle.  JNl.  Rudio  apporte, 
d'ailleurs,  des  raisons  sérieuses  pour  croire  que  le  sens  du  mot 
T|jLf/^.a  n'est  pas  toujours  réservé,  chez  les  géomètres  grecs,  à 
l'espace  compris  entre  l'arc  et  la  corde.  L'opinion  de  Simplicius 
est  d'autant  plus  vraisemblable  que  les  recherches  d'Hippocrate 
avaient  sans  doute  la  quadrature  du  cercle  pour  but,  et  que  des 
gens,  insuffisamment  versés  dans  la  Géométrie,  ont  pu  croire  qu'il 
avait  résolu  ce  problème.  Les  raisonnements  d'Hippocrate  sont 
bien  d'un  géomètre,  et  il  appartient,  par  conséquent,  à  un  géo- 
mètre de  les  réfuter,  ou  plutôt  d'en  réfuter  les  consé(|ucnccs  fau- 
tives ou  les  extensions  qu'on  en  a  tirées.  Si  c'est  à  Hippocrate 
qu'Ariatote  pensait,  en  parlant  de  la  quadrature  par  les  segments, 
on  peut  accuser  Aristote  d'avoir  attribué  ces  conséquences  à 
Hippocrate  et,  alors,  M.  Rudio  a  bien  le  droit  d'estimer  qu'Aris- 
tote n'a  pas  plus  compris  Antiphon  qu'Hippocrate.  Mais,  du 
moment  qu'Hippocrate  n'est  pas  nommé  dans  la  phrase  d'Aristole, 
on  ne  peut  rien  conclure  avec  certitude. 


Digitized  by 


Google 


loo  IMIËMIËUI*   rAUTlË. 

Quoi  qu^il  en  soil,  la  conjecUire  de  Simpliciiis  (*)  a  été  fort 
heureuse,  puisqu'elle  nous  a  valu  la  conservation  du  lexle  d'Eu- 
dème  et  la  connaissance  des  recherches  d'Hippocrate.  M.  Rudio 
fait  ressortir  fortement  diverses  conséquences  de  ce  texte:  Il  est 
impossible  qu^Hippocrate  ait  cru  réaliser  la  quadrature  du  cercle  ; 
ses  raisonnements  sont  excellents  et  ses  façons  de  parler  très  cor- 
rectes. Dans  la  quatrième  proposition  d'Hippocratc,  qu'Arislote, 
à  la  rigueur,  pourrait  eu  avoir  en  vue  (*),  c'est  Tensemble  d'un 
cercle  et  d'une  certaine  lunule  qui  est  donné  comme  équivalent  à 
un  polygone. 

Quant  à  la  construction,  fort  ingénieuse,  .des  trois  sortes  de 
lunules  quarrables  que  considère  Hippocrate,  elle  est  l'œuvre  d'un 
géomètre  très  fin.  Elle  suffirait  assurément  pour  qu'on  se  dé- 
fendît d'attribuer  à  Hippocrate  la  quadrature  erronée  que  nous  a 
transmise  Alexandre  d'Aphrodisias  ;  mais  il  résulte  clairement 
du  texte  d'Eudème  que  ce  dernier  nous  a  conservé  toutes  les 
recherches  d'Hippocrate  sur  le  sujet  ('). 

M.  Rudio  estime  que  Simplicius  domine  parfaitement  le  sujet 
qu'il  a  exposé.  Il  y  a,  sans  doute,  une  phrase  un  peu  malheureuse 
d'où  l'on  pourrait  induire  que  Simplicius  a  attribué  aux  quadra- 
tures d'Hippocrate  plus  de  généralité  qu'elles  n'en  ont  en  réalité  ; 
mais  M.  Rudio  donne  de  bonnes  raisons  pour  interpréter  cette 
phrase  dans  le  bon  sens,  et  j'espère  qu'après  lui  les  mathéma- 
ticiens n'auront  plus  pour  son  auteur  que  de  la  reconnaissance, 
sans  mélange  de  dédain. 

Je  me  trouve  avoir  analysé  une  partie  de  l'Introduction  que 
M.  Rudio  a  placée  avant  le  texte  de  Simplicius.  Il  a  fait  suivre  ce 
texte  d'une  histoire  de  la  quadrature  du  cercle,  où  l'on  trouvera, 
en  particulier,  de  nouveaux  renseignements  et  d'importantes  cita- 
tions concernant  Hippocrate  et  Antiphon.  Elle  se  termine  par 
quelques  pages  fort  intéressantes  sur  la  quadratrice  d'Hippias. 

(*)  Elle  a  été  émise  aussi  par  un  autre  cominenlalcur  d'Arîslotei  Johanoes 
PhilopOQUs,  contemporain  de  Simplicius,  dont  M.  Rudio  cite  d'intéressants 
passages. 

(^}  Il  a  fait  allusion  ailleurs  à  celle  proposition  ;  voir  la  Géométrie  grecque,..^ 
de  Paul  Tannery,  p.  ii/|. 

(')  On  ne  doit  donc  pas  attribuer  à  Hippocrate  la  proposition  bien  connue  sur 
les  deux  lunules  décrites  sur  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  dont  la  somme 
équivaut  au  triangle.  Cette  proposition  toutefois,  dans  le  cas  où  le  triangle  rec- 
tangle est  isoscéle,  contient  la  première  quadrature  d'IIippocralc. 
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Enfin,  M.  Rtidio  a  donné  un  lexique  dëlaîllé  des  termes  employés 
par  Simplicius.  Ce  lexique,  qui  remplit  55  pages,  sera  particuliè- 
rement précieux  aux  mathématiciens  qui  savent  assez  le  grec  pour 
étudier  le  texte  de  près  ;  je  crois  bien  qu'ils  y  trouveront  tous  les 
renseignements  désirables.  J.  T. 


DANTSCHER  (V.  von).  —  Vorlbsungen  uber  dik  Weibrstrassschr 
Thbohie  der  IRRATIONALEN  Zaulen.  I  volume  in-8,  vi>79  pages.  Leipzig, 
Teubner,  1908. 

L'exposé  de  la  doctrine  de  Weierstrass  sur  les  nombres  irra- 
tionnels que  publie  M.  von  Dantscher  est  clair  et  détaillé  ;  Fauteur 
l'a  écrit  en  vue  des  étudiants  en  Mathématiques  qui,  lorsqu'ils 
entrent  à  TUniversité,  veulent  se  rendre  maîtres  de  cetle  doctrine 
et  être  capables  de  la  manier.  Aucune  exposition  de  cette  doctrine 
n'a  été  faile  sous  la  direction  de  Weierstrass  lui-même  (*).  Celle 
de  M.  von  Dantscher  repose  sur  les  leçons  qu'a  faites  Weierstrass 
dans  le  semestre  d'été  1872,  leçons  que  l'auteur  a  suivies,  et  sur 
un  cours  ultérieur  (1884)  ;  l'auteur  a  pris  grand  soin  de  marquer 
ce  qui  appartient  en  propre  à  Weierstrass  ;  mais  c'est  une  expo- 
sition personnelle  qu'il  a  voulu  donner,  non  une  reproduction  des 
notes  prises  au  cours  du  maître. 

Weierstrass  attachait  une  grande  importance  à  sa  théorie  des 
nombres  irrationnels,  qui  contribuait  assurément  à  mettre  de 
l'unité  dans  sa  conception  de  l'Analyse.  (3ette  théorie  est,  je  crois, 
peu  connue  en  France.  Je  demanderai  la  permission  d'en  dire 
deux  mots  ici,  à  l'occasion  du  livre  de  M.  von  Dantscher,  en  ren- 
voyant le  lecteur,  pour  le  développement  et  les  détails,  à  ce  livre, 
ainsi  qu'au  bel  article  de  MM.  Pringsheim  et  Molk,  dans  Tédilion 
française  de  Y E ncyclopédie  des  Mathématiques ,  sur  les  nombres 
irrationnels  et  la  notion  de  limite. 

Dans  la  théorie  de  M.  Méray,  retrouvée  un  peu  plus  tard  par 
Heine,  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  est  déterminé  par  une 
suite  de  nombres  rationnels  ^i,  112^  • . .,  ////,  .  • .  telle  que  la  diifé- 

(*)  Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  t.  I,  vol.  I,  p.  i5o. 
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rence  //«  —  iip  soil  aussi  petite  qu'on  le  veut,  en  valeur  absolue, 
pourvu  que  n  et  p  soient  surOsamment  grands  ;  dans  la  doctrine 
de  M.  Dedekind,  il  est  défini  par  une  coupure  ;  dans  la  théorie  de 
W  eierstrass,  il  est  défini  par  un  agrégat  de  nombres  rationnels, 
dont  on  démontre  qu'il  jouit  des  propriétés  d'une  somme.  Je 
remarque  tout  d'abord  (|ue  les  trois  définitions,  quand  il  s'agit 
d'un  nombre  irrationnel,  définissent  plutôt,  si  l'on  me  permet  de 
m'exprimer  ainsi,  une  détermination  du  nombre  que  ce  nombre 
lui-même  ;  cet  inconvénient,  que  je  ne  saurais  d'ailleurs  mieux 
préciser,  est  dans  la  nature  dos  choses,  ou  de  notre  esprit,  et  il 
n'enlève  rien  à  la  rigueur  des  développements.  Il  me  semble  que 
la  définition  qu'on  doit  à  M.  Dedekind  oflre  plusieurs  avantages 
sur  les  deux  autres;  d'abord,  elle  détermine  immédiatement  le 
nombre  irrationnel  d'une  façon  univoque.  Dans  cette  définition. 
In  question  de  l'égalité  ne  se  pose  pas  :  deux  nombres  irrationnels 
égaux  sont  le  même  nombre  ;  ils  résultent  d'une  même  coupure. 
M.  Rléray  et  Weierslrass  sont  obligés  de  définir  ce  que  sont 
deux  nombres  irrationnels  égaux.  Sans  doule,  leurs  définitions 
se  reirouveront,  d'une  façon  nécessaire,  dans  n'importe  quelle 
exposition,  à  litre  de  théorèmes,  mais  la  conception  de  M.  De- 
dekind me  paraît  éclairer  plus  immédiatement  la  nature  du  nombre 
irrationnel.  Dans  cette  conception  aussi,  la  comparaison  de  deux 
nombres,  la  notion  de  plus  grand  et  de  plus  petit  sont  immédiates. 
Enfin,  la  distinction  entre  le  nombre  irrationnel  et  le  nombre 
rationnel  apparaît  encore  immédiatement,  puisque  les  deux  classes 
de  nombres  rationnels  que  sépare  la  coupure  n'ont  pas  le  même 
caractère,  suivant  qu'on  a  aflaire  à  un  nombre  rationnel  ou  a  un 
nombre  irrationnel  ;  au  contraire,  la  définition  d'un  nombre  par 
une  suite,  ou  un  agrégat  de  nombres  rationnels,  ne  contient  pas, 
en  elle-même,  une  pareille  distinction  ;  c'est  par  une  étude  ulté- 
rieure de  chaque  suite,  ou  de  chaque  agrégat,  qu'on  devra 
reconnaître  si  l'on  a,  ou  non,  aOaire  à  un  nombre  irrationnel. 
Il  faut  bien  avouer,  d'ailleurs,  que  le  nombre  de  cas  où  la  défi- 
nition de  M.  Dedekind  permet  de  trancher  facilement  cette  ques- 
tion est  assez  restreint. 

Il  semble  que,  en  France  au  moins,  la  définition  de  M.  Méray 
ait  séduit  davantage  la  plupart  des  professeurs,  et  cela  lient 
peut-être  à  ce  qu'elle  plaçait  au  début  une  idée   (jui   leur  était 
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familière,  celle  de  suile;  les  raisonnements  et  les  calculs  qu'elle 
implique  pour  se  développer  sont  de  la  nature  de  ceux  auxquels 
on  était  habitué;  pour  se  Tassimiler,  il  n'y  avait  qu'un  effort  h 
faire  :  accepter  comme  définition  d'une  suite  ajant  une  limite  la 
règle  donnée  par  Cauclij'  pour  reconnaître  si  une  série  est  conver- 
gente, ou  si  une  suite  a  une  limite.  La  définition  de  M.  Dedekind, 
celle  de  Weierstrass,  surtout,  sont  liées  à  la  notion  d'ensemble 
qui,  il  y  a  vingt  ans,  était  familière  à  peu  de  personnes.  Peut-être 
cette  notion  est-elle  moins  difficile  qu'on  ne  se  le  figure  à  com- 
prendre pour  des  déburanls,  pour  ceux  dont  la  pensée  n'est  pas 
cristallisée  par  l'habitude,  et  il  se  peut  que  des  maîtres,  d'ailleurs 
excellents,  se  soient  effrayés  plus  qu'il  ne  convenait  de  cette 
notion,  qu'ils  n'étaient  pas  accoutumés  à  introduire  dans  leur 
enseignement.  Les  développcmenis  considérables  qu'a  pris  rapi- 
dement la  théorie  des  ensembles,  les  conséquences  inattendues  et 
parfois  paradoxales  qu'on  en  tirait,  le  caractère  très  abstrait  de 
ces  développements  ont  peut-être  ajouté  à  cette  frayeur.  Assuré- 
ment, il  n'a  jamais  été  question  de  faire  pénétrer  ces  déve- 
loppements dans  l'enseignement  élémentaire  ;  mais  la  notion 
d'ensemble,  qui  suffit  parfaitement  à  la  définition  des  nombres 
irrationnels,  est,  eu  elle-même,  très  simple;  elle  apparaît  comme 
lelle,  et  comme  nécessaire,  à  tous  ceux  qui  s'y  sont  accoutumés. 
Pour  étendre  la  notion  de  nombre,  Weierstrass  considère 
d'abord  un  agrégat  déterminé  de  nombres  rationnels  et  positifs. 
Il  convient  d'employer  ici  .un  autre  mot  que  celui  d'ensemble, 
parce  que,  lorsqu'on  parle  d'ensemble  de  nombres,  on  entend 
habituellement  que  tous  les  nombres  qui  y  figurent  sont  différents. 
Dans  l'agrégat  considéré,  au  contraire,  un  même  nombre  peut 
figurer  plusieurs  fois,  mais  un  nombre  lini  de  fois  ;  un  agrégat  qui 
contiendrait  une  infinité  d'éléments  indiscernables  ne  présente 
pas  une  idée  claire  :  mais  un  agrégat  comme  ceux  que  considère 
Weierstrass  peut  être  défini  d'une  façon  précise;  il  sera  défini  si 
l'on  donne  le  moyen  de  reconnaître,  sur  un  nombre  rationnel  quel- 
conque, s'il  appartient  ou  non  à  l'agrégat  et,  dans  le  premier  cas, 
combien  de  fois  il  figure  dans  cet  agrégat.  Convenons  d'appeler 
partie  d\in  tel  agrégat  tout  nombre  rationnel  positif  inférieur  ou 
égal  à  la  somme  d'un  certain  nombre  d'éléments  de  I  agrégat,  et 
de  dire  (jue  deux  agrégats  sonl  égaux  si  cliacpio  partie  de  l'un  est 
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égale  à  une  partie  de  Fautre.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  les 
parties  d'un  agrégat  peuvent  dépasser  tel  nombre  positif  rationnel 
qu'on  veut,  l'agrégat  doit  être  regardé,  d'après  celte  définition, 
comme  égal  à  d'autres  agrégats,  dont  il  contiendrait  tous  les 
éléments,  tout  en  contenant,  en  outre,  d'autres  éléments.  On 
n'aurait  alors  rien  de  pareil  à  ce  qui  se  passe  pour  les  nombres 
rationnels  ordinaires,  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  rejeter  les  agrégats 
dont  les  parties  formeraient  un  ensemble  non  borné.  Il  est  aussi 
1res  facile  de  reconnaître  que  les  agrégats  dont  les  parties  forment 
un  ensemble  borné  (les  seuls  que  Ton  considérera  désormais) 
sont  dénombrables.  On  pressent,  par  ce  qui  précède,  le  raccord 
<le  la  théorie  de  Weierstrass,  soit  avec  celle  de  M.  Dedekind,  soit 
avec  celle  de  M.  Méray. 

D'une  part,  en  effet,  les  parties  d'un  agrégat,  définies  comme 
on  l'a  fait,  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres  rationnels  qui 
forment  l'une  des  deux  classes  de  M.  Dedekind  ;  l'autre  classe, 
que  Weierstrass  ne  considère  pas,  serait  formée  des  nombres 
rationnels  qui  ne  figurent  pas  dans  celle-là.  D'autre  part,  l'agrégat 
de  Weierstrass,  étant  dénombrable,  ne  didere  pas  essentiellement 
d'une  série  convergente  à  termes  rationnels  et  positifs;  il  n'en 
diffère  que  par  un  point,  important  à  In  vérité  :  c'est  qu'on  n'y 
considère  pas  l'ordre  dans  lequel  les  termes  se  succèdent.  Main- 
tenant, qu'on  parle  d'une  série  ou  d'une  suite,  comme  fait 
M.  Méray,  cela  importe  évidemment  bien  peu.  Les  deux  théories, 
si  différentes  en  importance,  se  rapprochent  d'autant  plus  que 
Weierstrass  démontre  immédiatement  la  proposition  suivante, 
dont  ridentité  avec  la  définition  des  variantes  convergentes  de 
M.  Méray  apparaît  tout  de  suite  et  qui  permettra  des  démonstra- 
tions équivalentes  à  celles  de  ce  dernier  :  dans  un  agrégat  (de  la 
nature  considérée),  on  peut  toujours  supprimer  assez  de  termes 
pour  que  les  parties  de  l'agrégat  qui  subsiste  soient  toutes  plus 
petites  que  tel  nombre  rationnel  positif  qu'on  voudra. 

Une  fois  la  notion  de  l'égalité  acquise,  il  est  aisé  de  reconnaître 
qu'un  agrégat  jouit  des  propriétés  d'une  somme;  par  exemple, 
on  obtient  un  agrégat  égal  à  l'agrégat  donné  en  remplaçant  tels 
éléments  qu'on  veut  par  leur  somme.  On  peut  étendre  le  nom  de 
nombre  à  un  agrégat.  Les  notions  de  plus  grand,  de  plus  petit,  la 
définition  de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  multiplication,  la 
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(lémonstrallon  des  propriétës  fondamen laies  de  ces  opéralions 
s'élendent  sans  diffîcnllés.  Le  lecteur  ne  peut  avoir  aucune  peine 
a  reconstruire  toute  celte  théorie,  où,  ainsi  que  je  Tai  déjà  dit,  le 
théorème  que  j'ai  rappelé  tout  à  Theurc  joue  souvent  le  même  rôle 
que,  dans  la  théorie  de  M.  Mérajr,  la  définition  des  variantes 
convergentes.  Pour  ce  qui  concerne  la  division,  on  a  à  démontrer, 
étant  donnés  deux  agrégats  A,  B,  qu'il  existe  un  agrégat  C  tel  que 
son  produit  par  B  soit  égal  à  A.  Ici,  dans  son  exposition,  M.  von 
Dantscher  fait  intervenir  la  notion  de  la  représentation  décimale, 
ou  plutôt  de  la  représentation  analogue,  avec  une  base  quelconque. 
Sans  doute,  la  notion  de  cette  représentation  décimale,  qu'on  peut 
d'ailleurs  regarder  comme  un  agrégat,  ou  comme  une  série,  doit 
être  introduite  dans  toute  théorie  des  nombres  irrationnels,  et  il 
est  bien  permis  d'en  tirer  parti.  Si  simplement  qu'elle  permette 
d'établir  l'existence  du  quotient,  celte  existence  apparaît  plus 
directement,  soit  au  point  de  vue  de  M.  Méray,  soit  au  point  de 
vue  de  Dedekind. 

Je  laisse  de  côté  l'extension  de  toute  cette  théorie  aux  agrégats 
contenant  des  nombres  positifs  et  des  nombres  négatifs,  puis  aux 
agrégats  à  éléments  imaginaires. 

Un  avantage  évident  de  la  doctrine  de  Weierstrass,  c'est  que 
celui  qui  l'a  saisie  est  en  possession  des  points  essentiels  de  la 
théorie  des  séries  (à  termes  numériques)  absolument  convergentes, 
aussi  bien  des  séries  à  entrée  multiple  que  des  séries  à  simple 
entrée,  puisque,  du  point  de  vue  où  l'on  est,  il  n'y  a  pas  lieu  de 
distinguer  ;  quelques  mots  seront  seulement  nécessaires  pour 
expliquer  les  façons  de  parler,  lorsqu'on  introduit  l'idée  d'ordre. 
Comme  les  propositions  élémentaires  des  séries  absolument  con- 
vergentes sont  capitales  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques, 
on  ne  peut  s'étonner  que  Weierstrass  ait  regardé  sa  manière  d'in- 
troduire les  nombres  irrationnels  comme  le  fondement  naturel  de 
cette  théorie.  Lors  même  qu'on  préfère  un  autre  mode  d'intro- 
duction, on  peut  tirer  le  meilleur  parti  du  genre  de  raisonnements 
dont  s'est  servi  Tilluslre  géomètre.  J.  T. 
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MÉLANGES, 


LES  ORIGINES,  LES  MÉTHODES  ET  LES  PROBLÈMES 
DE  LA  GÉOMÉTRIE  INFINITÉSIMALE  (  >  )  ; 

Par  m.  Gaston  DARBOUX. 


Mes  chers  Collègues, 

Depuis  une  trentaine  d'années,  un  changement  profond  s'est 
accompli  sous  nos  yeux  dans  Torienlalion  des  études  matliéma- 
tiques.  La  théorie  des  fonctions,  puisqu'il  faut  l'appeler  par  son 
nom,  attire  aujourd'hui,  avec  une  force  irrésistible,  les  recherches 
des  plus  jeunes,  des  plus  actifs,  des  plus  inventifs  parmi  nous. 
Un  esprit  nouveau  les  anime  :  il  nous  a  déjà  valu,  et  nous  promet 
plus  encore  pour  l'avenir,  de  belles  et  profondément  originales 
découvertes.  Si  l'on  compare  les  débuts  du  xx*  siècle  aux  com- 
mencements de  celui  qui  vient  de  finir,  on  est  obligé  de  reconnaître 
qu'il  s'est  produit  depuis  loo  ans  une  transformation  radicale  dans 
les  méthodes  et  dans  les  théories,  dans  les  points  de  vue  et  dans 
les  principes  directeurs.  Le  xix"  siècle  nous  a  laissé  des  écrits 
mémorables  et  des  travaux  de  haute  portée;  mais,  dans  sa  première 
moitié  tout  au  moins,  il  s'est  contenté  de  parfaire  la  lâche  qui  lui 
avait  été  léguée  par  les  grands  génies  scientifiques  des  deux  siècles 
qui  l'avaient  précédé.  Celui  qui  s'ouvre  devant  nous  ofTre,  au  con- 
traire, des  perspectives  vraiment  nouvelles,  nous  présente  des 
champs  de  recherche  entièrement  inexplorés.  Rien  n'arrête  les 
esprits  ardents  et  curieux;  ils  ne  craignent  nullement  de  s'attaquer 
aux  bases  mômes  de  l'édifice  que  tant  de  travaux,  si  longuement 
poursuivis,  avaient  paru  établir  sur  des  fondements  inébranlables. 
Et  non  contents   de  cultiver  notre  science,  de  lui  imprimer  les 

(*)  Conférence  lue  à  Rome  au  palais  Cursini,  te  7  avril  1908,  devant  le  qua- 
irième  Conjurés  des  Matliéinaticiens. 
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direcllons  qif  ils  cslimcnt  les  meilleures,  ils  ont  la  prétention,  à 
laquelle  j'applaudis  pour  ma  part,  d'apporter  les  contributions 
les  plus  originales  et  les  plus  précises  à  cette  branche  essentielle 
de  la  Philosophie  qui  a  pour  objet  propre  l'origine,  la  nature  et  la 
portée  de  nos  connaissances. 

En  confiant  à  un  homme  qui  suit  ce  mouvement  avec  sympathie, 
mais  qui  n'y  a  point  pris  part  directement  par  ses  écrits,  le  soin 
de  faire  une  des  conCérences  inscrites  au  programme,  les  orga- 
nisateurs de  noire  Congrès  lui  ont  fait  un  grand  honneur,  dont 
il  tient  à  les  remercier  vivement,  car  il  en  sent  tout  le  prix.  Mais 
ils  ont  voulu  montrer  aussi,  j'imagine,  qu'ils  n'entendent  négliger 
aucune  des  branches  du  savoir  mathématique.  En  science  comme 
ailleurs,  plus  qu'ailleurs  peut-être  parce  que  les  chercheurs  sont 
toujours  passionnés,  il  y  a  des  modes,  des  entraînements  auxquels 
il  convient  de  ne  pas  s'abandonner  sans  réserve.  Malgré  le  nombre 
croissant  des  adeptes  de  la  science  mathématique,  les  anciennes 
disciplines  courent  le  risque  d'être  quelque  peu  délaissées.  C'est 
le  propre  des  réimions  comme  celle-ci  d'opérer  une  œuvre  de 
coordination,  d'attirer  en  particulier  l'attention  sur  les  questions 
qui  appellent  des  recherches,  afin  que  notre  science  marche,  d'un 
pas  égal  et  ferme^  sans  interruptions  ni  a-coups,  vers  son  but 
essentiel,  qui  est  la  recherche  de  la  vérité. 

Ceux  qui  sont  ajipelés  à  retenir  quelque  temps  votre  attention 
ont  sans  doute  pour  premier  devoir  de  ne  choisir  que  des  sujets 
dont  ils  puissent  parler  avec  compétence  et,  si  j'ose  dire,  de  pre- 
mière main.  En  me  conformant  à  cette  règle  si  naturelle,  je  suis 
heureux  de  penser  que  les  questions  dont  je  vous  entretiendrai 
sont  au  nombre  de  celles  qui  ont  plus  particulièrement  attiré 
l'attention  des  géomètres  de  ce  pays,  et  de  rendre  ainsi  hommage 
au  beau  génie  de  l'Italie,  où  la  Géométrie,  sous  toutes  ses  formes, 
a  été  cultivée,  est  cultivée  aujourd'hui  encore,  par  tant  de  maîtres 
éminents.  Quelques-uns  d'entre  eux,  Bellavilis,  Brioschi,  Cremona, 
Casorati  ont  été  mes  guides  ou  mes  amis.  Permettez-moi,  avant 
d'entrer  en  matière,  de  donner  un  souvenir  à  l'un  des  plus  grands 
et  des  plus  aimables,  à  Eugenio  Beltrami,  avec  qui  j'ai  entretenu 
Les  relations  les  plus  affectueuses,  et  qui  nous  a  laissé  tant  d'écrits 
où  la  science  la  plus  profonde  s'allie  à  Télégance  de  la  forme  et  a 
la  limpidité  de  l'exposition. 
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I. 

La  théorie  des  cartes  géographiques  et  les  travaux  de  Causs. 

Comme  bien  d'autres  branches  du  savoir  humain,  la  Géométrie 
infinitésimale  a  pris  naissance  dans  Tétude  d'un  problème  posé 
par  la  pratique.  Les  anciens  s^étaient  déjà  préoccupés  d'obtenir 
des  représentations  planes  des  difTércntes  contrées  de  la  Terre,  et 
ils  avaient  adopté  l'idée  si  naturelle  de  projeter  sur  un  plan  la  sur- 
face de  notre  globe.  Pendant  très  longtemps,  on  s'est  attaché  exclu- 
sivement à  ces  méthodes  de  projection,  en  se  bornant  simplement 
à  étudier  les  meilleurs  moyens  de  choisir,  dans  chaque  cas,  le  point 
de  vue  et  le  plan  de  projection.  C'est  un  géomètre  des  plus  péné- 
trants, Lambert,  le  confrère  très  estimé  de  Lagrange  à  TAcadémie 
de  Berlin,  qui,  signalant  pour  la  première  fois  une  propriété  com- 
mune aux  cartes  de  Mercator  dites  cartes  réduites  et  à  celles  que 
fournit  la  projection  stéréographique,  envisagea  le  premier  la 
théorie  des  cartes  géographiques  sous  un  point  de  vue  vraiment 
général,  et  proposa,  avec  toute  son  étendue,  le  problème  de  la 
représentation  de  la  surface  terrestre  sur  le  plan  avec  similitude 
des  éléments  infiniment  petits.  Cette  belle  question,  qui  donna 
naissance  à  des  recherches  de  Lambert  lui-même,  d'Euler  et  à 
deux  très  importants  Mémoires  de  Lagrange,  fut  traitée  pour  la 
première  fois  par  Gauss  dans  toute  sa  généralité.  Le  travail  que  le 
grand  géomètre  composa  sur  ce  sujet,  et  qui  fut  couronné  en  1822 
par  la  Société  royale  des  Sciences  de  Copenhague,  fut  suivi,  en 
1827,  des  célèbres  Disquisitiones  générales  circa  superficies 
curças,  dans  lesquelles  se  trouvent  exposés  magistralement  les 
premiers  éléments  d'une  théorie  qui  devait  recevoir  de  grands 
développements.  Parmi  les  notions  essentielles  introduites  par 
Gauss,  il  faut  noter  l'emploi  systématique  des  cordonnées  curvi- 
lignes sur  une  surface,  l'idée  de  considérer  une  surface  comme  un 
tissu  flexible  et  inextensible,  qui  a  conduit  le  grand  géomètre  à  son 
célèbre  théorème  sur  l'invariabilité  de  la  courbure  totale,  les  belles 
propriétés  des  lignes  géodésiques  et  de  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales, la  généralisation  du  théorème  d'Albert  Girard  sur  Taire  du 
triangle  sphérique,  toutes  ces  vérités  concrètes  et  définitives  qui, 
comme  bien  d'autres  résultats  dus  au  génie  du  grand  géomètre. 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  109 

sont  destînëes  à  conserver,  a  travers  les  âges,  le  nom  et  la  mémoire 
de  celui  qui  les  a,  le  premier,  dévoilées. 

Entraîné  par  tant  d'autres  travaux,  Gauss  n'a  pas  développé  les 
conséquences  des  principes  qu'il  avait  introduits.  Par  exemple, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qu'il  a  donnée 
pour  les  familles  de  trajectoires  orthogonales  des  lignes  géodésiques 
contenait  en  germe  les  découvertes  fondamentales  que  Jacobi  a 
développées  plus  tard  sur  la  Mécanique  analytique.  J'ai  aussi  montré, 
dans  mes  Leçons f  qu'en  combinant  très  simplement  trois  équations 
linéaires  du  second  ordre  qui  se  trouvent  dans  les  Disquisitiones 
et  auxquelles  satisfont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
de  la  surface,  on  pouvait  former  avec  toute  la  généralité  possible 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  qui  admettent  un  élé- 
ment linéaire  donné,  et  obtenir  ainsi  la  solution  complète  d'une 
question  qui  devait  être  proposée,  35  ans  plus  lard  seulement, 
comme  sujet  de  prix  par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris.  Mais 
Gauss  avait  en  vue  dès  ses  premiers  travaux,  et  il  le  dit  expres- 
sément dans  la  préface  du  Mémoire  couronné  par  l'Académie  de 
Copenhague,  seulement  la  construction  des  cartes  géographiques 
et  les  applications  de  la  théorie  générale  à  la  Géodésie.  II  est  revenu 
sur  ces  sujets,  dans  deux  Mémoires  qui  portent  les  dates  de  i843 
et  1846,  et  qui  peuvent  figurer  sans  désavantage  à  côté  des  Dis- 
quisitiones.  Reprenant,  avec  plus  de  précision,  une  méthode  que 
Prony  avait  publiée  en  1808  pour  remplacer  notre  globe  elliptique 
par  une  sphère  convenablement  choisie,  il  fait  connaître,  pour  la 
construction  des  cartes  géographiques  d'un  grand  pays,  des  mé- 
thodes simples  et  pratiques  qui  ont  été  fidèlement  suivies  en 
Allemagne  et  qui  mériteraient  à  coup  sûr  d'être  adoptées  dans  les 
autres  pays.  La  belle  publication  des  Reliquia  de  Gauss  que  nous 
devons  à  M.  Félix  Klein  nous  a  appris  d'ailleurs  que  le  grand 
géomètre  n'avait  cessé  de  poursuivre  ses  éludes  sur  les  surfaces  en 
général,  et  qu'il  avait  obtenu  notamment  la  notion  si  essentielle  de 
ce  que  nous  nommons  aujourd'hui  la  courbure  géodésique.  On  a 
aussi  retrouvé  un  court  fragment  relatif  à  la  détermination  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée;  il  semble  pourtant 
que  Gauss  n'ait  jamais  porté  son  altenlion,  d'une  manière  bien 
suivie,  sur  le  problème  que  paraissaient  suggérer  ses  premiers  tra- 
vaux :  la  détermination  des  surfaces  qui  admettent  un  élément 
linéaire  donné. 
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II. 


Les  premiers  travaux  des  géomètres  français  Monge,  Dupin, 
Lamé,  Jacob i. 

A  l'époque  où  Gauss  publiait  en  Allemagne  les  recherches  dont 
nous  venons  de  parler,  la  France  étail,  pour  ainsi  dire,  en  pleine 
floraison  géométrique.  Par  ses  conceptions  si  originales  sur  la 
génération  des  surfaces  et  sa  création  de  la  géométrie  descriptive, 
par  la  rénovation  qu'il  avait  su  imprimer  aussi  à  la  géométrie  ana- 
lytique, Monge  avait  exercé  une  influence  que  Lagrange  constatait 
avec  quelque  regret.  On  connaît  le  mot  célèbre  échappé  à  l'illustre 
géomètre,  au  sortir  d'une  leçon  de  Monge  à  l'Ecole  Polytechnique: 
«  Avec  sa  géométrie  descriptive  et  ses  générations  de  surfaces,  ce 
diable  d'homme  se  rendra  immortel  ».  Monge  ne  se  contentait  pas 
de  faire  des  découvertes;  il  faisait  aussi  des  élèves,  ce  qui  vaut 
quelquefois  mieux.  L'un  d'eux,  le  mieux  doué  peut-être,  Charles 
Dupin,  sut  compléter  l'œuvre  de  son  maître  en  le  suivant  dans  toutes 
les  directions,  en  mariant  comme  lui  la  géométrie  analytique  à  la 
méthode  infinitésimale;  en  introduisant,  à  côté  de  la  notion  des 
lignes  de  courbure  due  à  Monge,  celles  de  l'indicatrice,  des  tan- 
gentes conjuguées  et  par  suite  des  lignes  asymptotiques,  qui  sont 
toutes  projectiles  comme  nous  disons  aujourd'hui,  et  par  là  ont 
acquis  un  rôle  prépondérant  dans  les  recherches  les  plus  récentes. 
Lamé,  de  son  côté,  cet  apôtre  de  la  philosophie  naturelle, 
s'élevait  peu  à  peu  à  la  notion  des  coordonnées  curvilignes  de 
l'espace,  à  celle  des  paramètres  difl'érenliels,  qui  lui  avait  été  sug- 
gérée par  ses  études  de  Physique  mathématique  et  qu'il  développa 
d'une  manière  magistrale  dans  un  Mémoire  inséré  en  i833  au 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Bientôt  la  belle  découverte 
de  Jacobi  sur  les  b'gnes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  venait  apporter  un  nouvel  aliment  aux  recherches  de 
géométrie.  Chasles,  rappelant  un  de  ses  théorèmes  les  plus  élégants 
d'après  lequel  deux  surfaces  homofocales  du  second  degré  parais- 
sent se  couper  à  angle  droit,  de  quelque  point  de  l'espace  qu'on 
les  regarde,  montrait  que  ce  théorème  aurait  pu  lui  donner,  tout  au 
moins,  une  intégrale  première  de  l'équation  diflerentielle  du  second 
ordre  dont  dépend  la  détermination  des  lignes  géodésiques  de  l'elli- 
psoïde. Grâce  à  une  fertilité  de  moyens  qui  n'a  jamais  été  dépassée? 
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il  parvenait,  avec  les  seules  ressources  de  la  Géométrie,  à  intégrer, 
non  seulement  l'équation  difTérentielle  desgéodésiques,  mais  aussi 
ces  systèmes  de  deux  équations  dilTérentielles  auxquelles  Jacobi 
avait  donné  le  nom  d'équations  a6^/£e/?/te5.  Une  foule  de  géomoires ^ 
parmi  lesquels  il  faut  comprendre  Liouville,  Frenet,  Puiseux, 
Joseph  Bertrand,  Alfred  Serret,  Minding,  Joachimsthal,  Bouquet, 
Paul  Serret,  et  plus  particulièrement  Ossian  Bonnet,  à  qui  ses 
recherches  assignent  presque  le  rôle  d'un  créateur,  prenaient  part 
avec  ardeur  à  ce  travail  d'élaboration,  qui  devait  mettre  sur  pied 
une  des  branches  les  plus  intéressantes  et  les  plus  élégantes  de  la 
Géométrie  moderne.  Tous  ces  maîtres  devaient  se  préparer  à  eux- 
mêmes  de  dignes  successeurs.  J'aimerais  à  faire  ici  l'analyse  de 
leurs  principales  découvertes;  mais  il  convient  que  je  me  rappelle 
que  le  temps  nous  est  mesuré  à  tous  ;  il  faut  que  je  n'abuse  pas  de 
votre  attention  et  que  j'arrive  le  plus  tôt  possible  aux  recherches 
dont  on  s'occupe  en  ce  moment;  je  ne  puis  donc  que  renvoyer 
ceux  d'entre  vous  qui  désireraient  plus  de  détails  sur  la  période 
un  peu  ancienne  que  je  dois  abandonner,  à  la  conférence  que  j'ai 
eu  l'honneur  de  faire  en  1904,  devant  le  Congrès  international 
de  Saint-Louis  des  Etats-Unis  d'Amérique,  sous  la  présidence  de 
l'astronome  illustre  qui  est  venu  prendre  part  à  nos  travaux. 

Dans  le  reste  de  cette  causerie,  je  me  bornerai  donc  à  suivre 
l'exemple  que  nous  donnait,  ily  a  8  ans,  M.  Hilbert  à  notre 
Congi:ès  de  Paris,  et  j'indiquerai,  dans  une  revue  rapide  des  prin- 
cipales branches  de  la  géométrie  infinitésimale,  quels  sont  les  pro- 
blèmes dont  la  solution  nous  importe  le  plus,  et  qu'on  peut  es- 
pérer de  résoudre  dans  un  avenir  plus  ou  moins  prochain. 


III. 

Des  méthodes  en  géométrie  infinitésimale.  Rôle  de  la  méthode 
analytico'géométriq  ue. 

Un  mot  d'abord  sur  les  méthodes  qu'il  convient  de  suivre  dans 
l'étude  des  problèmes  de  géométrie  infinitésimale.  Ici,  comme  dans 
la  géométrie  des  éléments  finis,  on  a  essayé  de  construire  un  corps 
de  doctrine  entièrement  indépendant  de  l'Analyse.  Jacobi  avait 
donné  l'exemple  en  faisant  revivre  les  infiniment  petits  proscrits 
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))ar  Lagrange;  Joseph  Bertrand  et  Ossian  Bonnet  Font  suivi  dans 
cette  voie.  Aujourd'liui  on  n'a  guère  le  temps,  semble-t-il,  de  suivre 
deux  méthodes  différentes  pour  étudier  les  mêmes  questions;  et 
Ton  s'est  attaché  pres(|ue  exclusivement,  en  géométrie  infini- 
tésimale, aux  méthodes  analytiques  qui  emploient  les  axes  coor- 
donnés; je  suis  loin  pour  ma  part  de  le  trouver  mauvais,  sous  la 
réserve  toutefois  que  la  recherche  sera  vivifiée  et  inspirée  sans  cesse 
par  l'esprit  géométrique,  qui  ne  doit  jamais  cesser  d'être  présent. 
Pour  expliquer  ce  que  je  viens  de  dire,  permettez-moi  de  vous  faire 
part  d'un  de  mes  souvenirs  les  plus  anciens  et  les  plus  précis.  Il  y  a 
])lus  de  3o  ans,  un  analyste  des  plus  distingués  m'apporta  un  travail , 
qu'il  venait  de  terminer,  sur  la  surface  développable  circonscrite 
à  la  fois  à  une  sphère  et  à  une  surface  du  second  degré.  Ses  for- 
mules étaient  élégantes,  symétriques  et  savamment  déduites  ;  elles 
l'avaient  conduit  à  cette  conclusion,  qui  l'avait  beaucoup  surpris, 
que  Paréle  de  rebroussement  de  sa  développable  était  recti fiable 
algébriquement.  Je  n'eus  aucune  peine  à  lui  montrer,  sans  calcul, 
que  la  découverte  dont  il  était  si  fier  et  qui  d'ailleurs  ne  manquait 
pas  d'intérêt,  était  évidente  géométriquement,  et  pouvait  même  être 
étendue  à  toute  développable  circonscrite  à  une  sphère;  car  elle 
avait  son  origine  dans  cette  propriété  qu'a  l'arête  de  rebroussement 
d'être  une  des  développées  de  la  courbe  de  contact  de  la  dévelop- 
pable et  de  la  sphère.  C'est  ce  que  mon  ami  analyste  aurait  reconnu 
de  lui-même,  s'il  n'avait  pas  été  trahi  et  abandonné,  pour  un  court 
moment  je  l'espère,  par  le  dieu  de  la  Géométrie. 

Suivons  donc  les  méthodes  analytiques,  mais  ne  les  suivons  pas 
aveuglément.  Comme  les  grandes  routes,  elles  nous  fournissent 
souvent  les  voies  les  plus  sûres  ;  mais  les  chemins  de  traverse  ont 
bien  leur  charme,  et  ils  nous  éclairent  beaucoup  mieux  sur  les 
véritables  connexions  des  lieux  et  des  choses. 

On  reproche  quelquefois  aux  méthodes  analytiques  leur  lon- 
gueur et  leur  obscurité;  on  a  même  soutenu  que  l'utilisation  inces- 
santé  des  coordonnées  avait  quelque  chose  d'artificiel.  L'emploi 
du  trièdre  mobile  et  de  la  méthode  des  mouvements  relatifs,  com- 
biné avec  un  choix  judicieux  des  coordonnées  curvilignes,  échappe 
le  plus  souvent  à  cette  objection.  11  met  en  évidence  les  relations 
étroites  et  fondamentales  qui  lient  la  Géométrie  à  la  science  du 
mouvement  et  fournit  la  signification  mécanique,  si  essentielle  à 
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connaître,  des  éléments  géométriques  qui  se  présentent  dans  la 
recherche. 

11  est  un  autre  avantage  encore  que  I^Analyse  présente  dans  ces 
études.  Quoi  qu'en  disent  certaines  personnes,  plus  ou  moins 
étrangères  à  notre  science,  le  mathématicien  n'est  nullement  une 
machine  à  déduire  ou  à  calculer.  Ses  travaux  mettent  en  jeu  toutes 
les  facultés  de  son  esprit.  La  finesse,  Tesprit  d'invention,  l'imagi- 
nation, lui  sont  peut-être  plus  nécessaires  que  l'ordre  et  la  rectitude 
dans  le  raisonnement.  Mais  en  créant  lui-même,  comme  il  arrive 
souvent  en  Géométrie,  l'objet  même  de  ses  études,  en  introduisant 
des  êtres  et  des  éléments  nouveaux,  il  doit  se  garder  par-dessus 
tout  de  ces  spéculations  sans  portée,  dont  le  moindre  inconvénient 
est  de  tenir  une  place  qui  pourrait  être  mieux  occupée.  C'est  ici 
que  l'Analj^se  intervient  avec  sa  vertu  propre.  Elle  n'a  pas  de  signes, 
selon  Fourier,  pour  les  notions  confuses;  elle  n'a  pas  non  plus  de 
méthodes  pour  les  recherches  oiseuses  et  sans  avenir.  Par  contre, 
elle  met  entre  nos  mains,  quand  nous  avons  su  trouver  la  bonne 
voie,  tous  les  éléments  qui  nous  sont  nécessaires  pour  le  dévelop- 
pement de  nos  conceptions. 


Nécessité  (Tintroduire  franchement  et  complètement  les  imaginaires 
en  Géométrie.  Exemples  à  V appui. 

J'ajouterai,  et  sur  ce  point  j'ai  été  heureux  de  recueillir  plus  d'une 
fois  l'avis  conforme  et  l'adhésion  de  Sophus  Lie,  que  le  géomètre 
ne  doit  jamais  reculer  devant  l'emploi  franc  et  complet  des  élé- 
ments imaginaires.  Avec  Cauchy,  les  imaginaires  ont  imposé  leur 
empreinte  victorieuse  sur  toutes  les  parties  de  l'Analj'se.  Leur  place, 
au  même  titre  et  plus  encore  qu'en  Analyse,  est  marquée  en  Géo- 
mélrie.  Il  m'est  arrivé  dans  ma  jeunesse  de  rencontrer  quelques 
professeurs  attardés  qui  levaient"  les  bras  au  ciel  quand  on  s'aven- 
turait à  leur  parler  du  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Ces  temps  sont 
passés  et  personne  ne  conteste  plus  l'importance  des  notions  sur 
les  imaginaires  introduites  dans  la  géométrie  des  éléments  finis; 
elles  sont  même  devenues  si  banales  qu'on  ne  songe  plus  à  citer 
leur  premier  inventeur.  Je  me  souviens  que  mon  ami  Laguerre, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  ^*  série,  t.  XXXII.  (Avril  1908.)  8 
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a^'ant  commencé  un  de  ses  Mémoires  par  une  phrase  lelle  que 
celle-ci:  «On  sait  que  tous  les  cercles  du  plan  peuvent  être  con- 
sidérés comme  passant  par  deux  points  à  Tinfini  »,  se  \it  verte- 
ment reprendre  par  Poncelel.  «  On  sait,  oui  l'on  sait,  disait  l'illustre 
géomètre,  mais  vous  auriez  bien  du  dire  qui  vous  a  appris  cela  ». 
En  géométrie  infiûilésimale,  comme  dans  la  géoinélriede  Poncelet, 
l'emploi  des  imaginaires  ne  seta  pas  moins  fécond  qu'en  Anaivse. 
Mais  il  a  tardé  beaucoup  plus  à  s'imposer.  Pourquoi?  je  l'ignore. 
Est-ce  parce  que,  selon  quelques-uns,  la  Géométrie  doit  toujours 
avoir  en  vue  des  objets  réels  el  aboutir  à  des  constructions?  Peut- 
être.  En  tous  cas  il  j  a  beaucoup  de  progrès  à  faire  à  cet  égard. 
Monge  nous  avait  pourtant  donné  l'exemple;  sur  ce  point  comme 
sur  plusieurs  autres,  il  a  été  en  avance  sur  son  époque,  puisqu'il 
n'a  pas  hésité  à  consact'er  tout  un  chapitre  de  son  Ouvrage  à  la 
surface  imaginaire  dont  les  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de 
même  signe.  Ces  imaginaires,  devant  lesquels  il  ne  reculait  pas, 
ont  permis  à  ses  successeurs  d'interpréter  et  de  vivifier  cette  inté- 
gration des  surfaces  minima,  qui  est  une  de  ses  plus  belles  décou- 
vertes, et  de  constituer  ainsi  le  chapitre  le  plus  âttrùjant  et  le  plus 
parfait  de  la  géométrie  infinitésimale.  N'est-ce  pas  aussi  grâce 
aux  imaginaires  qu'on  a  pu  déduire  de  deux  théorèmes  célèbres  de 
M.  Weingarlen,  qui  ne  dépareraient  pas  le  grand  Mémoire  de 
Gauss,  la  détermination  complète  des  surfaces  applicables  sur  le 
parnboloïde  de  révolution  ? 

Je  veux  encore  indiquer  un  autre  exemple  dans  lequel  les  ima- 
ginaires nous  dévoilent  la  véritable  origine  de  certaines  propriétés, 
inattendues  au  premier  abord.  Vous  savez  que,  par  des  procédés 
très  variés,  on  a  pu  compléter  certaines  recherches  de  Monge,  et 
déterminer  toutes  les  surfaces  dans  lesquelles  les  lignes  de  cour- 
bure de  Tun  des  systèmes^  ou  des  deux  systèmes,  sont  planes  ou 
sphériques.  Considérons,  pour  plus  de  netteté,  les  surfaces  à  lignes 
de  courbure  planes  dans  un  système.  On  constate  des  relations 
singulières  entre  les  lignes  de  courbure  planes  d'une  même  surface. 
Si  Tune  d'elles  seulement  est  algébrique,  toutes  les  autres  sont 
algébricpies.  Si  l'une  d'elles  est  un  cercle,  toutes  les  autres  sont 
nécessairement  des  cercles.  C'est  en  faisant  intervenir  les  imagi- 
naires qu'on  remonte  à  la  source  de  ces  curieuses  relations.  Imagi- 
nons qu'on  déforme  la  surface  dévelop[)able  enveloppe  des  plans 
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des  lignes  de  courbure,  en  supposant  que  chaque  plan  langent  de 
cette  dévéloppable  entraîne  avec  lui  la  ligne  de  courbure  qui  y  est 
contenue.  Il  est  facile  d'établir  que,  parnii  toutes  les  déformations 
ainsi  considérées,  il  y  en  aui^a  une,  nécessairement  imaginaire, 
dans  laquelle  toutes  les  lignes  de  courbure  viendront  se  placer  sur 
une  dévéloppable  isotrope,  c'esl-à-dîrc  circonscrite  au  cercle  de 
rinfini.  Par  suite,  si  une  des  lignies  de  courbure  de  la  surface  nous 
est  connue,  toutes  les  autres  seront  nécessairement  égales  à  des 
sections  planes  convenablement  choisies  de  la  dévéloppable  iso- 
trope qui  contient  cette  première  courbe.  Cette  remarque  donne 
évidemment  la  clef  des  relations  que  nous  avions  signalées.  Elle 
nous  fournit  eu  inènie  liemps  la  construction  la  plus  simple  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  On  prendra  deux  dévelop- 
pables  (D),  (A)  dont  la  secoïide  soit  isotrope,  puis  on  supposera 
que  (D)  se  déforme,  ses  plaus  tangents  entraînant  avec  eux  les 
sectiotis  quMls  ont  délermihées  dans  la  dévéloppable  (A).  Les  po- 
sitions nouvelles  de  ces  siectlons  engchdreront  là  surface  Cherchée. 


V. 

Quelques  problèmes  de  Géométrie  infinitésimale. 
Les  cokrhels  à  torsion  constante. 

beâ  méthodes  passons  àiix  problèmes.  Je  commencerai  par  lé 
suivant  : 

Les  courbes  à  torsion  constante  se  rencontrent  dans  Un  grand 
nombi^e  de  recherches.  t)'après  un  curieux  th^orèrtie  d'Enneper, 
les  surfaces  à'courbure  constante  ont  pour  lignes  asyniptotiques  des 
courbés  à  torsion  constante.  De  niéme,  les  surfaëes  applicables  sur 
le  paraboloïde  de  révolution,  dont  nbus  aVons  déjà  parlé,  peuvent 
être  dérivées,  par  une  élégante  construction  géométrique,  de  courbés 
imaginaires  dont  la  torsioii  est  constante.  Pour  que  la  surface 
soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  à  torsioii  ccihstante 
dont  elle  dérive  soit  algébrique.  C'est  également  de  la  détermi- 
nation des  coui^bés  algébriques  à  torsion  constante  que  dépend  la 
construction  des  surfaces  minima  algébriques  circonscrites  à  une 
sphère. 

Il  j  aurait  donc  un  intérêt  réel  à  obtenir,  parmi  ces  Coilrbes  à 
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lorsion  constante  que  J.-A.  Scrret  nous  a  appris  à  déterminer  par 
trois  quadratures,  celles  qui  sont  algébriques  ou,  seulement,  uni- 
cursales.  Même  bornée  aux  courbes  unicursales,  la  recherche  se 
présente  sous  la  forme  d'un  problème  d'Algèbre  supérieure,  bien 
digne  de  tenter  un  disciple  de  Lagrange  et  de  Cauchy.  Malheu- 
reusement, malgré  des  efTorls  partiels  qui  nous  ont  donné  des 
résultats,  assez  étendus  d'ailleurs,  la  solution  complète  et  générale 
de  cette  belle  et  difficile  question  reste  encore  à  trouver. 


VI. 

Les  surfaces  à  Courbure  constante  et  leurs  transformations. 

Parmi  les  surfaces  non  développables  du  second  degré,  le  para- 
boloïde  de  révolution  et  deux  autres  paraboloïdes  imaginaires  tan- 
gents au  cercle  de  l'infini  sont  les  seules  dont  nous  sachions  obtenir 
la  déformation  lat  plus  généraile.  Lors  du  concours  que  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  instituai  en  ï86o  sur  la  déformation  des  sur- 
faces, et  qui  réunit  des  concurrents  tels  (|ue  Bour,  Ossian  Bonnet, 
M.  Codazzi  et  un  autre  géomètre  ilstlien  dont  Beltrami  m'a  confié 
le  nom,  Bour  avait  annoncé  qu'il  avait  |)u,  en  appliquant  la  célèbre 
méthode  de  variation  des  constantes  due  à  Lagrange,  déterminer 
toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  quelconque  de  révo- 
lution et,  en  particulier,  sur  la  sphère.  Bour  est  mort  peu  de  temps 
après,  sans  avoir  pu  confirmer  le  beau  résultat  qu'il  avait  obtenu^ 
et  son  Mémoire,  consei'vé  chez  Joseph  Bertrand,  a  péri  dans  les 
incendies  de  la  Commune.  C'est  en  vain  que,  reprenant  la  voie 
ouverte  par  Bour,  on  a  essayé  de  reconstituer  sa  méthode.  Mais 
les  efiorts  effectués  dans  cette  direction  ont  été  loin  d'être  infruc- 
tueux. Ils  nous  ont  fail  connaître  en  particulier  des  procédés  de 
transformation  qui  permettent  de  faire  dériver,  d'une  surface  appli- 
cable sur  la  sphère  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  d'une  surface  à 
courbure  constante,  une  suite  illimitée  de  surfaces  de  même  défi- 
nition. Ces  méthodes  de  transformation  des  surfaces  à  courbure 
constante  sont  d'ime  simplicité  et  d'une  élégance  qui  méritent  de 
nous  arrêter  qucUpics  instants. 

Tous  les  pays  ont  pris  part  à  leur  élaboration  progressive, 
depuis  l'Italie,  (jui  a  commencé,  jusqu'à  l'extrême  nord  de  l'Europe 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  117 

qui  a  donné  le  couronnemenl.  On  a  réussi  à  faire  dériver  dé  toute 
surface  à  courbure  constante  donnée  une  nouvelle  surface  de 
même  courbure  constante,  qui  dépend  do  deux  paramètres;  de 
sorte  que  la  répétition  de  la  méthode  fournit  sans  cesse  des  sur- 
faces nouvelles,  qui  contiennent  dans  leur  équation  des  paramètres 
en  nombre  aussi  grand  qu^on  peut  le  désirer. 

Analj^tiquement  tout  Se  réduit  à  la  considération  d'un  système, 
pour  ainsi  dire,  unique  en  Analjse.  La  détermination  des  surfaces 
à  courbure  constante  dépend  de  l'intégration  de  Téquation 

(A)  j^=:sm.2a>, 

et  il  sufRt  de  fui  adjoindre  le  système  suivant 

/  (^(6-4-0))  .    ^.  . 

^Ujj- — .^  =  a8m(0-io), 

(B)  l 

011  a  désigne  ime  constante  quelconque,  et  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu^ entre  deux  solutions  de  Inéquation  (A). 

Si  donc  co  désigne  une  solution  quelconque  de  Téqualion  (A), 
le  système  (B)  en  fournira  une  nouvelle  solution  9,  et  cette  solution 
nouvelle  contiendra  à  la  fois  a  et  la  constaule  iiilroduile  par  Tin- 
(égralion.  Si  on  la  porte  dans  le  système  (B)  en  considérant  cotle 
fois  co  comme  Tinconnue  et  changeant  la  valeur  de  a,  on  pourra 
recommencer,  et  Ton  voit  que  Tapplicalion  répétée  de  la  méthode 
introduira  deux  constantes  nouvelles  ù  clia(|ue  opération.  Comme 
m^écrivait  Sophus  Lie  dans  son  langage  |)ittoresque,  on  aura 
oc*  surfaces.  Et  il  a  été  établi  depuis,  par  des  méthodes  élégantes, 
que,  si  Ton  peut  faire  le  premier  pas  et  effectuer,  pour  toute  valeur 
de  a,  la  première  application  de  la  méthode,  les  intégrations  sui- 
vantes ne  présenteront  plus  aucune  difficulté. 

Lie  était  un  géomètre  trop  inventif  et  trop  original  pour  ne  pas 
être  frappé  de  la  singularité  et  de  rinlérêl  de  ces  méthodes  de 
transformation,  qu'il  avait  contribué  beaucoup  à  mettre  sur  pied. 
11  s'efforça,  par  une  tentative  hardie,  d'en  tirer  parti  pour  la  déter- 
mination des  surfaces  à  courbure  constante. 

Il  aimait  à  me  confier  ses  recherches  et  leurs  résultats.  Je  reçus 
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un  jour  de  lui  une  parle  postale  où  il  m  ^annonçait  qu^il  avait  inté-o 
gré  Féquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  à  courbure 
constante.  Je  m'empressai,  tout  joyeux,  de  le  féliciter.  Hélas! 
Sophus  Lie  avait  été  victime  d'Ampère. 

Dans  ses  Mémoires  fondamentaux  sur  les  équations  aux  dérivées, 
partielles,  Ampère  s'est  attacli^é  à  bien  préciser  les  objets  de  ses 
recherches;  et,  à  une  époque  où  Ton  n's^vait  sur  les  diverses 
espèces  de  solutions  :  solutions  particulières,  générale^.,  complètes^ 
singulières,  que  les  i^olipps  ui>  peu  vagues  duç^  ^  Euler  et  ê^ 
Lagrangc,  il  avait  cru  trouver  une  définition  irréprochable  de 
l'intégrale  la  plus  générale  dçins  le  critère  suivant  :  De  toutes  les, 
solutions  de  l'éq,uation  proposée,  elle  sera  la  seule  qui  ne  satis- 
fera à  aucune  autre  équation  aux  dérivées  partielles  que  cette 
proposée  eX  toutes  celles  qu*on  en  déduit  par  diffère ntiat ion. 
Or  Lie  avait  démontrç,  par  quel  procédé  je  ne  m'en  souviens  plus, 
que  l'ensemble  des  surfaces  à  courbure  constante  qu'on  peut  faire 
dériver  d'une  surface  donnée,  par  remploi  répété  des  transforma- 
tions précédentes,  satisfait  à  la  condition  posée  par  Ampère.  II  en 
concluait  qu'il  ava^it  l'intégrale  générale,  et  il  a ya.it  peut-être  raison.. 
Malheureusement,  c'est  Ampère  qui  avait  tort. 

Chez  un  géomètre  tel  queLiç,  les  ^)ép^isçs  m^me  sont  fécondes. 
Il  ne  larda  pas  à  nji'écrirej  en  me  montrait  par  des  exemples  ingé-» 
nieusçinent  choisis,  le  vice  de  ^a  définition  d'An^père;  et  il  |)rit  sa 
revanche  par  ur^e  an^tre  voiç,  en  appliquant  cette  fois,  une  rnélhode 
d'intégra^lion  que  j's^v^js  dpnnéç  autrefois,  et  qui  ^oit  fournir  l'in- 
tégrale générale  dune  équation  auJi  dé^ivéçs  parliellçs,  toutes  les. 
fois  que  cette  intégrale  peut  être  exprimée  en  termes  finis,  ou 
plus  exactement,  toutes  les  fois  qi^'elle  appartient  à  la  première 
classe,  suivant  la  définition  d'A,n^père.  E.tudiai^t  l'équation  (A)  et, 
réqM.^lioû  tout  a  fait  équiva^lenle 

(  C)  5»  —  /•/  =  a*  (  Ht  />*-f-  q'^y. 

Lie  montra  que  la  méthode  ne  peut  réussir.  Ce  résultat  négatif 
est  des  plus  précieux.  Sans  être  décisif,  il  laisse  peu  d'espoir  de 
voir  confirmer  un  jour  la  découverte  que  Bour,  ce  géomètre  pour- 
tant si  profond,  nous  avait  annoncée  (^). 

(  '  )  L'élude  que  Lie  avait  faite  au  point  de  vue  qui  nous  occupe  de  l'équation  (  A  ) 
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VII. 


La  notion  de  V intégrale  générale,  telle  qu'elle  a  été  donnée 
par  Cauchy, 

Dans  celle  causerie,  que  je  poursuis  d'une  manière  quelque  peu 
îrrégulic^re,  j'ai  élé  amené  à  vous  parler  de  l'inlégrale  généialc 
telle  qu'Ampère  avail  élé  conduit  à  la  concevoir.  Ganchj,  qui  s'est 
altaché  lui  aussi  à  introduire  la  précision,  et  quelquefois  même 
une  trop  grande  précision,  dans  l'étude  des  difTérenls  problèmes 
du  Calcul  intégral,  a  levé  toutes  les  difCcultés  relatives  à  ce  sujet, 
en  assujettissant  chaque  intégrale  à  remplir  certaines  condilions 
qui  achèvent  de  la  déterminer,  et  permetlent  en  quelque  sorie  de 
la  distinguer  de  toules  les  aulres.  Cette  manière  vraiment  neuve 
de  poser  les  problèmes  de  Calcul  intégral  a  été  la  source  d'im- 
menses progrès.  Les  condilions  iniliales  choisies  par  Cauchy 
étaient  peut-être  un  peu  restrictives;  mais,  par  de  simples  chan- 
gements de  variables,  il  a  été  facile  de  les  élargir,  et  j'ai  proposé 
de  désigner  sous  le  nom  de  problème  de  Cauchy,  qui  a  élé  una- 
nimement adopté,  celui  qui  consiste  à  délerininer  et  à  caractériser 
l'inlégrale  qu'on  cherche  par  des  condilions  îiiitiale.s  choisies 
d'une  manière  aussi  large  que  possible.  Par  exemple,  s'il  s'agit 
d'une  équalion  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes, la  surface  intégrale  sera  assujeltie  à  passer  par  une  courbe 
donnée  quelconque,  quand  l'équation  sera  de  premier  ordre;  si 
l'équation  est  du  second  ordre,  la  surface  intégrale  devra  en  outre 
être  inscrite  le  long  de  la  courbe  à  une  développable  donnée;  et 
ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs.  Ce  nouveau  point  de  vue 
devait  conduire,  de  la  manière  la  plus  précise  et  dans  tous  les  cas, 
à  la  notion  des  caractéristiques  qui  était  restée  si  vague  dans  les 
travaux  de  Monge  :  les  caractéris^ques  sont  les  assemblages 
pour  lesquels  le  problème  de  Cauchy  deviefit  indéterminé, 

a  été  étendue  depuis,  par  un  jeune  géomèlre,  à  l*équaiion  plus  générale 
Elle  l'a  élé  aussi  à  Téquation  plus  générale 


Digitized  by 


Google 


lao  PREMIÈRE  PARTIE. 

VIII. 

Application  aux  surfaces  minima.  Le  problème  de  Plateau, 

Le  problème  de  Cauchj,  tel  que  nous  venons  de  le  formuler,  a 
élé  résolu  pour  les  surfaces  minima,  à  l'aide  de  formules  élégantes 
qui  portent  le  nom  de  leur  auteur  et  sont  universellement 
employées. 

Il  faut  bien  se  garder  do  le  cqnfondre  avec  celte  recherche  d'une 
tout  autre  nature  et  qui  a  pour  objet  la  détermination  d'une  sur- 
face minima  continue  passait  par  un  cqntqur  fermé.  Sur  ce  point, 
il  faut  le  reconnaître,  nqus  son^n^es  n>oins  avancés  que  les  physi- 
ciens. Pour  obtenir  la  surface  cherchée,  Plateau  se  contentait  de 
réaliser  matériellement  le  contour  qu'il  avait  en  vue,  et  de  le 
plonger  ensuite  dans  ui>e  dissolution  du  liquide  glycérique.  Les 
géomètres  n'ont  pu  rivaliser  encore  avec  ces  réalisations  expéri- 
mentales. Leurs  efforts  Ingénieux  et  habiles  leur  ont  valu  une 
foule  de  succès  partiels,  Les  progrès  réalisés  dans  l'étude  du  calcul 
des  variations,  les  perfeclionnements  apportés  à  l'analyse  moderne 
çt  à  la  méthode  si  féconde  des  approximations  successives,  leur 
permettront  bientôt,  j'^n  ai  Iç  ferme  espoir,  de  résoudre  dans  toute 
sa  généralité  \g  ^>eau  problème  que  leur  a  légué  Plateau,  et  d'enre- 
gistrer ai^si  à  leur  actif  un  nouveau  et  brillant  succès. 


Progrès  ep  pr obtenues  de  la  théorie  des  cartes  géographiques, 
Représe rotation,  géodésique.  Problème  de  Tchebychef, 

Comme  l'étude  des  surfaces  minima,  la  théorie  des  cartes  géo- 
graphiques a  vu  naître  bien  des  problèmes  intéressants.  On  s'est 
proposé,  paij*.  exemple,  de  rechercher  si  la  correspondance  établie 

Sar  plans  tangents  parallèles  entre  deux  surfaces  quelconques  peut 
onner  une  re.présentalion  conforme  de  l'une  des  surfaces  sur 
l'autre;  celle  recherche  a  élé  étendue  à  la  correspondance  qui 
s'élablil,  entre  denx  surfaces  quelconques,  par  les  points  de  contact 
d'une  s||hère  qui  doit  être  tangente  à  l'une  et  à  l'autre.  En  étudiant 
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une  propriélé  de  la  projection  centrale,  comme  Lambert  avait 
étudié  une  propriété  de  la  projection  stéréographique,  Beltrami  a 
été  conduit  à  s'écarter  du  point  de  vue  qui,  entre  les  mains  de 
Lagrange  et  de  Gauss,  avait  donné  des  résultats  si  parfaits,  et  à 
rechercher  s'il  est  possible  de  faire  une  carte  d'une  surface  donnée, 
assujettie  à  cette  unique  condition  que  les  géodésiques  de  la 
surface  soient  représentées  par  les  droites  du  plan.  Son  élégante 
analyse  lui  a  montré  que  ce  mode  de  représentation  géodésiqiie 
ne  pouvait  intervenir  que  dans  le  cas  des  surfaces  à  courbure  cons- 
tante. A  leur  tour,  les  études  et  les  résultats  de  Beltrami  ont  été 
étendus  à  la  correspondance  entre  deux  surfaces  quelconques  et 
nous  ont  valu  des  propriété  nouvelles  de  cette  forme  de  l'élément 
linéaire  qui  porte  les  noms  de  Liouville  et  de  Jacobi. 

Un  géomètre  russe,  Tchebychef,  qui  occupe  une  place  à  part 
dans  le  développement  des  Mathématiques  modernes,  nous  a  pro- 
posé un  nouveau  et  curieux  sujet  de  recherche  qu'on  peut  présen- 
ter comme  il  suit,  en  le  généralisant  quelque  peu.  Imaginons  un 
iilet  tel  que  ceux  dans  lesquels  les  dames  enferment  leurs  cheveux, 
ou  tel  encore  qu'en  portent  les  personnes  qui  se  rendent  au 
marché.  Quelles  que  soient  leurs  formes  et  leurs  dimensions,  ces 
filets  sont  toujours  composés  de  deux  séries  de  fils  rattaches  en 
leurs  points  de  rencontre,  de  telle  manière  que,  pour  chaque 
maille,  les  angles  seuls  des  côtés  puissent  varier,  mais  non  leurs 
longueurs.  Imaginons  qu'on  pose  un  pareil  filet  sur  une  surface  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  qu'on  introduise  un  corps  solide,  terminé 
par  une  surface  quelconque,  à  l'intérieur  du  filet,  et  proposons-nous 
de  déterminer  la  forme  que  prendra  le  filet.  Analjtiquement,  cela 
revient  à  mettre  l'élément  linéaire  de  la  surface  considérée  sous 
la  forme 

ds^  =  A«  ûfa«-+-  G»  <;p«-+-  îâ  AC  cosO  rfa  rfp, 

ojù  A  et  G  désignent  des  fonctions  données  de  a  et  de  ^  et  Q  une 
fonction  inconnue.  Tchebjchef  s'est  borné  au  cas  où  l'on  a 

A  =  C=  I 

et,  suivant  sa  coutume,  il  s'est  contenté  de  rechercher  des  solu- 
tions approchées  de  son  problème.  Il  n'avait  pas  remarqué  que, 
dans  le  cas  de  la  sphère,  sa  solution  complète  et  générale  peut 
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être  raltachée  à  la  détermination  des  surfaces  à  courbure  constante 
négative;  en  ce  sens  que  chaque  surface  à  courbure  constante 
négative  donne,  par  la  représentation  sphérique  de  ses  lignes 
asjmptoliques,  une  solution  du  problème  de  Tchebvchef  pour  la 
sphère,  et  vice  versa. 


Les   sur/aces   à   courbure    constante    négative   et    les  formes 
quadratiques  de  différentielles.  Géométrie  non  euclidienne. 

Vous  le  voyez,  mes  chers  Collègues,  c'est  en  vain  que  nous  vou- 
drions échapper  à  ces  surfaces  à  courbure  constante,  qui  paraissent, 
au  premier  abord,  si  particulières.  C'est  le  cas  de  répéter  le  vers 
du  poète  : 

Je  l'évite  partout,  partout  il  me  poursuit. 

Elles  se  présentent  à  nous,  dans  toutes  les  recherches  que  nous 
entreprenons,  en  vertu  sans  doute  de  ces  propriétés  d'invariance 
qui  sont  mises  en  évidence  par  le  théorème  de  Gauss.  Mais  il  faut 
le  remarquer  aussi,  leur  élude  emprunte  un  intérêt  eiiceptiounel 
aux  relations  si  étroites  qu'elle  présente  avec  ces  recherches  sur  les 
principes  de  la  Géométrie  qui  ont  été  inaugurées  par  les  travaux 
de  Lobatschefskj,  de  Gauss,  de  Bolyai  el  de  Ricmann.  Ce  beau  et 
vaste  sujet,  auquel  s's^ltachent  passionnément  les  géomètres 
modernes,  ipériterait  à  lui  seul  une  étude  spéciale.  Je  me  bornerai, 
pour  le  moment,  à  remarquer  que  Riemann,  en  le  rattachant  à  la 
considération  d'une  forme  quadratique  de  différepUelles,  a  inlro-r 
duit  par  cela  même,  e^  Géométrie  iuGnitésinmle,  un  élément 
d^étude  et  de  coordination  appelé  à  jouer  dans  toutes  les  re-r 
cherches  le  rôle  le  plus  essentiel, 

Riemann  et  Bcltrami  avaient  ouvert  la  voie  :  l'un  en  définissant, 
l'autre  en  étudiant,  d'une  manière  détaillée,  la  notion  des  espaces 
à  courbure  constante,,  qui  est,  en  quelque  sorte,  adéquate  à  la 
géométrie  non  euclidienne.  Depuis^  Li|)schitz  et  Chrisloffel  ont 
envisagé  les  formes  quadratiques  de  difl'érentielles  dans  toute  leur 
généralité;  et  leurs  savantes  recberches,  accueillies  partout  avec 
grande  faveur,  ont  été  poursuivies  avec  beaucoup  de  succès  dans 
ce  pays.  Il  faut  s'en  réjouir,  car  les  formes  quadrati(|ucs  de  dilfc- 
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renti^Iles  iutervienpent  pour  ainsi  dire  partout.  Qn  sait  le  rôle 
capital  qui  leur  a  été  assigné  dans  la  mécanique  analytique  par  le:i 
immortelles  découvertes  de  Lagrange;  pour  se  bQrqcf  à  la  Géo-. 
ii)étrie,  on  les  obtient,  non  seulement  en  formant  les  éléments 
linéaires  des  surfaces  et  des  espaces  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions,  n^ais  aussi  eu  calculant  le  moment  de  deux  droites 
infiniment  voisiqes^  l'angle  de  deu\  sphèfe^  infiniment  voi- 
sines, etc.  Leup  étude  a  été  beaucoup  avancée  en  ce  qui  concerne 
la  partie  diflerentielle  et  invariantiye;  on  a  tpéme  rattaché  à  leur 
considération  un  noifveau  genre  de  calcul  qui  forme  une  extension 
curieuse  du  calcul  difTérentiel.  On  a  comn^encé  aussi  à  étudier 
dans  toute  sa  généralité  le  premier  et  le  plus  élémentaire  des  pro- 
blèmes de  celle  théorie  ;  je  veux  dire  la  recherche  des  concilions 
qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  pQur  que  deux  formas  soient 
applicables  Tvine  sur  Fs^utre,  Dans  sp  partie  délicate  et  difficile, 
celle  recherche  se  ramène  évidemment  à  celle  des  fprmes  quadra- 
tiques qu^on  peut  ^ransîforiner  en  elles-mçme^  par  i^ne  suite  con- 
tinue de  substitutions,  Ici,  les  magistrales  découvertes  de  Lie  sur 
|a  théorie  des  groupes  onl  trouvé,  el  ti'quYçront  ^an^  doute  encore, 
UD  bçaij  cliamp  d*applica(ion, 


XI 

Réduction  dest  prçblçmes  le$  u(\s  au^  autres.  Procédés  de  récurrence. 
Sur/aces  isothermiques.  Déformation  des  sur/aces  du  second  degré. 

Les  progrès  récents  de  l'Analyse  nous  ont  conduits  à  envisager 
^qiis  un  pqint  de  vue  tout  nouveau  Tinlégralion  des  équations 
diflérentielles  et  aux  dérivées  partielles.  Nous  savons  aujourd'hui 
qu'on  doit  le  plus  souvent  renoncer  à  les  intégrer  dans  le  sens 
ancien  du  mot;  qu'il  faudra  les  étudier  directement,  les  classer, 
les  ramener  les  unes  aux  autres,  rechercher,  s'il  y  a  lieu,  les  trans- 
formations qui  les  reproduisent.  Celle  élude  commence  à  peine,  et 
elle  exigera  de  longs  efforts;  mais,  dès  à  présent,  il  est  permis 
d'affirmer  que  la  géométrie  infinitésimale  offrira,  le  moment  venu, 
à  l'Analyse  les  applications  les  plus  intéressantes,  et  surtout  les. 
exemples  les  plus  précieux. 

Nous  avons  déjà  signalé  les   méthodes  de    transformation  des 
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surfaces  à  courbure  constante.  On  pourrait  presque  dire  que  ces 
procédés  de  récurrence  sont  de  règle  en  Géométrie,  car  on  les 
retrouve  partout. 

Considérons,  par  exemple,  les  surfaces  iso thermiques,  c'est- 
à-dire  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  forment  un  système 
isotherme.  Leur  détermination  dépend  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  quatrième  ordre,  qu'on  a  réussi  à  écrire  sous 
les  formes  les  plus  symétriques,  mais  dont  l'inlégratlon  constitue 
peut-être  le  problème  le  plus  difficile  qu'on  rencontre  en  Géo- 
métrie. On  en  connaît,  il  est  vrai,  de  nombreuses  intégrales  parti- 
culières :  les  surfaces  du  second  degré,  les  cyclides  les  plus 
générales,  les  surfaces  de  révolution,  celles  dont  la  courbure 
moyenne  est  constante,  certaines  surfaces  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  système,  etc,  sont  des  surfaces  Isolhermiques;  mais, 
en  comparaison  de  l'intégrale  générale  qui,  suivant  la  vieille  ter- 
minologie, doit  comprendre  quatre  fonctions  arbitraires,  ces  solu- 
tions particulières  ne  comptent  pour  ainsi  dire  pas.  Ici  toutefois, 
comme  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante,  certaines 
constructions  géométriques  drs  plus  simples  permettent  de  ratta- 
cher, par  de  simples  quadratures,  à  chaque  surface  isolliermique, 
toute  une  série  de  surfaces  isolhermiques  nouvelles,  dans  la  défi- 
nition desquelles  figurera  un  nombre  de  constantes  de  plus  en 
plus  grand.  On  pourrait  donc  être  tenté  de  reprendre  les  efforts  de 
Lie,  pour  déduire  de  cet  ensemble  de  solutions  Tintégrale  géné- 
rale elle-même,  en  s'appuyant,  non  plus  sur  les  conceptions 
d'Ampère,  mais  sur  la  définition  correcte  de  l'intégrale  générale, 
telle  (|u'clle  a  été  donnée  par  Cauchy.  i^ermettez-moi  d'ajourner 
ce  genre  de  considérations,  et  de  passer  à  un  autre  exemple  d'un 
intérêt  tout  actuel,  dans  lequel  il  s'agit,  non  de  la  transformation 
d'une  équation  en  elle-même,  mais  do  la  réduction  d'un  problènie 
à  un  autre,  différent  et  plus  simple. 

Il  semble  que,  dans  son  développement,  la  Géométrie  infinité- 
simale soit  appelée  à  suivre  les  mêmes  voies  que  l'analyse  de 
Descartes.  La  déformation  de  la  sphère  avait  d'abord  occupé  les 
géomètres;  la  marche  naturelle  de  leurs  éludes  les  a  amenés  à 
s'occuper  de  la  déformation  des  surfaces  générales  du  second 
degré.  Deux  voies  différentes  ont  été  suivies  pour  l'étude  de  cette 
belle  question.  I^cs  uns  se  sont  attachés,  et  ont  réussi,  à  constituer 
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des  procédés  de  récurrence,  des  mélliodes  de  Iransformalion  ana- 
logues à  celles  qu'on  avait  données  pour  les  surfaces  à  courbure 
constante.  Les  autres  ont  essayé  de  rattacher  le  problème  nouveau 
qui  leur  était  posé  au  problème,  plus  simple  dans  son  énoncé,  de 
la  déformation  de  la  sphère,  et  ils  y  sont  parvenus  dans  un  assez 
grand  nombre  de  cas  :  pour  le  paraboloïde  quelconque,  pour  toutes 
les  quadriques  de  révolution,  et  même  pour  la  surface  plus  générale 
assujettie  à  Tunique  condition  d'être  tangente  en  un  seul  point  au 
cercle  de  l'infini.  Ce  résultat  peut-il  s'étendre  encore  à  la  surface 
quadrique  la  plus  générale  ?  La  réponse  à  cette  question,  qu'elle 
soit  affirmative  ou  négiitive,  sera  également  intéressante  dans  les 
deux  cas.  Je  crois  bien  qu'elle  ne  tardera  pas  à  êlre  donnée;  mais 
pour  le  moment  je  suis  réduit  à  dire,  en  parlant  latin  dans  la  Ville 
Eternel  le  5 

Adliuc  sub  judice  lis  est. 


xn. 

Les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  et  leur  rôle 
en  Géométrie  infinitésimale, 

11  semble  bien,  d'après  ce  qui  précède^  que  la  Géométrie  infini- 
tésimale soit  destinée  à  devenir  en  quelque  sorte  une  illustration 
de  cette  partie  du  calcul  infinitésimal  qui  traite  des  équations  aux 
dérivées  partielles.  Et  cependant  je  ne  vOus  ai  encore  rien  dit  des 
relations  étroites,  presque  surprenantes,  qu'elle  présente  avec  les 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indé- 
pendantes» Ces  équations,  qui  se  présentent  aussi,  mais  sous  une 
forme  différeiite,  en  Physique  malhématiqlie)  avaient  été  déjà 
considérées  par  I^aplaCe,  qui  avstit  donnée  pour  les  intégrer,  une 
méthode  vraiment  oi'iginale.  Leur  étude  analytique  a  été  reprise 
par  Riemann  et  Moutard.  On  a  perfectionné  leur  théorie,  constitué 
pour  elles  une  théorie  spéciale  des  invariants.  En  particulier,  celles 
dont  les  invariants  sont  égaux  forment  un  groupe  d'un  intérêt 
exceptionnel.  Moutard  avait  indiqué,  pour  les  intégrer  quand  cela 
est  possible,  une  méthode  qui  laissait  prise  aux  objections,  mais 
qui  s'est  trouvée  exacte.  De  sorte  que  les  recherches  géométriques 
ont  contribué  ici  eni-ore  à  perfeclionner  les  théories  analytiques. 
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Elles  nous  ont  même  posé  des  problèmes  auxquels  l'Analyse  n'au- 
rait pas  songé  d'elle-même.  C'est  ainsi  que,  parmi  ces  équations 
linéaires,  se  sont  révélées  comme  particulièrement  dignes  d'être 
formées  et  étudiées  celles  qui  possèdent  un  ou  plusieurs  groupes 
de  solutions  particulières  liées  par  une  équation  quadratique.  Par 
exemple,  là  recherche  des  surfaces  à  cdurbui*e  constante  se  ramène 
à  celle  des  équations  de  là  forme 

qui  possèdent  trois  solutions  dont  la  soihm6  des  (iàrrés  est  égale  à 
l'unité.  Celle  des  surfaces  isolhermiques  se  ramène  également  à 
celle  des  équations  de  même  forme  possédant  cinq  solutions  pour 
lesquelles  la  somme  des  carrés  est  nulle,  etc. 

Parmi  les  questions  dont  la  solution  dé[)end  exclusivement  de 
l'intégration  d'une  équation  linéaire,  deux  doivent  être  plus  parti- 
culièrement mises  en  évidence  :  le  problème  de  la  représentation 
sphérique  et  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  Ils 
se  ranlènent  l'un  à  l'autre,  et  leiir  solution  peilt  aujourd'hui  être 
considérée  comme  complètement  achevée. 

En  particulier,  la  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite 
Constitue  la  première  application  un  peu  étendue  d'une  méthode 
qui  paraît  appelée  à  un  grand  avenirt 


XIII. 

Le  système  auxilitaire  en  ùéométrie.  Déforination  Jinie  et  déformation 

infiniment  petite. 

Étant  donné  un  système  d'équations  difierentielles  ou  aux 
dérivées  partielles  qui  contient  un  certain  nombre  de  fonctions 
inconnues,  il  y  a  lieu  de  lui  adjoindre  un  système  que  nous  avons 
appelé  auxiliaire  et  qui  détermine  les  solutions  du  système 
infiniment  voisines  d'un  système  quelconque,  donné  à  l'avance, 
de  solutions.  Le  système  auxiliaire  est  évidemment  linéaire. 
Son  étude,  relativement  facile,  fournit  les  renseignements  les  plus 
précieux  sur  le  système  primitif  lui-même,  et  sur  la  possibilité  d'en 
obtenir  l'intégration.   Par  exemple,  en  ce  qui  concerne  la  défor- 
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mation  d'une  surface,  Tapplication  des  critères  de  Laplace  à 
Téqualion  auxiliaire  permellra  de  reconnaître  s'il  est  possible  d'in- 
tégrer l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  la  solution 
complète  et  générale  du  problème. 

La  considération  de  la  déformation  infiniment  petite  permet 
encore  d'appliquer  au  problème  de  la  déformation  finie  un  théo- 
rème de  Cauchy  qui,  aujourd'hui  encore,  est  à  peine  connu,  mais 
qui  excitait  l'admiration  de  Liouville,  ce  juge  si  sévère  et  si  diffi- 
cile, surtout  pour  les  travaux  de  Cauchy. 

Le  grand  géomètre  a  montré  qu'on  peut  étendre  aux  équations 
aux  dérivées  partielles  un  théorème  démontré  depuis  longtemps 
par  Lagrange  pour  les  équations  linéaires  aux  dérivées  ordinaires 
et  intégrer,  par  de  simples  quadratures^  tout  système  linéaire 
non  homogène  d'équations  aux  dérivées  partielles,  quand  on  a 
obtenu  l'intégrale  générale  de  ce  même  système,  rendu  homogène 
par  la  suppression  des  seconds  membres  des  équations. 

D'après  cela,  si  l'on  veut  trouver  les  surfaces  qui  résultent  de  la 
déformation  d'une  surface  donnée,  on  pourra,  comme  je  l'ai  montré 
dans  mes  Leçons,  résoudre  avec  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  le  voudra,  et  par  de  simples  quadratures,  le  problème  de  la 
déformation  finie,  toutes  les  fois  qu'on  aura  intégré  l'équation 
linéaire  de  la  forme  (D)  dont  dépend  la  solution  complète  du 
problème  de  la  déformation  infiniment  petite. 


XIV. 

Élargissement   des  cadres   de  la   Géométrie.   Nécessité  de  méthodes 
générales  et  uniformes  permettant  ies  simplifications  nécessaires. 

J'espère,  mes  cliers  Collègues-,  vous  avoir  montré  que,  même  en 
nous  bornant  aux  parties  anciennes  et  déjà  explorées,  nous  trou- 
vons devant  nous  bien  des  questions  qui  peuvent  tenter,  et  les 
géomètres,  et  les  analystes.  Mais  que  dire  de  cette  partie  presque 
inlactc  de  la  Géométrie  qui  nous  a  été  léguée  par  les  travaux  de 
Pliicker,  de  Sophus  Lie  et  de  leurs  successeurs,  il  ne  leur  a  pas 
suffi  d'introduire  le  plan  et  de  le  considérer,  au  même  titre  que  le 
point,  comme  un  élément  de  l'espace.  La  théorie  des  polaires 
réciproques  avait  rompu    les  digues.   Au   point  et  au  plan  sont 
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venus  s'adjoindre  successivemeol  la  ligne  droile,  la  sphère,  le 
cercle,  puis  les  courbes  et  les  surfaces  accompagnées  de  leurs 
plans  tangents;  on  a  même  réuni  ces  êtres  déjà  si  complexes  en 
assemblages,  qu^on  s'est  plu  à  considérer  eux-mêmes  comme  des 
éléments  primordiaux.  L'étude  des  relations  infinitésimales  est  à 
peine  commencée  pour  celte  nouvelle  Géométrie.  C'est  tout  au 
plus  si  l'on  a  ébauché  la  théorie  de  la  ligne  droite  et  de  la  sphère, 
reliées  l'une  à  l'autre  par  l'admirable  transformation  de  Sophus 
Lie.  Le  cercle  et  l'hélice  ont  donné  lieu  à  quelques  recherches  ; 
on  a,  en  quelque  sorte,  isolé  et  étudié  certaines  classes  de 
congruences  rectilignes  parmi  lesquelles  il  faut  signaler  les 
congruences  isotropes  de  Ribaucour,  qui  jouent  un  rôle  si  élégant 
dans  la  théorie  des  surfaces  minima  ;  on  a  perfectionné  en  plu- 
sieurs points  la  théorie  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
et,  en  particulier,  des  svstèmes  triples  de  surfaces  orthogonales. 
Mais  les  progrès  ultérieursdépendrontexclusivement  de  Tordre,  de 
l'uniformité  et  de  la  généralité  qu'on  parviendra  à  introduire  dans 
les  méthodes.  C'est  à  ce  prix  seulement  qu'on  pourra  réaliser, 
dans  cette  branche,  les  simplifications  sans  lesquelles  tout  progrès 
deviendrait  impossible.  J'ai  confiance  qu'ici  comme  ailleurs,  l'ex- 
trême généralité  des  problèmes  engendrera  la  simplicité  des 
solutions. 
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H.    BRUNS.    —    WAHRSCilEINLICIiKKITSRECHNUNG    UND   KoLLBKTIVMASSLBIlRE. 

I  volume  in-8  de  3 10  pages.  Leipzig  und  Berlin,  Teubner,  1906. 

Dans  cet  Ouvrage,  M.  Bruns  se  limite  au  calcul  des  probabilités 
pur;  on  y  chercherait  en  vain  une  théorie  des  erreurs  ou  des  assu- 
rances ;  c'est  que  ces  applications  sont  si  importantes  qu'elles  en 
acquièrent  une  sorte  d'indépendance,  un  peu  comme  l'astronomie 
sphérique  vis-à-vis  de  la  trigonométrie. 

La  |>remière  Partie  du  Livre  est  consacrée  au  calcul  classique  des 
probabilités.  L'auteur  insiste  sur  les  conditions  dans  lesquelles 
l'emploi  de  ce  calcul  est  légitime;  en  somme,  c'est  simplement  un 
calcul  des  fréquences  relatives^  et  il  ne  peut  s'employer  que 
pour  des  moyenneSy  et,  si  Ton  suppose  V égal  épuisement  des  cas 
possibles,  c'est  affaire  d'expérience  que  de  vérifier  cet  égal  épuise- 
ment, c'est-à-dire  l'égale  possibilité  de  tous  les  cas.  Le  type  des 
phénomènes  soumis  au  hasard,  c'est  le  tirage  d'une  boule  dans  une 
urne  contenant  des  boules  blanches  et  noires;  dans  ce  cas  simple, 
on  constate  que  l'égal  épuisement  a  lieu;  on  dit  aussi  qu'il  y  a 
compensation  du  hasard.  A  quoi  est  due  cette  compensation? 
Est-ce  une  loi  de  la  nature  comme  la  gravitation,  ou  est-elle  le 
résultat  d'un  mécanisme  plus  ou  moins  compliqué?  La  question 
est  intéressante,  mais  importe  peu  pour  l'emploi  pratique  du  calcul 
des  probabilités,  et  elle  importe  encore  moins  au  mathématicien. 

Après  avoir  établi  les  théorèmes  généraux  ordinaires,  et  fait  ra- 
pidement la  théorie  de  l'intégrale  eulérienne,  l'auteur  passe  à  la 
résolution  des  problèmes  classiques  sur  le  partage  des  enjeux,  la 
ruine  des  joueurs,  et  il  les  traite  d'une  façon  très  générale,  en  les 
rattachant  à  la  résolution  des  équations  aux  différences  par  l'em- 
ploi des  fonctions  génératrices.  Il  discute  aussi  la  question  des 
espérances  mathématique  et  morale,  et  le  Chapitre  suivant,  con- 
sacré aux  probabilités  géométriques,  donne  les  résultats  si  inté- 
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ressants  sur  le  nombre  des  droites  qui  rencontrent  une  ou  deux 
courbes,  qui  passent  entre  deux  courbes,  etc. 

La  seconde  Partie  du  Livre  est  la  plus  considérable,  et  c'est  la 
partie  originale.  Elle  est  consacrée  à  la  théorie  des  mesures  collec- 
tives. Nous  allons  chercher  à  donner  une  idée  de  cette  théorie. 

Son  premier  but  est  la  condensation  en  une  formule  d'une 
série  d'observations,  de  façon  que  la  formule  ait  le  même  contenu 
que  les  observations  elles-mêmes.  Donnons  d'abord  quelques  dé- 
finitions. 

Un  objet  collectif  esl  un  ensemble  d'objets  de  même  nature, 
c'est-à-dire  a^^ant  des  caractères  communs,  et  qui  peuvent  être 
rangés  statistiquement  d'après  un  caractère  variable.  Ce  caractère 
ordonnateur  esiV  argument,  le  nombre  des  objets  est  \e  périmètre. 
Par  exemple,  formons  un  Tableau  des  tailles  des  recrues  d'une 
même  circonscription,  ces  tailles  étant  exprimées  par  un  nombre 
rond  de  centimètres  :  toute  taille  en  ire  169*^",  5  et  l'jo^^'^jS  par 
exemple  sera  représentée  par  1^0*^'"  (ce  procédé  de  l'arrondisse- 
ment joue  un  grand  rôle  dans  la  pratique,  et  il  faudra  étudiei-  ses 
conséquences).  Appelons^  la  fréquence  relative  des  tailles  repré- 
sentées par  le  nombre  x\  porïons  x  en  abscisse,  y  en  ordonnée, 
et  faisons  passer  par  la  série  des  points  obtenus  une  courbe  ;  ce  sera 
la  courbe  distributive.  L'expérience  montre  que  Ton  obtient  ainsi 
pour  les  objets  collectifs  les  plus  divers  des  courbes  d'allure  régu- 
lière, pourvu  que  le  périmètre  soit  assez  grand.  Quand  le  périmètre 
augmente,  la  courbe  ne  se  transforme  pas  indéfiniment,  mais  reste 
sensiblement  constante;  c'est  la  vérification  expérimentale  de  ce 
fait  que  lu  compensation  du  hasard  se  produit  dans  la  réalité. 

La  courbe  distributive  a  le  même  contenu  que  les  observations, 
mais  elle  n'est  pas  pratiquement  la  plus  commode.  Appelons  S  (a:) 
la  somme  de  tous  les  y  correspondant  à  des  valeurs  de  l'argu- 
ment "^x,  La  courbe  dont  l'ordonnée  est  S(:r)  est  appelée  courbe 
sommatoire,  et  elle  présente  de  sérieux  avantages  sur  la  courbe 
distributive.  Appelons  V(a7)  l'ordonnée  de  celte  dernière  courbe; 
y  {x)  étant  la  dérivée  de  S  (a?),  on  voit  qu'il  est  facile  de  jiasser 
d'une  courbe  à  l'autre. 

On  se  propose  de  chercher  une  théorie  formelle  générale  des 
objets  collectifs,  ou  encore  de  chercher  la  fonction  S  (a:).  On  voit 
tout  de  suite  qu'un  pareil  problème  est  indéterminé,  mais  il  7  a 
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des  solutions  plus  commodes  que  d'autres  et  surtout  qui  mettent 
mieux  eu  relief  les  caractères  communs  à  tous  les  objets  collectifs. 
On  a  cherché  d'abord  ù  représenter  tous  les  objets  colleclifs  par 
une  formule  de  la  forme 

Cela  revient  à  poser 

ïS(a?)  — 1  =  *(m), 
où 

*P{u)  —  —z   I     e~**dt        et         u  =  h(x  —  c). 

y/rc  */o 

Mais  cette  représentation  n'est  pas  plus  satisfaisante  que  la  re- 
présenlalion  des  phénomènes  périodiques  par  un  sinus.  Pour  les 
phénomènes  périodiques,  on  a  été  obligé  d'introduire  des  para-  * 
mètres,  et  on  les  a  représentés  par  la  série  de  Fourier  réduite  à  ses 
premiers  termes.  Il  eu  est  de  même  pour  les  objets  collectifs. 
Voici  quelles  sont  les  formules  qui  servenl  de  fondement  analy- 
tique : 

Désignons  par  sg(y  —  x)  une  fonction  égale  à  i ,  o  ou  —  i  sui- 
vant que  ^ —  X  est  positif,  nul  ou  négatif.  Posons  «==  fi{x  — c), 
V  =  k{y  —  c),  où  h  est  >  o. 

On  aura 

où  ^  <  I .  ^{x)q  est  la  dérivée  ^r»^"*  de  la  fonction  ^(a:),  et  les  po- 
lynômes K[x)q  sont  définis  par  la  formule 

y{x)  étant  l'ordonnée  de  la  courbe  distributîve,  posons  mainte- 
nant 

D[T(ar)]=  Ç       T{x)\{x)dx, 

ile  sera  la  moyenne  de  T(^),  prise  suivant  la  distribution  V(^). 
Appliquons  maintenant  l'opération  D  à  la  fonction  sg(y  —  x)  : 
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Telle  est  la  formule  roiidamentale  de  la  nouvelle  théorie.  II  suffira 
pour  avoir  S{y)  de  calculer  les  coefficients  D[R(a)ç],  les  ^^  étant 
donnés  par  une  Table.  Pratiquement,  il  suffira  de  faire  ^  =  i  et  de 
se  borner  aux  premiers  termes. 

Prenons  c  =  D(x);  c  est  alors  ce  que  la  théorie  des  erreurs 
appelle  valeur  la  plus  probable. 

Posons  alors  5^:=D[(x  —  <^Y\y  ^  ®st  appelée  la  dispersion; 
c'est  ce  que  Ton  appelle  dans  la  théorie  des  erreurs  Verreur 
moyenne.  Prenons  enfin  h  de  façon  que  2(^5)*=  i  ;  on  constate 
alors  que  les  deux  premiers  coefficients  de  la  série  des  ^  s'annulent, 
et  l'on  obtient  \^  forme  normale 

2S(j^)  -  I  =  *(p) -h  Dj*(p),-+-. . .. 

Les  quantités  c,  h  et  les  D  sont  appelées  les  éléments  numé- 
riques. 

Ainsi  se  trouve  résolu  le  problème  proposé.  Répétons  que  cette 
solution  n'est  pas  unique.  L'expérience  peut  montrer  qu'il  existe 
pour  certaines  classes  d'objets  collectifs  des  expressions  qui  les 
représentent  avec  un  assez  petit  nombre  de  paramètres,  et  qui 
soient  préférables  à  la  série  des  ^. 

Le  problème  précédent  a  été  posé  parFechner.  A  cette  question 
principale  se  rattachent  d'autres  questions  importantes.  Que  de- 
vient la  courbe  sommaloire  quand  on  change  l'argument?  Quelle 
est  la  consé(|uence  d'un  mélange  d'arguments  ou  de  distributions? 
Quelle  est  l'incertitude  des  éléments  numériques  calculés  et  quelle 
est  l'influence  de  l'arrondissement?  Autant  de  questions  qui  sont 
soigneusement  discutées.  Arrêtons-nous  un  peu  sur  quelques- 
unes. 

Voici  en  quoi  consiste  un  mélange  d'arguments.  Soient  â7|,  X2, 
, .  ,^  Xn  les  arguments  de  n  objets  collectifs,  pour  chacun  desquels 
on  connaît  la  loi  de  distribution  W(xm)j  lois  qui  peuvent  être  les 
mêmes  ou  difi^érer.  Si  :r  ==  T  (a7|  ,372,  . . .,  x«),  on  dit  que  ^  provient 
du  mélange  des  arguments  x/^.  On  peut  alors  calculer  la  loi  de 
distribution  de  l'argument  :c,  et  Ton  constate  que,  si  les  dispersions 
des  x/(  sont  du  niême  ordre  de  grandeur,  le  mélange  d'arguments 
engendre  une  tendance  vers  la  loi  exponentielle  simple 

iS(x)  —  1  =  4>(a), 
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quand  n  augmente;  nous  retrouverons  plus  lard  ce  résultat  très 
important.  L'étude  du  mélange  de  distributions  conduit  à  trouver 
des  critères  pour  décider  si  deux  arguments  d'un  même  objet  col- 
lectif sont  indépendants. 

La  méthode  qui  sert  à  l'étude  de  l'incertitude  des  éléments  nu- 
mériques est  bien  digne  de  remarque.  Supposons  une  série  de  m 
expériences,  qui  donnent  les  nombres  Xt^  x^t  . . .,  Xm  formant  un 
objet  collectif;  xi  résulte  de  la  t**"*  expérience.  Soit  V(^)  la  dis- 
tribution vraie,  c'est-à-dire  telle  qu'on  la  calculerait  si  m  était 
infini.  Recommençons  indéfiniment  celte  série  de  m  expériences; 
les  X\  forment  un  objet  collectif  de  distribution  V(a7);  de  même 
les  X2t  ....  Un  élément  numérique  calculé  E  est  une  fonction 
T(a7|,  x^'i  ...,  ^m),  et  tous  les  éléments  E  obtenus  formeront,  eux 
aussi,  un  objet  collectif;  nous  prendrons  sa  dispersion  pour  mesure 
de  l'incertitude  de  E.  On  voit  qu'on  a  affaire  à  un  problème  de 
mélange  d'arguments,  dans  lequel  tous  les  arguments  ont  même 
distribution;  on  trouve  que  l'incertitude  de  tous  les  éléments  nu- 
mériques est  proportionnelle  à  -=.  Quant  à  Tinfluence  de  l'arron- 

yrn 

dissement,  on  ne  peut  rien  dire  de  très  général  ;  pourtant,  on  montre 
qu'il  doit  y  avoir  une  quinzaine  de  segments  au  moins  dans  la  ré- 
gion des  X  observés,  si  l'on  veut  que  l'arrondissement  n'ait  pas 
d'influence. 

Ces  problèmes  généraux  étant  résolus,  une  autre  question  se 
pose.  Pendant  longtemps  on  a  cru  pouvoir  assimiler  les  événements 
d'un  objet  collectif  aux  tirages  dans  une  urne  ou  système  d'urnes; 
ou  encore,  on  a  cru  pouvoir  réduire  tous  les  objets  collectifs  au 
type  des  urnes.  Ou  a  ainsi  fait  des  applications  tout  à  fait  fausses 
des  lois  de  Bernoulli  et  de  Poisson  sur  les  grands  nombres.  Lexis 
pose  le  problème  de  rechercher  dans  chaque  cas  particulier  si  l'as- 
similation au  type  des  urnes  est  légitime,  et  dans  quelle  mesure. 
11  nous  faut  trouver  des  règles  pour  répondre  à  cette  question. 
Etudions  d'abord  les  propositions  de  Bernoulli  et  de  Poisson. 
Voici  comment  on  peut  énoncer  les  résultats  de  Bernoulli. 

Soit  un  grand  nombre  n  d'urnes  identiques  contenant  des  boules 
blanches  et  noires  en  nombres  proportionnels  kp  t\.  q.  On  fait  un 
tirage  dans  chaque  urne,  et  on  note  la  fréquence  relative  x  des 
boules  blanches.  On  recommence  un  grand  nombre  de  fois;  les  x 
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observés  forment  un  objet  collectif  pour  lequel 

n 


2S(a;)-i  =  *[A(a:-/.)],  ^    ^^^ 

Cette  formule  montre  que  la  probabilité  maximum  appartient  à 
X  =  p  et  donne  la  loi  des  écarts.  Poisson  généralise  en  supposant 
variable  la  composition  des  urnes.  En  appelant/)  la  moyenne  des/?)t, 
P  celle  des  (/?a  —  /?)^j  il  trouve 

iS{a;)  —  i  =  ^[h(x-p)l        où         ^  =  y  a(/>/-P)' 

C'est  en  cela  que  consiste  la  loi  des  grands  nombres.  Pour  que 
celte  loi  s'applique,  il  faut  que  deux  nombres  soient  grands  :  i°  le 
nombre  des  expériences;  2°  le  nombre  des  urnes.  Le  1°  est  indis- 
pensable pour  que  la  compensation  du  hasard  s'établisse,  mais 
le  2**  ne  l'est  pas  du  tout;  on  peut  prendre  un  nombre  d'urnes 
quelconque,  on  obtient  un  objet  collectif  dont  on  peut  calculer  les 
éléments  numériques;  on  trouve  alors  la  loi  de  Poisson  comme  loi 
limite,  et  l'on  constate  que  la  tendance  vers  la  loi  exponentielle 
simple  est  une  conséquence  du  mélange  d'arguments.  Pour  com- 
parer la  distribution  d'un  objet  collectif  observé  à  celle  d'un  schéma 
de  Bernoulli  ou  de  Poisson,  il  faudra  donc  calculer  les  éléments 
numériques  de  cet  objet  collectif;  il  faudra  que  l'on  puisse  les  iden- 
tifier tous  avec  ceux  du  schéma,  dans  la  limite  de  l'incertitude  des 
éléments  numériques.  On  pourra  toujours  assimiler  un  objet  col- 
lectif quelconque  à  un  schéma  de  Poisson  en  prenant  un  grand 
nombre  d'urnes  variant  avec  le  périmètre  ;  mais  on  voit  bien 
qu'une  telle  assimilation  est  purement  formelle  et  n'a  aucun  intérêt  ; 
ce  qui  est  intéressant,  c'est  de  réduire  le  plus  possible  le  nombre 
des  paramètres. 

Un  tel  résultat  est  alors  utile  dans  l'application;  on  a  une  loi 
empirique;  cela  ne  doit  pas  empêcher  d'étudier  le  phénomène  en 
lui-même,  ce  qui  pourrait  faire  connaître  pourquoi  les  lois  du 
hasard  s'appliquent;  il  serait  utile  de  rechercher  d'une  façon  pré- 
cise quel  genre  d'hypothèses  un  résultat  ainsi  obtenu  peut  conduire 
à  faire  sur  le  mécanisme  même  du  phénomène  observé. 

La  même  méthode  est  encore  appliquée  au  schéma  le  plus  gé- 
néral des  urnes;  l'auteur  traite  aussi  le  difficile  problème  de  la 
distribution  des  groupes  dans  une  série  de  n  expériences.  Voici  le 
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type  de  ce  genre  de  problèmes:  On  fait  n  tirages  dans  une  urne 
contenant  des  boules  blanches  et  noires,  en  remettant  la  boule  à 
chaque  fois.  On  obtient  ainsi  des  résultats  (i),  (2),  ...,  (/i).  On 
peut  les  diviser  en  groupes  de  deux  de  la  façon  suivante  :  (i,  2), 
(2,  3),  (3,  4)?  etc.' On  prend  la  fréquence  relative  des  groupes 
composés  de  deux  blanches,  ou  d'une  blanche  et  d'une  noire,  pour 
argument  d'un  objet  collectif;  il  faut  alors  trouver  la  courbe  som- 
matoire.  On  voir  combien  ce  problème  se  complique  dès  que  l'on 
prend  des  groupes  plus  étendus,  ou  que  l'on  fait  d'autres  hypothèses 
analogues. 

Le  Livre  se  teimine  par  une  partie  pratique.  L'auteur,  étant 
astronome,  et  auteur  du  calcul  scientifique,  mène  la  théorie 
jusqu'au  calcul  numérique.  II.  ex|)ose  en  détail  comment  on  peut 
calculer  les  éléments  numériques,  dans  les  divers  cas  qui  se  pré- 
sentent, comment  on  peut  abréger  le  travail  matériel,  et  surtout 
avoir  des  vérifications  constantes. 

Dans  cette  longue  analyse,  j'ai  cherché  à  donner  une  idée  un 
peu  précise  de  la  théorie  des  mesures  collectives,  théorie  encore 
jeune,  et  qui  pourtant  a  été  l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de 
travaux  en  Allemagne;  je  n'ai  pu  qu'effleurer  la  plupart  des  sujets 
que  traite  le  Livre  si  touffu  de  M.  Bruns  ;  le  concept  d'objet  collectif 
relie  tous  ces  sujets,  qui  se  présentent  comme  de  simples  applica- 
tions de  la  thi^orie  générale.  On  a  affaire  en  somme  à  un  achève- 
ment logique  des  principes  du  calcul  des  probabilités,  et  l'on  a  vu 
combien  de  voies  sont  ouverles  à  la  recherche.  Beaucoup  de  ré- 
sultats importants  ont  été  trouvés,  les  grandes  lignes  ont  été  tracées, 
et  les  détails  abordés  ;  on  désirerait  une  complication  moins 
grande. . .,  mais  peut-être  cette  complication  est-elle  dans  la  nature 
des  choses;  on  voudrait  aussi  des  dévelop|)ements  su|)plémentaires' 
sur  le  problème  de  Lexis  et  sur  les  conséquences  de  l'assimilation 
d'un  objet  collectif  à  un  schéma  d'urnes. 

Le  Livre  de  M.  Bruns  donne  l'état  actuel  de  la  théorie,  à  la 
création  de  laquelle  l'auteur  a  contribué  pour  une  très  grande  part; 
un  progrès  très  grand  a  été  réalisé  sur  le  calcul  classique  des  pro- 
babilités; les  problèmes  si  diilerents  soulevés  dans  ce  calcul  sont 
rassemblés  sous  un  même  point  de  vue,  et  une  niéthode  uniforme 
leur  est  appliquée;  on  a  vu  comment,  en  posant  le  problème  de 
Bernoulli  d'une  façon  nouvelle,  on  généralise  les  résultats,   en 
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atteignant  les  lois  des  petits  nombres;  enfin,  le  caractère  expéri- 
mental de  la  théorie  la  rend  propre  à  des  applications  sérieuses  à 
la  réalité.  A.   Blondel. 


LBIBNIZENS  nachgelassbne  Schriftën  physikalischkn,  mbchanischbn  und 
TBCHMSCHEN  Jnhalts,  herausgcgebeo  und  mit  erlâuternden  Ânmerkungen 
versehen  von  Dr.  E.  Gerland,  Un  volume  des  Abhandlungen  zur 
Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften,  mit  Einschïuss  ihrer 
Anwenc/un^en,  begrOndet  von  Af.  Cantor,  (XXÏ.  Heft.)  256  pages  in-8. 
Leipzig,  Teubner,  1906. 

La  Bibliotheca  mathematica,  dans  le  premier  Volume  de  la 
troisième  série  (1904).  a  donné  de  brèves  indications  sur  ces 
papiers  de  Leibniz,  concernant  la  Physique,  la  Mécanique,  la 
Technique,  conservés  dans  la  bibliothèque  de  Hanovre  cl  qui 
voient  le  jour,  grâce  à  M.  Ernest  Gerland.  Ils  ne  diminueront  pas, 
à  coup  sûr,  Topinion  qu'on  avait  sur  l'étendue  d'esprit  et  Tinlinie 
curiosité  de  Leibniz.  Dans  des  morceaux  qui  sont  souvent  assez 
longs,  qui  parfois  se  réduisent  à  quelques  pages,  à  quelques 
phrases,  à  quelques  notes  informes,  celui-ci  traite  du  baromètre, 
de  la  nature  de  l'air  et  de  la  flamme,  de  TAéronautique,  de  la 
Capillarité,  de  divers  chapitres  d'Acoustique  et  d'Optique,  du  la 
déclinaison,  des  principes  de  la  Phjsique,  du  mouvement  en  géné- 
ral, du  frottement,  du  perpetuum  mobile  y  des  horloges,,  de  la 
fabrication  des  miroirs,  des  machines  de  guerre,  des  pompes  et 
autres  machines  hydrauliques,  des  moulins  a  vent,  de  la  navi- 
gation, des  roues  de  voiture,  etc.,  sans  compler  une  drôle  de 
pensée,  touchant  une  nouvelle  sorte  de  représentations,  par 
laquelle  se  termine  le  Volume. 

Tout  cela  est  écrit  en  allemand,  en  latin,  en  français;  les  di- 
verses langues  se  mêlent  d'ailleurs  souvent,  comme  dans  ce  bout 
de  phrase  : 

Ihre  naturam  aber  geometrica  zu  consideriren...; 

je  crois  bien  que  Leibniz  serait  partisan  de  V Espéranto.  Tout 
cela  est  écrit  de  la  façon  la  plus  négligée,  parfois  illisible,  souvent 
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déchiré.  On  devine,  en  feuilletant  ces  pages,  une  partie  de  la 
peine  qu'a  dû  se  donner  M.  Gerland  pour  les  déchiffrer,  pour  en 
éclaircir  le  sens.  Mais  cette  peine  portait  sa  récompense  en  elle- 
même,  tant  cet  amas  de  documents  est  précieuxp  our  l'histoire  de 
la  Science,  de  la  Technique  et  de  la  pensée  de  Leibniz. 

J.  T. 


SARRETTE  (H.).  —  Précis  arithmktique  des  calculs  d'emprunts  a  long 
TERME  ET  DES  VALEURS  MOBILIERES.  I  volume  ia-8  ;  ix-aSS  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars,  igo8. 

Dans  le  titre  de  ce  Livre,  les  mots  Précis  arithmétique  ont 
peut-ôtre  besoin  d'explication;  voici  celle  que  donne  Tauleur: 
«  Précis,  car  les  règles  fondamentales  en  la  matière  sont  énoncées, 
démontrées  et  traduites  dans  Tupplication  et  de  nombreux  exem- 
ples; précis  arithmétique,  car  toutes  les  démonstrations  et  expli- 
cations sont  essentiellement  arithmétiques,  TAIgcbre  étant  complè- 
tement laissée  décote.  Le  lecteur  ne  trouvera  donc,  dans  ce  Traité, 
aucune  notation  littérale,  sans  cependant  que  le  raisonnement  soit 
sacrifié  en  aucun  cas.   » 

L'auteur  tient  parfaitement  les  promesses  de  sa  préface  et  ses 
explications  ont  toute  la  clarté  désirable.  Il  n'aurait  assurément 
pas  rédigé  son  Livre  comme  il  l'a  fait  s'il  n'avait  pas  été  convaincu 
que  ce  mode  de  rédaction  correspondait  à  un  besoin,  à  un  besoin 
que  ses  fonctions  et  ses  relations  lui  ont  permis  de  constater. 
((  Voit-on,  dit-il  encore,  un  commerçant,  un  industriel,  un  ban- 
quier se  livrant  à  des  recherches  de  logarithmes,  à  des  résolutions 
d'équations?  »  Cette  simple  question,  posée  avec  une  parfaite  tran- 
quillité, est  une  satire  cruelle  des  résultats  de  notre  sj'stème  d'édu- 
cation. Ëh  quoi!  on  ne  peut  même  pas  imaginer  un  commerçant, 
un  industriel,  un  banquier  qui  soit  capable  de  se  servir  d'une  table 
de  logarithmes  !  Qu'ont-ils  donc  appris  au  lycée  ou  à  Técole? 

Sans  doute,  au  lieu  de  tables  de  logarithmes,  chacun  d'eux  se 
servira  d'ordinaire  de  tables  spéciales  mieux  adaptées  à  ses  besoins 
spéciaux.  Le  banquier  et  le  capitaliste,  en  particulier,  tireront 
parti  des  tables  Gnancières  que  M.  Sarrette  a  réunies  à  la  fin  de 
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son  Ouvrage,  et  je  crois  bien,  avec  lui,  qu'ils  n'ont  pas,  dans  la 
pratique  journalière,  «  à  recourir  aux  logarithmes,  aux  dévelop- 
pements en  série,  aux  difTérenlielles  même  y>  alors  qu'ils  a  ont 
sous  la  main  des  calculs  tout  faits  qui  donnent,  en  quelques  ins- 
tants, la  solution  cherchée,  avec  toute  la  précision  désirable  ». 

Mais  n'est-il  pas  pénible  dé  penser  que  les  lecteurs  auxquels 
s'udresse  M.  Sarrette  sont  ignorants  au  point  de  ne  pouvoir 
comprendre  les  petites  formules  qui  traduiraient,  dans  la  langue 
concise  et  lumineuse  de  l'Algèbre,  les  règles  qu'il  (énonce  et  dé- 
montre dans  le  langage  ordinaire,  avec  un  talent  d'ailleurs  auquel 
on  doit  rendre  hommage.  Il  leur  suffirait,  avec  la  connaissance  des 
signes  opératoires  de  l'Arithmétique,  de  savoir  qu'on  représente 
les  nombres  par  des  lettres,  d'être  capables  de  réduire  en  nombres 
des  formules  qui  sont  les  plus  simples  du  monde.  Est-ce  trop 
demander  à  un  banquier,  voire  à  un  capitaliste?  L'excellent  Livre 
de  M.  Sarrette  est  une  réponse  à  cette  question.  J.  T. 


SCHEJBNER  (W.).  —  Beitragb  zur  Throrik   dër  unkarkn  Transfouma- 

TIONEN  ALS  ËINLEITUNG  IN  DIE  ALGEBRAISCHE  InVARIANTENTHEORIK.   I  VOlume 

in-8*,  25o  pages.  Leipzig,  Teubner,  1907. 

Sous  ce  titre,  M.  Scheibner  réunit,  en  les  perfectionnant  et  en 
les  complétant  sur  divers  points,  une  suite  de  Mémoires  qu'il  a 
publiés  de  igoS  à  1907,  dans  les  Berichle  der  mathemalisch" 
physischen  Klasse  der  K.  Sàchsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaflen.  Son  but  est  de  permettre  aux  étudiants  qui 
s'intéressent  à  l'Algèbre  de  se  familiariser  avec  quelques  proposi- 
tions très  importantes  et  quelques  faits  essentiels  de  la  théorie  des 
transformations  linéaires.  On  ne  s'étonnera  pas  si  l'auteui*,  ayant 
ce  but  devant  les  jeux,  a  voulu  limiter  l'exposition  des  théories 
générales,  s'il  a  écarté  la  notation  symbolique,  et  l'emploi  systé- 
matique des  formes  homogènes,  s'il  s'est  borné  à  définir  ce  qu'est 
un  système  complet  de  covariants  indépendants,  sans  démontrer 
qu'un  pareil  système  se  compose  d'un  nombre  fini  de  termes, 
s'il  s'est,  en  un  mot,  surtout  attaché  à  des  questions  particulières, 
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irailées  pour  elles-mêmes.  On  ne  contestera  pas  assurément  l'im- 
porliince  de  ces  questions. 

Âpres  avoir  défini  les  invariants  et  les  covariants,  après  en  avoir 
expliqué  la  formation  et  en  avoir  exposé  les  propriétés  fondamen- 
tales, Tauteiir  traite  avec  détail  des  équations  du  deuxième,  du 
troisième  et  du  quatrième  degré,  de  leur  réduction  à  des  formes 
typiques  et  de  leur  résolution. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  consacré  à  la  transformation  des  inté- 
grales elliptiques,  Tétude  antérieurement  faite  de  l'équation  du 
quatrième  degré  trouve  une  belle  application. 

M.  Scheibner  traite  ensuite  des  équations  du  cinquième  et  du 
sixième  degré,  de  leurs  formes  typiques,  de  la  résolvante  bicu- 
bique,  etc.  L'étude  de  Téquation  de  Ticosaèdre  et  de  sa  résolution 
est  renvoyée  à  l'Appendice,  après  deux  Chapitres  consacrés  Tun 
aux  substitutions  linéaires  dans  le  sens  de  la  théorie  d'une  variable 
imaginaire  et  Taulre  à  la  transformation  de  Tschirnhaus.  Un 
dernier  et  important  Chapitre  de  l'Appendice  concerne  la  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  thêta  et  les  fonctions  modulaires 
elliptiques.  J.  T. 


DE  WEESE  CAÏRNS  (  W.).  —  Die  Anwëndung  der  Integràlgleichdng  aup 
DIE  zwEiTB  Variation  bbi  isoperimetrischen  Problemen.  Inaugural- 
Dissertation.  In-4*,  68  pages.  Gôttingen,  W.-F.  Kaestner,  1907. 

Cette  dissertation  inaugurale  est  une  intéressante  application 
de  la  théorie  des  équations  intégrales  au  problème  des  isopéri- 
mètres. Ce  problème,  en  désignant  par  />,  q^  g  des  fonctions 
données  de  x^  et  en  posant 


'^(«>  =  é(''ê)+'?«' 


se  ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  u  de  x^  qui  vérifie 
l'équation  dilTérentielle 

L(m)  -f-  X  m  -h  X'/TC^)  =  o, 
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où  X,  X'  sont  des  paramètres,  et  qui  satisfasse  aux  conditions 

/u{x)  ff{x)dx  =  o^  I     [u{T)]^dx  =  1. 

L'auteur    montre   comment    l'introduction    de    la    fond  ion   de 
Green  ramène  le  problème  à  la  résolution  de  l'équation    intégrale 

/(0  =  ?(0-X  /     Y.{s,t)%{,t)dt-^x'g{s), 
avec  la  condition 

le  noyau  K(5,  t)  est  une  fonction  continue  et  symétrique  des 
variables  5  et  ^  ;  /(*)  et  gi^s)  sont  des  fonctions  continues  données 
de  5;  c  est  une  constante  donnée,  X  est  un  paramètre;  le  problème 
consiste  à  trouver  une  fonction  3(5)  et  une  valeur  pour  j?'  telles 
que  les  deux  équations  précédentes  soient  vérifiées  identiquement. 
M.  Cairns  montre  que  la  belle  méthode,  fondée  sur  la  transfor- 
mation orthogonale  d'une  forme  quadratique  à  une  infinité  de 
variables,  par  laquelle  M.  Hilbert  a  résolu  l'équation  de  Fredholm 
dans  le  cas  d'un  noyau  symétrique,  s'applique,  en  l'étendant  conve- 
nablement, à  la  solution  de  la  question  qu*on  vient  de  poser.  Au 
lieu  de  considérer  seulement  une  forme  quadratique,  on  a  alors  à 
considérer  à  la  fois  une  forme  quadratique  et  un  nombre  fini  de 
formes  linéaires  (à  une  infinité  de  variables),  qui  lui  sont  associées. 
L'auteur  a  su  présenter  cette  extension  de  manière  à  conserver 
une  parfaite  analogie  avec  la  méthode  de  M.  Hilbert.  L'intérêt  de 
cette  extension,  en  elle-même,  et  de  son  application  au  problème 
spécial  traité  par  l'auteur  est  manifeste.  J.  T. 
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LA  MATHÉMATIQUE  DANS  SES  RAPPORTS  AVEC  LA  PHYSIQUE  (<); 
Par  m.  Ëmilr  PICARD. 


J'enlendais  un  jour  soutenir  à  un  éminent  ingénieur  que  les 
mathéroaliciens  ne  sonl  pas  à  leur  place  dans  les  sociélés  savantes 
scientifiques.  Il  estimait  quMls  devaient  trouver  asile  dans  quelque 
section  de  Philosophie  ou  de  Logique  dUinc  Académie  des  Sciences 
morales  et  politiques.  Mon  savant  ami,  eu  éniettanl  cette  boutade, 
ne  pensait  évidemment  qu^à  certains  travaux  de  philosophie 
mathématique,  assez  en  honneur  aujourd'hui,  qu'il  jugeait  sans 
bienveillance  et  regardait  comme  des  débauches  de  logique  des 
mathématiciens.  La  réponse  était  facile,  et  les  raisons  sont  évi- 
dentes, pour  lesquelles,  dans  les  Universités  et  les  Académies,  les 
mathématiciens  font  partie  des  mêmes  groupements  que  les  savants 
adonnés  à  Tétude  de  la  nature  :  le  contact  a  en  edet  toujours  été 
intime  entre  la  Mathématique  et  la  Physique.  Ce  sujet  a  été  bien 
des  fois  traité.  Il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  le  reprendre, 
en  jetant  un  coup  d'œil  sur  le  passé  et  cherchant  à  en  tirer  quelque 
enseignement  pour  l'avenir;  c'est  ce  que  je  m'e  propose  de  faire 
dans  ce  discours. 


I. 

Il  n'est  pas  douteux  que  les  Mathématiques  eurent  longtemps 
un  caractère  expérimental.  La  Géométrie  fut  d'abord  une  branche 
de  la  Physique,  et  des  propositions  assez  cachées,  comme  la  pro- 

(^)  Conférence  faite  au  IV*  Congrès  inlernational  de  Malhéinatiques.  Rome, 
10  avril  1908. 
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priélé  de  l'hypoU^nuse  d'un  triangle  rectangle,  furent  découvertes 
par  l'expéiience;  à  ces  époques  reculées,  la  Science  apparaît  avec 
un  cnraclère  surtout  utilitaire.  On  fait  généralement  honneur  aux 
Grecs  d'avoir  créé  la  Science  rationnelle  et  désintéressée;  mais,  au 
moins  chez  les  premiers  penseurs  de  la  Grèce,  la  Mathématique 
reste  intimement  mêlée  aux  doctrines  philosophiques  et  aux 
rêveries  cosmogoniques.  La  devise  des  Pythagoriciens  était  que 
«  les  choses  sont  nombres  »,  et  les  propriétés  des  nombres  se 
trouvaient  à  la  base  de  leurs  explications  sur  l'Univers;  leur  Géo- 
métrie avait  parfois  un  caractère  mystique  et  magique,  comme  en 
témoigne  par  exemple  le  fameux  pentagone  étoile,  qui  servait  de 
signe  de  reconnaissance  aux  adeptes  de  l'École  et  était  considéré 
comme  un  symbole  de  la  santé.  Si  nous  arrivons  maintenant  à  la 
Géométrie  classique,  représentée  par  les  livres  d'Euclide  et  de 
ses  successeurs,  nous  entrons  inconteslablenient  dans  le  domaine 
de  la  pure  logique,  où  la  déduction  travaille  sur  les  concepts  len- 
tement élaborés  dans  les  âges  antérieurs.  Il  faut  cependant  com- 
pléler  cette  vue.  La  Géométrie  fut  quelque  chose  de  plus  pour  les 
Grecs  :  ils  y  voyaient  le  type  idéal  de  la  Science,  où  tout  est  d'une 
intelligibilité  parfaite.  On  a  noté  d'ailleurs  que  cette  Science  idéale 
de  la  Géométrie  grecque,  étudiant  des  objets  rationnellement  con- 
struits, ne  perd  pas  contact  avec  l'intuition  spatiale  d'où  elle  tire 
toutes  ses  conceptions,  et  c'est  là  un  point  capital.  L'instrument 
mathématique  pourra  alors  être  utilisé  pour  une  connaissance  de 
l'Univers,  le  réel  étant  en  quelque  sorte  le  monde  sensible  vu  à 
travers  les  concepts  de  TArithmétique  et  de  la  Géométrie,  et, 
quoique  dans  un  domaine  encore  très  restreint,  nous  comprenons 
pourquoi  les  sciences  de  la  nature  prennent  de  bonne  heure 
une  forme  mathématique.  Les  travaux  géométriques  et  mécaniques 
d'Archimède  en  donnent  un  admirable  exemple,  et  la  recherche 
qu'il  fit  de  l'aire  d'un  segment  de  parabole  en  s'appu^ant  sur 
le  théorème  des  moments,  symbolise  bien  la  connexion  étroite 
entre  ce  que  nous  appellerions  aujourd'hui  les  mathématiques 
pures  et  les  mathématiques  appliquées.  Dans  les  derniers  siècles 
de  l'Hellénisme,  alors  que  languissent  les  spéculations  géomé- 
triques de  l'époque  antérieure,  la  Trigonométrie  et  la  Géométrie 
sphérique  se  développent,  sous  l'inQuence  des  besoins  de  l'Astro- 
nomie, entre  les  mains  d'Hipparque  et  plus   tard  de  Ptolémée. 
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Ainsi',  à  son  déclin,  la  Science  grecque  nous  offre  un  exemple, 
qui  s'est  présenté  dans  d'autres  temps,  de  recherches  mathéma- 
tiques  paraissant  épuisées  et  se  renouvelant  sous  l'influence  de 
problèmes  fournis  par  l'observation  des  phénomènes  phj^siques. 

Il  n'est  pas  dans  mon  sujet  de  suivre  à  travers  le  moyen  âge  et 
la  Renaissance  les  transformations  de  l'algèbre  géométrique  des 
anciens,  qui  se  sépare  peu  à  peu  de  la  Géométrie.  L'Algèbre,  pro- 
prement dite,  arrive  ainsi  à  l'autonomie,  avec  son  symbolisme 
et  ses  notations  de  plus  en  plus  perfectionnées,  constituant  une 
langue  d'une  admirable  clarté  qui,  suivant  le  mot  de  Fourier, 
n'a  pas  de  signe  pour  exprimer  les  notions  confuses,  et  procure  à 
la  pensée  une  véritable  économie.  Les  bonnes  notations,  tout  le 
monde  en  convient,  ^ont  souvent  indispensables  pour  arriver  ?i  la 
solution  des  problèmes  posés.  On  peut,  senible-t-il,  aller  plus 
loin,  et  dire  qu'elles  conduisent  parfois  à  poser  de  nouveaux  pro- 
blèmes, l'esprit  étant  soutenu  et  porlé  en  avant  par  les  s^^mboles 
qu'il  a  créés;  la  théorie  des  équations  algébriques  en  offrirait  plus 
d'un  exemple.  Il  y  a  même  un  danger  dans  cette  facilité  de  créations 
symboliques  :  c'est  au  temps  qu'il  a|)partient  d'en  montrer  l'uliliié 
et  la  fécondité.  A  cet. égard,  noire  langue  algébrique  usuelle  a  fait 
ses  preuves,  en  rendant  possibles  les  progrès  ultérieurs  des  Sciences 
mathématiques,  et,  dans  certaines  parties  de  la  Physique  mathé- 
matique, des  symbolismes  plus  récents  rendent  d'incontestables 
services. 

Au  xvii®  siècle,  le  développement  de  la  Cinématique  et  de  la 
Dynamique  naissante  fut  la  cause  des  plus  grands  progrès  de 
l'Analyse.  C'est  de  là  que  date  l'Analyse  moderne;  elle  est  vrai- 
ment sortie  de  la  Mécanique.  L'origine  de  la  notion  de  dérivée 
est  dans  le  sentiment  confus  que  nous  avons  de  la  mobilité  des 
choses  et  de  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  s'ac- 
complissent les  phénomènes;  les  mots  dejluentesei  de  Jluxions 
marquent  bien  cette  origine.  Peu  d'intégrations  eurent  plus  de 
conséquences  que  celle  de  Galilée  remontant  de  la  loi  des  vitesses 
à  celle  des  espaces  dans  le  problème  de  la  chute  des  corps,  et  il 
est  impossible  de  séparer  dans  Huygens  et  Newton  le  mi'îcanicien 
et  le  physicien  du  mathématicien;  tels  les  grands  artistes  de  la 
Renaissance,  que  nous  trouvons  à  la  fois  peintres,  arcliitectes  et 
sculpteurs. 


Digitized  by 


Google 


i44  PREMIÈRE  PARTIE. 

Ce  fui  une  époque  décisive  dans  Phistoire  de  la  Science 
mathémalique  que  le  moment  où,  allant  bien  au  delà  de  ce 
qu^avaient  pu  rêver  les  Pythagoriciens,  on  se  rendit  compte  avec 
précision  que  l'étude  des  phénomènes  naturels  était  suscep- 
tible de  prendre  une  forme  mathématique,  et  cela  surtout  quand 
le  développement  de  la  Mécanique  conduisit  à  postuler  que  les 
changements  infiniment  petits,  de  quelque  nature  qu'ils  soient, 
survenant  dans  un  système,  dépendent  uniquement  de  Tétat  actuel 
de  celui-ci.  On  fut  ainsi  amené  à  penser  que  la  forme,  à  laquelle 
on  se  trouverait  ramené,  serait  donnée  par  des  équations  diffé- 
rentielles, et  nous  vivons  encore  aujourd'hui  sur  ce  principe  qui, 
depuis  le  commencement  du  xviii*^  siècle,  a  orienté  le  dévelop- 
pement de  l'Analyse.  Il  serait  injuste  d'oublier  que  les  problèmes 
posés  par  la  Géométrie  ont  eu  quelque  part  aussi  dans  celte 
orientation,  mais,  pour  garder  un  point  de  vue  plus  uniforme,  et 
si  je  ne  craignais  d'être  accusé  de  [taradoxe,  je  pourrais  alléguer, 
comme  je  le  disais  plus  haut,  que  la  Géométrie  fait  partie  de  la 
Physique. 


M. 

L'histoire  des  Mathématiques,  en  ses  points  los  plus  essentiels, 
se  confond  au  xviii*  siècle  avec  celle  de  la  Mécanique  et  de  la 
Physique,  et  de  savantes  recherches  sur  la  théorie  des  fonctions 
ont  montré  récemment  que  des  problèmes  fondamentaux  dans 
cette  tht'orie  se  sont  présentés  de  bonne  heure.  Ainsi  Clairaut, 
dans  sa  théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  considère  pour  la  première 
fois  des  intégrales  curvilignes  et  donne  la  condition  pour  qu'elles  ne 
dépendent  pas  du  chemin  suivi  entre  deux  limites  déterminées. 
Pareillement,  les  deux  équations  fondamentales  de  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  apparaissent  tout  d'abord  dans 
un  Mémoire  sur  la  résistance  des  fluides  sous  la  plume  de  d'Alem- 
bert,  qui  voit  le  rôle  joué  dans  leur  étude  par  le  symbole  y/ —  i, 
déjà  introduit  par  Leibniz  et  Jean  BernouUi;  un  peu  plus  tard, 
d'Alenibert  écrivait  pour  la  première  fois  Téquation  Acs  =  o.  On 
sait  qu'une  analyse,  présentant  avec  les  recherches  précédentes 
une  grande  analogie,  lui  donnait  aussi  l'intégration  de  l'équation 
des   cordes  vibrantes.  On   retrouve   encore   les   fonctions   d'une 
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variable  complexe  dans  un  Mémoire  plus  récent  d'Euler  sur  le 
mouveinenl  des  fluides  et  dans  les  travaux  de  Lagrange  sur  les 
Caries  géographiques.  Ainsi  une  des  théories  de  l'Analyse  moderne, 
qui  a  eu  le  plus  d'éclat  au  xix®  siècle,  a  trouvé  son  origine  dans 
des  problèmes  de  Mécanique  et  de  Physique. 

L'étude  de  Taltraclion  n'a  pas  eu  moins  d'importance  pour  le 
développement  de  l'Analyse.  On  aurait  peut-être  pu  souhaiter  pour 
la  simplicité  des  calculs  laborieux  de  la  Mécanique  céleste  une 
autre  loi  que  celle  du  carré  de  la  dislance;  mais,  si  la  nature  nous 
devait  une  compensation,  il  faut  avouer  qu'elle  nous  l'a  largement 
donnée,  en  permettant  de  créer  la  théorie  du  potentiel  newtonien, 
aucune  autre  loi  d'attraction  n'étant  susceptible  de  poser  à  ce 
point  de  vue  tant  de  problèmes  féconds  et  d'un  intérêt  général. 
Dans  cet  ordre  d'idées,  l'équation  dite  de  Laplace,  à  laquelle 
satisfait  le  potentiel  en  dehors  des  masses  attirantes,  est  à 
signaler  tout  particulièrement;  se  rencontrant  aussi  en  Hydrody- 
namique et  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  elle  a  conduit  à  différents 
types  de  problèmes  aux  limites  qui,  étendus  à  des  équations  plus 
générales,  sont  encore  aujourd'hui  l'objet  des  préoccupations  des 
analystes.  Lagrange  déplorait  qu'il  ny  eut  qu'un  système  du 
monde  à  découvrir.  Nous  serions  presque  tentés  de  croire  à  notre 
tour  qu'on  ne  retrouvera  plus  une  mine  aussi  féconde  que  cet 
ensemble  de  théories  physiques  liées  à  la  considération  du  poten- 
tiel newtonien,  si  nous  ne  savions  que,  dans  les  sciences  de  la 
nature,  nos  représentations  et  nos  concepts  évoluent  avec  les  pro- 
grès de  l'observation  et  de  l'expérience,  ce  qui  fait  que  des  regrets, 
comme  celui  de  Lagrange,  ne  sont  pas  justifiés.  Il  y  aura  toujours 
quelques  coins  du  système  du  monde  à  explorer,  et  sans  doute, 
nous  l'espérons  du  moins  en  tant  que  mathématiciens,  quelques 
problèmes  d'Analyse  à  nous  poser  à  leur  sujet. 

La  théorie  analytique  de  la  chaleur  dans  l'immortel  Ouvrage 
de  Fourier  a  ouvert  aussi  la  voie  à  bien  des  problèmes,  et  nous 
y  trouvons  des  méthodes  d'intégration  au  moyen  de  solutions 
simples,  inspirées  par  les  questions  physiques  elles-mêmes.  Quel- 
quefois, en  effet,  celles-ci  ne  donnent  pas  seulement  le  matériel 
analytique,  sur  lequel  travaillera  le  mathématicien,  mais  elles  lui 
fournissent  des  indications  sur  la  marche  à  suivre  dans  la  solu- 
tion. Ainsi,  dans  les  théories  moléculaires,  les  équations  aux  dé- 
fia//, des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Mai  1908.)  10 
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rivëes  partielles  se  présentent  comme  des  transformées  limites, 
mais  pins  maniables,  d'équations  aux  différences  finies  ou  d'équa- 
tions difl'érenlielles  ordinaires;  or,  il  peut  arriver  précisément 
que,  pour  deviner  la  forme  des  solutions,  il  soit  utile  de  revenir 
à  ces  dernières  équations.  C'est  ce  qui  arrive  à  Fourier,  quand 
il  étudie  la  communication  de  la  chaleur  entre  des  masses  dis- 
jointes et  en  fait  l'application  au  cas  où  le  nombre  des  masses 
est  infini.  On  a  eu  recours  souvent,  depuis  Fourier,  à  des  consi- 
dérations de  ce  genre  pour  établir  des  théorèmes  d'existence,  en 
passant  ensuite  à  la  limite,  et  l'on  pourrait  indiquer  des  travaux 
tout  récents  sur  les  équation:»  fonctionnelles,  qui  utilisent  au  fond 
la  même  idée,  dont  la  mise  en  œuvre  peut  présenter  de  grandes 
difficultés.  Ce  sont  là  des  cas  où  la  Physique  rend  à  l'Analyse  un 
double  service,  lui  proposant  des  problèmes  et  lui  suggérant  des 
vues  pour  leurs  solutions. 

On  a  souvent  cité  la  belle  page  du  discours  préliminaire  de 
Fourier,  où  il  développe  cette  pensée  que  l'élude  approfondie  de 
la  nature  est  la  source  la  plus  féconde  des  découvertes  mathéma- 
tiques; mais  il  faut  reconnaître  qu'il  y  parle  plus  en  physicien 
qu'en  géomètre,  quand  il  insiste  sur  la  nécessité  d'aller  jusqu'aux 
dernières  applications  numériques,  condition  nécessaire,  dit-il,  de 
toute  recherche,  et  sans  laquelle  on  n'arrive  qu'à  des  transforma- 
tions inutiles.  Fourier  réduit  trop  ici  le  rôle  de  l'Analyse  mathéma- 
tique, et,  si  la  Physique  a  été  l'origine  première  de  grandes  théories 
analytiques,  le  mathématicien  rend  au  physicien  d'autres  services 
que  (le  lui  donner  des  possibilités  de  prévisions  numériques.  Nous 
avons  tous  rencontré  des  savants  adonnés  aux  sciences  expéri- 
mentales, pour  qui  c'est  là  la  seule  utilité  des  Mathématiques. 
C'est  méconnaître  l'admirable  puissance  de  transformation  du  rai- 
sonnement et  du  calcul  mathémathiques.  Peut-on,  par  exemple, 
ne  pas  être  saisi  d'admiration  quand  on  lit  le  célèbre  Mémoire  de 
Green,  resté  longtemps  inaperçu,  sur  l'application  de  l'Analyse 
aux  théories  de  l'Électricité  et  du  Magnétisme,  et  dont  Gauss, 
Chasles  et  Thomson  devaient  dix  ans  plus  tard  retrouver  les 
résultats.  Le  calcul  devançait  ici  rexpérimenlation,  eu  découvrant 
des  théorèmes  fondamentaux  sur  l'induction  électrostatique  aux- 
quels des  expériences  mémorables  devaient  ultérieurement  con- 
duire Faraday. 
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En  enlranl  un  peu  plus  dans  le  détail  de  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  nous  trouverons  d'autres  exemj)les,  qui 
caractérisent  bien  les  services  que  les  Mathématiques  peuvent 
rendre  à  la  Phj^sique.  Ainsi  une  vue  très  nelle  des  différentes 
espèces  d'ondes,  au  point  de  vue  de  la  propagation,  est  résultée  de 
la  considération  de  différents  types  d'équations.  Dans  les  équations 
du  type  de  la  théorie  de  la  chaleur,  l'étude  des  intégrales  montre 
que  toute  variation  se  fait  sentir  instantanément  à  toute  distance, 
mais  très  peii  à  1res  grande  distance,  et  l'on  ne  peut  parler  alors  de 
vitesse  de  propagation;  en  un  point,  la  température  passe  par  un 
maximum  pour  décroître  ensuite,  et  le  temps  au  bout  duquel  ce 
maximum  est  atteint  est  proportionnel  au  carré  de  la  distance. 
On  sait  que  Lord  Kelvin  a  appliqué  l'équation  de  Fourier  à  la 
propagation  des  courants  électriques  dans  les  câbles,  en  négligeant 
Teffel  de  la  self-induction  ;  il  a  ainsi  montré  que  les  signaux  attein- 
draient pour  chaque  perturbation  leurs  maxima  dans  un  temps 
proportionnel  au  carré  de  la  distance,  et  ce  résultat  de  la  théorie 
a  joué  un  rôle  essentiel  dans  rétablissement  de  la  télégraphie 
transatlantique. 

Les  choses  se  passent  autrement  dans  le  cas  des  équations  du 
type  de  la  propagation  du  son,  qui  est  aussi  celui  de  la  propaga- 
tion de  la  lumière  et  des  ondes  électriques.  L'effet  ici  n'est  pas 
immédiatement  senti,  il  dure  pendant  un  certain  temps  et  dispa- 
raît ensuite,  tout  au  moins  dans  les  milieux  à  une  et  trois  dimen- 
sions. Les  deux  types  précédents  se  trouvent  en  quelque  sorte 
condensés  dans  l'équation  relative  à  la  propagation  du  son  dans 
un  liquide  visqueux,  des  ondes  électriques  dans  un  diélectrique 
légèrement  conducteur  ou  dans  une  ligne  télégraphique  pour 
laquelle  la  self-induction  n'est  pas  négligeable.  Il  y  a,  dans  ce  cas, 
encore  propagation  par  ondes  avec  une  vitesse  déterminée,  mais 
cette  onde  s'étale  en  arrière  et  laisse  une  trace  qui  demeure  indé- 
finiment; elle  peut,  dans  les  communications  télégraphiques,  être 
une  source  de  confusion  dans  les  signaux,  et  l'on  s'est  ainsi  rendu 
compte  des  résultats  contradictoires  obtenus  autrefois  dans  la 
reclierche  de  la  vitesse  de  l'électricité. 

Ces  questions  de  propagation  d'ondes,  si  intéressantes  pour  la 
Physique,  n'ont  peut-être  pas  un  moindre  intérêt  psychologique. 
C'est  grâce  à  l'absence  des  résistances  passives  que  peut  en  général 
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se  conserver  au  loin,  pour  la  vue  et  pour  l'ouïe,  la  netteté  des 
sensations;  ce  qui  fait,  comme  on  Ta  dit,  de  ces  deux  sens  les 
sens  intellectuels  par  excellence.  A  cet  égard,  le  sens  de  la  vue  est 
inférieur  à  celui  de  Touïe,  en  raison  de  la  dispersion  de  la  lumière, 
dispersion  que  ne  présentent  pas  les  sons  modérés.  Il  Tant  d'ail- 
leurs y  ajouter  le  rôle  considérable  joué  en  Acoustique  parles  har- 
moniques, rôle  bien  moindre  en  Optique  où  l'œil  ne  perçoit  pas 
une  octave;  et  ceci  ne  nous  éloigne  pas  des  Mathématiques,  s'il  est 
vrai,  comme  le  prétendent  quelques  physiologistes,  que  Torgane 
de  Corti  dans  le  labyrinthe  de  l'oreille  doive  être  regardé  comme 
l'organe  du  sens  arithmétique  et  nous  fournisse  notre  concept  du 
nombre. 

Il  faut  avouer  cependant  que  les  Mathématiques  ont  leurs 
ennemis,  et  les  services  considérables  rendus  par  l'Analyse  à  la 
Physique  sont  quelquefois  niés.  On  objecte  que  beaucoup  de 
rt''sultats  analytiques  ne  font  que  traduire  de  simples  intuitions,  et 
peuvent  s'exprimer  sous  forme  d^analogies  physiques,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  recourir  aux  symboles  mathématiques  et  aux  équa- 
tions différentielles;  on  cite,  entre  autres,  l'exemple  de  l'illustre 
Faraday.  On  peut  répondre  d'nbord  que  l'on  fait  du  calcul  intégral 
de  bien  des  manières,  et  l'on  en  fait  en  comptant  des  lignes  de 
forces.  Il  n'est  toutefois  pas  possible  d'aller  bien  loin  dans  cette 
voie  sans  le  secours  de  la  langue  analytique  apportant  sa  précision 
à  des  notions  menaçant  de  rester  vagues  et  peu  aptes  à  fournir 
des  résultats  quantitatifs.  Faraday,  s'il  eût  été  géomètre,  eût  pu 
devancer  Maxwell  dans  la  recherche  des  lois  de  la  propagation 
des  ondes  électriques.  L'exemple  antérieur  de  Fresnel  est  du 
même  ordre;  il  eut  l'intuition  géniale  des  vibrations  transversales 
de  Tétlier,  mais  pouvait-on  se  faire  une  idée  vraiment  précise  de 
la  distinction  générale  entre  les  vibrations  transversales  et  les 
vibrations  longitudinales,  avant  d'avoir  écrit  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  mouvement  d'un  milieu  élastique?  J'en  doute 
pour  ma  part.  Je  ne  veux  pas  dire  qu'on  ne  puisse  adresser  cer- 
taines critiques  à  notre  vision  mathématique  de  la  nature,  mais 
elles  sont  d'un  ordre  plus  général;  j'aurai  l'occasion  d'en  dire  un 
mot  tout  à  l'heure. 
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III. 


Nous  venons  de  montrer  par  des  exemples  particuliers  les  rela- 
tions réciproques  de  la  Mathématique  et  de  la  Physique.  D'une 
manière  générale,  dans  le  développement  des  diverses  parties  de 
la  Mécanique  et  de  la  Physique,  à  une  période  d'induction  succède 
une  période  déductive,  où  l'on  s'efTorce  de  donner  aux  principes 
une  forme  définitive.  Le  développement  mathématique  et  formel 
joue  alors  un  rôle  très  important,  et  le  langage  analytique  est 
indispensable  à  la  plus  grande  extension  des  principes.  Le  symbo- 
lisme, dont  on  peut  dire  beaucoup  de  mal,  est  cependant  très 
fécond  à  certaines  heures;  il  soutient  et  porte  l'esprit  en  avant, 
et  les  généralisations  se  font  avec  le  moindre  effort.  Par  le  simple 
jeu  de  ses  symboles,  l'Analyse  peut  suggérer  des  généralisations 
dépassant  de  beaucoup  le  cadre  primitif,  ne  fût-ce  quel(|uefois  que 
par  des  raisons  de  symétrie.  N'en  a-t-il  pas  été  ainsi  avec  le  prin- 
cipe des  déplacements  virtuels,  dont  Fidée  première  vint  des  mé- 
canismes les  plus  simples?  La  forme  analytique  qui  le  traduisait 
et  où  apparaissaient  des  sommes  de  produits  de  deux  facteurs 
suggéra  des  extensions  qui  conduisirent  de  la  Mécanique  ration- 
nelle à  la  Mécanique  chimique  à  travers  la  Physique  tout  entière. 
Un  autre  exemple  est  encore  fourni  par  les  équations  de  Lagrange; 
ici  des  transformations  de  calcul  ont  donné  le  type  des  équations 
différentielles  auxquelles  certains  savants  ont  proposé  de  ramener 
ta  notion  d'explication  mécanique.  L'art  du  mathématicien  a  créé 
un  moule  témoignant  de  l'importance  de  la  forme  d'une  relation 
analytique;  il  va  de  soi  qu'il  appartient  à  l'expérience  de  vérifier 
ensuite  si  l'instrument  forgé  est  assez  souple  pour  se  prêter  à 
des  concordances  expérimentales. 

De  tels  exemples  montrent  assez  ce  que  signifie  une  phrase, 
qu'on  entend  quelquefois  répéter,  à  savoir  qu'il  n'y  a  dans  une 
formule  que  ce  qu'on  y  a  mis;  elle  est  vide  de  sens  ou  n'est  qu'un 
pur  truisme.  Des  notions,  identiques  au  fond,  peuvent  avoir  des 
formes  très  différentes,  et  il  arrive  que  la  forme  soit  essentielle; 
telle  aussi  l'énergie  peut  être  constante  en  quantité,  mais  variable 
en  qualités  Aux  cas  cités  plus  haut,  on  pourrait  ajouter  la  Méca- 
nique céleste,  où  il  n'y  a  rien  de  plus  que  la  formule  de  la  ^ravi- 
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talion  universelle  et  quelques  constanles  fournies  par  l'observa- 
lîon,  mais  où  d'innombrables  transformations  de  calcul  nous  font 
passer  de  ce  point  de  départ  à  Texplication  de  presque  toutes  les 
particularités  des  mouvements  des  astres. 

Nous  citerons  encore  un  cas  de  la  puissance  suggestive  des 
transformations  analytiques  en  rappelant  Tordre  d^idées  se  ratta- 
chant au  principe  de  la  moindre  action.  De  très  bonne  heure  on 
eut  l'intuition  vague  d'une  certaine  économie  dans  les  phénomènes 
naturels;  un  des  premiers  exemples  en  fut  fourni  pur  le  principe 
de  Fermât,  relatif  à  l'économie  du  tem|)s  dans  la  transmission  de 
la  lumière,  et  l'on  arriva  à  reconnaître  que  les  équations  de  la  Méca- 
nique classique  correspondent  à  un  problème  de  minimum.  Les 
extensions  se  présentèrent  alors  d'elles-mêmes,  conséquences 
nécessaires  des  transformations  analytiques  de  la  méthode  des 
variations,  qui  donnent  même  d'utiles  indications  sur  les  conditions 
aux  limites.  Nous  letrouvons  toujours  le  même  mécanisme  ;  au 
sentiment  vague  le  symbolisme  mathématique  donne  une  forme 
précise  qui  suggère  des  généralisations. 

On  sait  l'importance  qu'a  aujourd'hui  dans  l'évolution  de  la 
Mécanique  le  principe  de  la  moindre  action.  Ce  vieux  principe, 
d*allure  théologique,  semble  être  notre  dernier  retranchement 
dans  la  crise,  exagérée  peut-être,  que  traverse  actuellement  la 
Mécanique,  et  dans  cet  ordre  de  questions  on  a  repris  récemment, 
en  leur  donnant  une  grande  extension,  une  idée  émise  jadis  par 
Laplace  d'une  Mécanique  du  point  rapportée  à  une  action  fonction 
quelconque  de  la  vitesse,  ce  qui  conduit  à  une  masse  variable  avec 
cette  dernière. 


IV. 

Mais  revenons  maintenant  un  peu  en  arrière.  Le  xvii^  et  le 
xviii"  siècle  virent  presque  toujours  les  Mathématiques  et  leurs 
applications  à  la  Physique  cultivées  par  les  mêmes  savants.  Il  devait 
arriver  un  moment  où  des  spécialisations  s'établiraient;  c'est  une  loi 
générale,  qui  régit  malheureusement  tous  les  ordres  de  recherches, 
et  à  laquelle  échappent  seuls  quelques  rares  esprits  assez  puis- 
sants pour  ne  pas  avoir  à  sacrifier  l'étendue  à  la  profondeur.  On 
avait  pu  espérer  un  moment,  après  les  merveilleux  triomphes  du 
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Calcul  infinitésimal,  que  les  géomètres  possédant  un  outil  assez 
puissant  pourraient,  comme  on  Ta  dit,  tourner  exclusivement 
leurs  méditations  vers  l'étude  des  lois  naturelles.  Cet  espoir  devait 
êlre  vittî  déçu;  les  problèmes  posés  exigeaient  de  nouveaux  per- 
fectionnements en  même  temps  qu'une  étude  critique  des  prin- 
cipes admis  qui  conduisaient  parfois  à  d'inquiétants  paradoxes. 
Une  ère  nouvelle  commençait  pour  la  Mathématique,  rappelant, 
toutes  proportions  gardées,  les  temps  où  la  Géométrie  grecque, 
devenue  autonome,  s'était  séparée  des  spéculations  cosmogoniques 
et  philosophiques  auxquelles  elle  avait  été  liée  à  une  époque  anté- 
rieure. Parmi  les  premiers  ouvriers  de  cette  transformation, 
Gauss  et  Cauch^  ont  été  en  même  temps  de  grands  théoriciens  de 
la  Physique,  mais  Abel  est  un  pur  géomètre.  Le  xix*  siècle  eut 
d'illustres  mathématiciens  dont  l'œuvre  n'a  aucun  point  de  contact 
avec  la  Philosophie  naturelle.  Tels  sont  des  travaux  sur  l'Algèbre 
pure  et  l'Arithmétique  supérieure;  telles  aussi  les  spéculations  sur 
les  principes  des  Mathématiques. 

Il  faut  toutefois  apporter  de  la  prudence  dans  de  telles  affirma- 
tions. Des  ra|)porls  cachés  peuvent  apparaître  tardivement;  notre 
logique  édifie  des  théories  sur  des  concepts  qui  sont  en  somme  le 
résultat  d*un  travail  efiectué  sur  nos  sensations,  et  il  est  impossible 
de  prononcer  a /?/7or/  que  telle  théorie  ne  pourra  pas  être  un  jour 
utilisée  dans  Tétude  des  sciences  de  la  nature.  Quoi  qu'il  en  soit 
de  certaines  questions  actuelles  qui  apparaissent  à  quel(|ues-uns 
comme  de  purs  exercices  de  logique,  lout  le  monde  reconnaît 
que  les  progrès  de  la  théorie  générale  des  fonctions  ont  été  des 
plus  importants  pour  la  Physique  mathématique.  Que  de  paradoxes 
apparents  se  sont  évanouis  quand  on  a  approfondi  le  degré  de 
généralité  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles!  Il 
arrive  fréquemment  en  Mathématiques  que  l'examen  de  cas  trop 
particuliers  empêche  d'apercevoir  les  vraies  raisons  des  choses,  et, 
à  cet  égard,  la  grande  extension  donnée  de  notre  temps  à  l'idée  de 
fonction  aura  été  féconde,  même  dans  des  applications  où  elle 
paraît  au  premier  abord  inutile. 

Les  fonctions  analytiques,  qui  forment  la  matière  d'un  des  plus 
beaux  chapitres  de  l'Analyse  moderne,  semblent  tout  d'abord  pré 
sentcr»peu  d'intérêt  au  point  de  vue  où  nous  sommes  ici  placés; 
elles  correspondent  à  un  mode  très  particulier  d'approximations, 
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et  d'autres  développements,  comme  les  séries  trigonométriques,  se 
sont  trouvés  mieux  adaptés  aux  questions  de  Physique  et  de  Mé- 
canique, qui  leur  ont  d'ailleurs  donné  naissance.  Des  éludes  plus 
approfondies  ont  montré  cependant  que  l'importance  des  fondions 
analytiques  est  très  grande  en  Physique  mathématique.  Il  a  été 
établi,  pour  un  grand  nombre  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
que  toutes  leurs  intégrales  sont  analytiques  dans  certaines  régions 
de  l'espace.  Il  semble  que,  avec  de  telles  équations,  les  phénomènes 
correspondants  soient  soumis  à  un  moindre  degré  d'arbitraire, 
idée  nécessairement  vague,  mais  qui  se  traduit  par  le  fait  précis 
que  les  conditions  aux  limites  à  imposer  à  une  solution  sont  autres 
que  pour  une  équation  n'a  van  t  pas  toutes  ses  intégrales  analy- 
tiques. Il  suffit  de  comparer  l'équation  des  cordes  vibrantes  et 
l'équation  si  voisine  de  Péquilibre  calorifique  d'une  plaque. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  les  difficultés  dans  la  démonstration 
de  l'unité  d'une  solution  peuvent  être  différentes,  suivant  qu'il 
s*agit  d'équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  ou  non  analyti- 
ques. Même  en  se  bornant  au  cas  général,  où  les  dqnnées  du  pro- 
blème ne  correspondent  pas  à  des  caractéristiques,  il  peut  y  avoir 
des  contacts  d'ordre .  infini  entre  des  intégrales  non  analvtiques, 
circonstance  qui  ne  se  rencontre  pas  avec  des  solutions  analytiques; 
un  exemple  intéressant  en  est  fourni  par  le  célèbre  théorème  de 
I^grange  sur  les  potentiels  de  vitesse  en  Hydrodynamique,  qui  ne 
subsiste  pas  pour  les  fluides  visqueux,  quoique  à  un  moment 
donné  les  rotations  et  leurs  dérivées  de  tout  ordre  par  rapport 
au  temps  puissent  être  nulles.  Il  y  a  là  un  ordre  de  questions  qui 
ne  sont  résolues  que  dans  des  cas  particuliers,  surtout  quand  il 
s'agit  d'équations  non  linéaires. 

La  question  du  domaine  d'existence  et  du  prolongement  des 
intégrales  a  pour  la  Physique  mathématique  non  moins  d'intérêt 
que  pour  l'Analyse.  Aucun  problème  nouveau  ne  se  pose  si  toutes 
les  intégrales  sont  analytiques;  il  en  est  tout  autrement  dans  le  cas 
contraire.  Le  prolongement  rt^side  alors  dans  le  fait  qu'il  y  a  des 
contacts  jusqu'à  un  certain  ordre;  ces  notions  ont  donné  les  ré- 
sultats les  plus  importants  dans  la  Mécanique  des  fluides. 

Des  points  de  vue  nouveaux  sont  venus  resserrer  encore  les 
liens  entre  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes  et  des 
questions  de  Physique  mathématique.  Dans  plusieurs  de  celles-ci 
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s'introduit  un  paramètre,  et  il  a  été  très  utile  de  regarder  ia  solu- 
tion répondant  à  certaines  conditions  comme  fonction  de  ce 
paramètre.  Or,  dans  de  nombreux  cas,  la  solution  ainsi  envisagée 
est  une  fonction  analytique  uniforme  de  ce  paramètre.  Ainsi,  pour 
la  vibration  des  membranes,  les  harmoniques  successifs  correspon- 
dent aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan.  On 
a  montré  aussi  que,  dans  la  théorie  de  Téiasticité,  les  déplacements 
ou  les  efforts  à  la  surface  étant  donnés,  les  solutions  se  présentent 
sous  la  forme  de  fonctions  uniformes  du  paramètre  d'élasticité, 
fonctions  ayant,  outre  des  pôles,  un  point  singulier  essentiel  à  dis- 
tance finie.  Ces  résultats,  qui  sont  d'hier,  ont  montré  la  véritable 
origine  des  difficultés  qui  avaient  longtemps  arrêté  les  efforts  des 
analystes. 

Il  arrive  aussi  que  la  solution  dépende  d'un  ou  plusieurs  para- 
mètres géométriques  entrant  dans  la  définition  de  la  frontière; 
certaines  valeurs  particulières  de  ces  paramètres  correspondent  à 
des  cas  spécialement  intéressants,  comme  cela  a  lieu  pour  les  corps 
ayant  une  dimension  évanouissante.  Ailleurs  encore  les  singularités 
seront  partout  denses  sur  une  ligne,  et  les  dénominations  mêmes 
de  la  Physique  s'introduisent  dans  des  Mémoires  d'Analyse,  où 
l'on  peut  lire  que  les  singularités  forment  un  spectre  continu. 
Quand  on  entend  parler  aujourd'hui  de  spectres  de  lignes  et  de 
spectres  de  bandes,  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  s'agisse  nécessaire- 
ment de  Physique.  Il  peut  aussi  bien  être  question  d'Analyse  pure, 
h  moins  qu'il  ne  s'agisse  à  la  fois  de  l'une  et  de  l'autre,  comme  il 
arrive  dans  les  efforts  tentés  pour  expliquer  la  condensation  des 
raies  des  spectres  par  les  propriétés  de  certaines  équations  fonc- 
tionnelles. 

Dans  tous  les  exemples  auxquels  je  viens  de  faire  allusion,  les 
équations  différentielles  ou  les  équations  fonctionnelles  étaient 
linéaires;  dans  quelques  cas  intéressants  se  sont  rencontrées  des 
équations  non  linéaires,  mais  il  est  alors  bien  difficile  de  chercher 
à  caractériser  les  solutions  comme  fonctions  d'un  paramètre  figu- 
rant dans  l'équation,  ces  fonctions  pouvant  être  multiformes  et 
leurs  singularités  dépendant  des  conditions  initiales.  Il  y  a  là  un 
important  et  difficile  sujet  de  recherches. 

Les  questions  de  connexion  jouent  un  rôle  important  dans 
l'Analyse  moderne.  Sans  remonter  jusqu'à  Alexandre  le  Grand  qui 
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usa  d^un  moyen  un  pea  brutal  pour  tracer  des  coupures,  elles  se 
sont  présentées  d'abord  à  propos  des  nœuds  el  de  Taction  des 
courants  sur  les  courants  ou  les  pôles  magnétiques;  c'est  là  aussi 
qu'apparaissait  pour  la  première  fois  la  notion  de  périodicité  des 
intégrales.  En  même  temps,  la  théorie  de  TÉlectricité  et  du 
Magnétisme  introduisait  les  potentiels  non  uniformes;  peu  après 
l'étude  des  fonctions  algébriques  et  des  surfaces  de  Riemann  pre- 
nait son  brillant  essor,  les  deux  domaines  ayant  entre  eux  les 
liens  les  plus  étroits  au  point  que  de  nombreuses  questions  rela- 
tives aux  intégrales  abéliennes  peuvent  être  transposées  dans  le 
langage  de  l'Électricité. 

L'équation  de  Laplace  n'est  pas  la  seule  équation  différentielle 
dont  les  solutions  ont  été  étudiées  sur  une  surface  de  Riemann  ou 
dans  des  espaces  multipleraent  connexes.  Une  étude  analogue  peut 
être  faite  pour  l'équation  de  l'équilibre  calorifique  avec  rayonne- 
ment, et  les  solutions  non  uniformes  de  l'équation  des  membranes 
se  sont  présentées  à  propos  des  perturbations  produites  par  un 
écran  sur  les  ondes  optiques  ou  électro-magnétiques,  c'est-à-dire 
dans  les  phénomènes  de  diffraction.  Je  me  reprocherai  de  ne  pas 
rappeler  ici  que  l'étude  des  équations  de  l'élasticité  a  été  renou- 
velée dans  ces  derniers  temps  par  la  considération  de  l'équilibre 
des  corps  multiplement  connexes,  les  déplacements  étant  alors 
des  fonctions  non  uniformes,  tandis  que  les  éléments  caractéris- 
tiques de  la  déformation  restent  uniformes.  On  peut  dire  que  les 
solutions  polydromes  des  équations  de  la  Physique  mathématique 
nous  réservent  encore  bien  des  surprises  et  seront  une  mine  féconde 
de  découvertes. 

Il  est  encore  une  catégorie  de  problèmes  d'Analyse  peu  étudiés 
jusqu'ici,  mais  auxquels  doivent  conduire  plusieurs  questions  de 
Physique  mathématique  :  je  veux  parler  de  la  recherche  de  fonc- 
tions satisfaisant  dans  deux  régions  de  l'espace  à  deux  équations 
de  types  différents,  et  devant  se  raccorder  ainsi  que  certaines  de 
leurs  dérivées  le  long  de  la  surface  séparant  ces  régions;  c'est  ce 
qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'étude  des  courants  de  cohvection 
calorifique  se  produisant  entre  deux  murs. 

Il  serait  fastidieux  de  prolonger  cette  énumération,  où  nous 
voyons  la  Physique  poser  à  l'Analyse  de  nouveaux  problèmes. 
Comment  cependant  ne  pas  rappeler  que  c'est  à  la  théorie  de 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  i55 

l'Éleclricité  que  nous  devons  la  considéralion  des  fonctions  de 
lignes,  qui  ont  donné  naissance  à  de  brillants  développements 
analeptiques,  et  étendent  largement  la  notion  même  de  fonction. 


Nous  venons  de  voir,  en  parcourant  Thistoire  des  rapports  entre 
la  Physique  et  la  Mathématique,  les  services  que  Tuoe  et  l'autre  se 
sont  rendus.  C'est  sous  l'inlluence  de  l'élude  des  phénomènes 
physiques  que  se  sont  organisées  l^s  principales  disciplines  des 
sciences  mathématiques;  hien  souvent  cette  étude  a,  indirectement 
au  moins,  posé  les  problèmes  et  même  donné  des  indications  pour 
leurs  solutions.  En  retour,  sans  parler  des  faits  nouveaux  que  la 
puissance  de  transformation  de  l'Analyse  a  su  mettre  en  évidence 
avant  l'expérience,  et  sans  insister  sur  les  prévisions  numériques 
auxquelles  elle  est  apte,  rappelons  seulementque  la  netteté  de  son 
langage  a  donné  une  forme  précise  et  maniable  à  des  notions  con- 
damnées autrement  à  rester  vagues,  et  aussi  quelle  force  de  géné- 
ralisation possèdent  ses  symboles.  Quoique  nous  n'ayons  plus  la 
foi  ardente  de  Fourîer  et  de  l'admirable  école  des  physiciens 
géomètres  de  la  première  moitié  du  siècle  dernier,  l'Analyse  ma- 
thématique nous  apparaît  toujours  comme  un  instrument  indis- 
pensable à  la  Physique  et  quel(|uefois  comme  un  guide  précieux. 

En  parlant  de  la  symbiose  entre  la  Mathématique  et  laPhysique, 
nous  n'avons  fait  que  constater  un  fait  résultant  du  développement 
même  de  la  Science.  Si  maintenant  nous  voulons  voiries  choses  de 
plus  haut,  il  faut  nous  demander  à  quoi  tient  cette  alliance  qui 
nous  parait  nécessaire;  nous  devons  chercher  aussi  si  elle  n'a  pas 
des  points  faibles  et  si  elle  n'est  pas  susceptible  de  prendre  d'autres 
formes. 

La  science  physique  se  présente  à  nous  comme  une  vue  du 
monde  extérieur  à  travers  des  concepts  tirés  par  abstraction  de 
l'expérience.  Un  système  de  concepts,  associé  à  des  faits  particu- 
liers et  à  certaines  hypothèses,  est  susceptible  d'être  transformé 
par  des  déductions  convenables.  Si  ces  concepts  sont  d'ordre 
mathématique,  nous  avons  une  vision  mathématique  du  monde 
extérieur,  sur  laquelle  peut  opérer  notre  logique.  Comme  l'a  dit 
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Helmholtz,  nous  exerçons,  par  la  forme  logique  de  la  loi,  notre 
domination  spirituelle  sur  la  nature  qui  nous  était  d'abord  étran- 
gère. Mais  tout  cela  ne  va  pas  sans  sacrifices  et  sans  dangers.  Le 
réel,  qu'envisage  le  physicien  mathématicien,  est  bien  pâle  à  côté 
de  celui  que  saisit  Tintuition  vulgaire.  Pour  pouvoir  faire  œuvre 
scientifique  avec  cette  réalité  confuse,  on  a  dû  la  simplifier,  et  il 
a  fallu  enfermer  dans  des  cadres  plus  rigides  les  contours  flottants 
des  choses.  Nous  pouvons  alors  raisonner  sur  cette  nature  réduite. 
S'il  y  a  là  une  force,  il  y  a  aussi  une  cause  de  dangers.  Ceux-ci 
sont  toutefois  atténués  par  l'arbitraire  que  |)réseiitent  dans  une 
certaine  mesure  la  formation  des  concepts  et  le  choix  des  hypo- 
thèses intervenant  dans  les  théories.  Nous  touchons  ici  à  tm  point 
qui  intéresse  extrêmement  les  mathématiciens,  car  il  s'agit  du 
matériel  même  sur  lequel  nous  avons  à  travailler. 

En  adoptant,  avec  la  notion  du  point  matériel,  les  idées  (jui 
sont  à  la  base  de  la  Mécanique  classique,  nous  serions  conduits 
tout  d'abord  à  regarder  un  phénomène  comme  correspondant  à  un 
nombre  immense  d'équations  difTérenticlles,  où  les  accélérations 
de  tous  les  points  sont  des  fonctions  de  l'ensemble  de  leurs  coor- 
données. Mais  une  telle  représentation  n'est  féconde  que  dans  des 
cas  très  particuliers.  On  est  obligé,  dans  chaque  ordre  de  ques- 
tions, de  mettre  en  évidence  certaines  propriétés  moyennes  d'un 
groupe  de  points,  température,  pression,  elc,  qu'on  regarde 
comme  fonctions  des  coordonnées  d'un  point  général  et  du  temps. 
Admettant  que  chaque  point  est  surtout  influencé  par  les  points 
voisins,  on  est  conduit  alors  à  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, où,  conformément  à  l'hypothèse  fondamentale  de  la  Méca- 
nique classique,  certaines  dérivées  partielles  par  rapport  au  temps 
s'expriment  à  Taide  de  ces  fonctions  et  de  leurs  dérivées  par  rap- 
port aux  coordonnées. 

C'est  là  le  moule  ordinaire  des  équations  de  la  Physique  mathé- 
matique, élargi  parfois  par  l'introduction  de  termes  de  même 
nature  relatifs  aux  résistances  passives.  Il  représente  la  forme 
analytique  sous  laquelle  se  condense  notre  vision  mathématique 
des  choses.  Ces  représentations  se  sont  montrées  extrêmement 
fécondes,  et  de  nombreux  exemples  en  ont  élé  rappelés  tout  le 
long  de  cette  conférence.  Mais  bien  des  hypothèses  simplificatrices 
ont  été  faites,  el  il  €§t  permis  de  prévoir  que  l'on  ne  pourra  pas 
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toujours  s'y  tenir.  Les  conséquences  en  seront  très  importantes 
pour  nous,  et  de  nouveaux  sujets  d'étude  en  résulteront  sans  doute 
pour  l'analyste. 

Il  arrivera  peut-être  un  jour  où,  si  j'ose  le  dire,  la  dilution  de  la 
inalière  nécessaire  à  son  traitement  mathématique,  au  lieu  de  se 
faire  dans  un  ensemble  continu,  se  fera  dans  quelque  autre 
ensemble  partout  dense;  mais  cette  perspective  est  sans  doute 
assez  lointaine,  et  ne  satisferait  probablement  guère  le  savant 
ingénieur  dont  je  parlais  en  commençant.  D'autres  possibilités 
sont  plus  prochaines.  Parfois,  dans  certaines  questions,  l'influence 
sur  une  partie  du  système  des  parties  éloignées  de  ce  système  ne 
peut  être  négligée,  et  le  problème  pris  dans  sa  généralité  ne  se 
présente  plus  sous  forme  d'équations  différentielles,  mais  sous 
("orme  d'équations  fonctionnelles  où  entrent  d'ailleurs  des  dérivées 
des  fonctions  inconnues,  les  intégrales  qui  figurent  dans  ces 
équations  étant  étendues  au  volume  occupé  par  le  système  consi- 
déré. On  sait  avec  quel  succès  un  type  particulier  d'équations 
fonctionnelles  a  été  étudié  dans  ces  derniers  temps,  et  comment 
un  ensemble  de  questions,  cjui  avaient  fait  l'objet  des  recherches 
les  plus  délicates,  s'est  trouvé  ramené  à  des  principes  extrême- 
ment simples;  mémorable  exemple,  après  tant  d'autres,  de  la  faci- 
lité que  peut  apporter  à  la  solution  d'un  problème  particulier  un 
point  de  vue  plus  général.  Pour  certaines  conditions  aux  limites, 
il  y  a  même  grand  intérêt  à  substituer  des  équations  fonctionnelles 
à  des  équations  différentielles,  et  l'on  remplirait  des  Volumes  avec 
les  travaux  publiés  dans  cet  ordre  d'idées  depuis  sept  ou  huit  ans. 

Une  étude  systématique  d'équations  fonctionnelles  de  plus  en 
plus  compliquées  devra  donc  dans  un  prochain  avenir  solliciter 
l'effort  des  chercheurs.  Un  domaine  plus  vaste  que  celui  des  équa- 
tions différentielles,  et  les  comprenant  comme  cas  particuliers, 
s'ouvre  devant  nous.  Nous  n'y  marcherons  pas  au  hasard,  guidés 
dans  le  choix  des  formes  à  traiter  par  la  Mécanique  ou  la  Phy- 
sique. 

Pour  un  avenir  plus  lointain,  on  peut  prévoir  des  problèmes 
plus  complexes  encore.  La  Mécanique,  nous  l'avons  rappelé,  a 
longtemps  postulé  plus  ou  moins  explicitement  un  principe  de 
non-hérédité.  Nous  nous  accommodons  encore  de  ce  principe,  au 
moins  en  première  approximation,  dans  les  sciences  de  la  nature 
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inanimée,  quoique  de  nombreux  phénomènes  indiquent  que  l'état 
actuel  garde  la  trace  des  états  antérieurs;  tels  ces  corps,  comme 
le  soufre,  qui  ont  une  vitesse  de  transformation  d'une  forme  en 
une  autre,  différente  suivant  leur  histoire  antérieure.  Mais  l'héré- 
dité joue  surtout  un  rôle  capital  dans  les  sciences  de  la  vie,  et 
nous  ne  savons  pas  si  nous  pourrons  utiliser  jamais  l'instrument 
mathématique  pour  l'étude  du  mécanisme  intime  des  phénomènes 
biologiques,  et  si  nous  ne  devrons  pas  toujours  nous  contenter  de 
moyennes  grossières  et  de  courbes  de  fréquences.  [I  ne  faut  pas 
cependant  réduire  à  l'avance  notre  conception  mathématique  du 
monde,  et  nous  pouvons  rêver  (Féqualions  fonctionnelles  plus 
compliquées  que  les  précédentes  parce  qu'elles  renfermeront  en 
outre  des  intégrales  prises  entre  un  temps  passé  très  éloigné  et 
le  temps  actuel,  intégrales  qui  apporteront  la  part  de  l'hérédité. 
Ces  équations  fonclioonellcs  réuniront,  dans  des  conditions  infi- 
niment complexes,  les  caractères  des  deux  types  simples  étudiés 
avec  tant  de  succès  de  nos  jours,  pour  lesquels  les  limites  des 
intégrales  sont  constantes  pour  Tun  el  variables  pour  Tautre. 

Ces  espérances  sont  peut-être  chimériques.  Sur  le  terrain  mou- 
vant de  la  vie  où  figurent  un  nombre  énorme  de  variables,  il  se 
peut  qu'il  soit  im[)ossible  de  former  des  équations  fonctionnelles, 
relatives  à  certains  états  moyens,  devant  jouer  le  même  rôle  que 
les  équations  didérentielles  de  la  Physique  mathématique  actuelle. 
Mais,  si  le  philosophe  peut  faire  des  réserves,  il  n'y  a  pour  le 
mathématicien  aucun  danger  à  s'abandonner  à  ces  vues  auda- 
cieuses, qui  le  poussent  à  travailler  dans  une  direction  certaine- 
ment féconde. 

Et,  encore  une  fois,  le  monde  extérieur  nous  aura  guidés  dans 
nos  recherches  analytiques,  nous  orientant  vers  les  voies  utiles  à 
parcourir.  Nous  avons  vu  qu'il  en  a  toujours  été  ainsi,  et  nous 
pouvons  affirmer  qu'il  en  sera  de  même  dans  l'avenir.  Pour  en 
revenir  au  commencement  de  ce  discours,  notre  vraie  place  est  à 
côté  de  ceux  qui  s'occupent  des  sciences  de  la  nature.  Qu'elle  soit 
justifiée  ou  non,  nous  avons  la  prétention  de  leur  oiTrir  des  moules 
simples  sous  lesquels  ils  puissent  contempler  logiquement  le 
monde  extérieur.  En  échange,  ils  nous  rendent  un  service  d'un 
haut  prix,  en  nous  guidant  dans  l'infinie  variété  des  formes  que 
conçoit  notre  esprit.  Sous  ce  point  de  vue,  la  Mathématique  n'est 
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pas  la  science  élrange  et  mystérieuse  que  se  représentent  tant  de 
gens;  elle  est  une  pièce  essentielle  dans  Tédification  de  la  Philoso- 
phie naturelle. 
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—  laeçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  le*  application*  géomé- 
triques du  Calcul  infinitésimal.  4  voinmes  in-8  (j5-i(>)  avec  figureb,  «e  *ei  - 
dant  séparément  : 

IMPARTIE  .   Généralités»  —   Coordonnées    curvilignes    Surjatci  minima;   1887. 

Il  fr. 

Il"  Partis  :  Les  cojif^ruences  et  les  é^uattom  tinèmues  aut  denvces  pattivlles, 

Oes  lignes  tracées  sur  Irs  sui faces;  1889. 1 5   f  . 

m*  Partis  ;  Ltgnes  géodétiques  et  courbure  aéodésique.  Paramétres  diffèientit  Is 

Déformation  des  sur/aces  ;  1 894 i5  fr. 

IV*  Pastis  :  Dcjormalioa  infiniment  petiCe  el  représentation  sphérufne:  1896. 

i5  fr. 

{-BARBOUX  (  G. j.  —  laeçons  sur  les  systèmes  orthogooaux  et  les  coordon- 
nées curvilignes,  a  volumes  in-8  (jô-if)),  avec  li{r.,se  vendant    séparément. 

ToMS  I.  Volume  de  vi-338  pages;  1898 10  fr. 

fBARBOUX.  —  Sur  le  problème  de  Pfaff.  In  8  (25mG);  i».S-i -1  Ir. 

fB*B9CI>AIBB8  (  P  Abbé  ^,  ancien  Eiè^e  de  TErol.  Pulyii'(lini|u«*.  —  Sur  les 
applications  des  fonctions  elliptiques  à   l'étude  des  courbe*    du  premier 

genre  (Thèse;,  ln-4  (28-a3).  18S0 <Sfr. 

DONBER  (Th.  de),  Doctimr  es  Sciences  physiques  et  malhcmitiques.  — 
Étude  sur  les  invariants  intégraux.  2  brochures  in-8  (.'-3-1  ^|)  ;  1901..     3  fr. 

{BORMOT  (Emile).  —  Traité  du  Jeu  de  la  bouillotte,  avec  une  Pretac»'  |imi 
Francisque  Sarcer.    In-8   (25-i(î);  1880 »  Ir.   70  c. 

fBUHAMSI*.  —  Éléments  de  Calcul  infinitésimal.  \^  édition,  revue  ei  annotée 
par  J.  Bertrand,  Membre  de  rinsliiul.  1  vdiuine»  in-!*  (23-i4),  avec  |»lan- 
ches;  i88ft-«887 '*^  ''" 

+BSTABtAVB  (E,),  Docleur  ôs  sciences,  Memlir<Mle  la  Sociétn  mathématique 
de  France.  —  Btomeaolature  de*  Thé*es  de*  Sciences  mathématiques,  soute- 
nues en  France  dans  le  courant  du  xix'  siècle  drvaiil  Us  Jaculies  des  Scitnces 
de  Paris  et  des  départements.  In-b  (25-io)  ;   19OJ 2   li . 
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INTERMÉDIAIRE  DES  MATHÉMATICIENS  ( L' ),  dirigé  par  C.-^.  Lai^ 
santy  Docteur  es  Sciences,  Examinateur  à  l'École  Polylechîûjiue, 
Emile  Lemoùte,  Ingénieur  civil,  ancien  Élève  de  l'École  Polylechnique, 
Ed,  Maillet,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Répétiteur  à  Tlicole 
Polytechnique,  et  A.  Gréijy  Docteur  es  Sciences,  ancien  Elève  de  l'Ecole» 
Normale,  Professeur  au  Lycée  Saînt-Louis.  (Publication  honorée  d'une 
souscription   du    Ministère  ^e  l'Instruction  publique.)  In-8   mensuel. 

L'abonnement  est  annuel  et  part  de  janvier. 

Prix  pour  un  an  (ii  numéros)  : 

Paris,  7  fr.  —  Déparlements  et  Union  postale,  8  fr.  5o  c. 

Les  années  précédentes,  sauf  le  Tome  l  (  1894  ),  se  vendent  chacune.      7  fr . 

MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  Theureuse  idée  de  mettre  en  rapport  scien- 
tifique les  mathématiciens,  au  mojen  d'un  organe  international  dont  le  titre, 
V intermédiaire  des  Mathématiciens,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel,  qui 
paraît  depuis  janvier  1894»  n'admet  d'autres  articles  que  des  questions  posées 
par  les  mathématiciens  à  leurs  collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  géné- 
ral, soit  pour  les  besoins  de  leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à 
ces  questions.  La  Mathématique  est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît 
complètement  môme  une  des  branches,  et  qu'une  question  de  détail  {science, 
histoire,  bibliographie)  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de  premier  ordre, 
si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  serait  qu'un 
jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  a  reçu,  dès  le  principe,  l'accueil  le  plus  empressé  dans  le 
monde  scientifique. 
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Ce  {Bulletin  mensuel,  fondé  en  i88'<,  forme  un  beau  volume  in-8  (aô-tG), 
avec  figures  et  planches,  de  '^0  à  35  feuilles. 

Les  Tomes  I  à  X  (iSS'i-iS^Î)  se  vendent  ensemble 110  fr. 

Les  Tomes  XI  à  .XX  l'i89'|-i9o3)  se  vendent  ensemble 110  fr. 

Chacun   des  Ternies  I   à    XX  (à  Texccption  du  Tome  XVI,   1899) 
se  vend  séparément 14  Ir. 

Chaque  année,  à  partir  du  Tome  XXI  (1904),  se  vend  séparément.       16  fr. 
L'abonnement  est  annuel  et  part  de  janvier. 

Prix  pour  un  an  (12  Numéros). 

Paris 16  fr. 

Départements  et  Union  postale 18  fr. 

Envoyer   un    mandat    de    poste   ou    valeur   sur     Paris   à    M.    GAUTHIEK- 
VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Aupustins,  55,  à  Paris. 

On  peut  aussi  s'abonner,  en  versant  le  prix  de  l'abonnement,  dans  un  des 
Bureaux  de  poste  de  rUnif)n  postale. 
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COMPTES   KENDUS   ET   ANALYSES. 


CHARLES  HERMITE  (Œuvres  db),  publiées  sous  les  auspices  de  T Aca- 
démie des  Sciences  par  Emile  Picard,  Membre  de  l'Institut.  Tome  II. 
In-8*,  1-520  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1908. 

Ce  nouveau  Volume  des  Œuvres  de  Charles  Hermîte  a  été  publié 
dans  les  mêmes  conditions  que  le  précédent.  C'est  M.  Emile  Picard 
qui,  avec  la  précieuse  collaboration  de  M.  H.  Bourget,  a  préparé  le 
texte  et  corrigé  les  épreuves.  Comme  nous  l'apprend  M.  Emile 
Picard,  tous  les  calculs  ont  été  refaits  ou,  au  moins,  indirectement 
contrôlés  par  son  habile  collaborateur.  11  y  a  eu  là,  pour  certains 
Mémoires,  en  particulier  pour  les  études  relatives  à  l'équation 
modulaire  et  à  l'équation  du  cinquième  d^gré,  un  travail  d'autant 
plus  considérable  que  la  rédaction  d'Hermite,  dans  les  questions 
algébriques,  est  extrêmement  concise  et  laisse  souvent  de  côté  des 
intermédiaires.  A  la  suite  de  celte  re vision,  il  a  paru  utile  de  faire 
dans  le  texte  certaines  modifications  d'un  caractère  surtout  numé- 
rique; les  plus  importantes  d'entre  elles  sont  signalées  dans  des 
notes. 

Les  Mémoires  reproduits  dans  ce  Volume  vont  de  i858  à  1872  ; 
ils  embrassent  donc  un  espace  de  i4  ans.  Ils  se  rapportent 
surtout  à  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré,  une  des 
plus  belles  découvertes  du  grand  analyste,  aux  équations  modu- 
laires, à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  qui  fut  peut-être  la 
préoccupation  la  plus  constante  d'Hermite  et  dont  il  n'abandonna 
jamais  l'élude.  Mais,  à  côté  de  ces  Mémoires  sur  des  sujets  de  haut 
intérêt,  on  remarque  une  foule  de  digressions  toutes  dignes  du 
génie  du  grand  géomètre,  sur  les  fonctions  de  sept  lettres,  sur  des 
intégrales  doubles  et  de  nouveaux  développements  des  fonctions 
de  plusieurs  variables  en  séries  de  polynômes,  etc. 

Mais,  à  côté  de  ces  travaux,  insérés  dans  les  dilTérents  Recueils 
mathémaliqurs  et  principalement  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,    les  éditeurs  n'ont  pas  voulu  négliger, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Juin  1908.)  u 
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et  ils  ont  eu  bien  raison,  les  Notes  dont  Hermite  consentait  si 
volontiers  à  enrichir  les  Ouvrages  dont*  le  sujet  se  rapprochait 
plus  ou  moins  de  l'objet  de  ses  études.  On  retrouvera  donc  ici 
une  Note  sur  P  invariant  gauche  des  formes  du  sixième  degré 
insérée  en  1890  dans  l'édition  française  de  Y  Algèbre  supérieure 
de  Salmon;  une  Note  très  peu  connue,  et  que  nous  avions  signalée 
aux  éditeurs,  sur  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du  second 
degré,  qu'Hermile  avait  insérée  en  i856  dans  un  Ouvrage  élémen- 
taire intitulé  :  Programme  détaillé  d^un  cours  d^ Arithmétique, 
d^ Algèbre  et  de  Géométrie  analytique,  par  Gerono  et  Rogcet. 
Gomme  Hermite  était  à  cette  époque  examinateur  d'admission  à 
rÉcole  Pol}^technique,  les  règlements  ne  lui  avaient  pas  permis  de 
la  signer,  mais  il  n*est  pas  difficile  d'y  reconnaître  le  style  et  la 
manière  du  maître;  je  me  rappelle  encore  avec  quel  plaisir,  alors 
que  j'étais  sur  les  bancs  du  collège,  il  y  a  longtemps,  hélas  !  je  me 
plaisais  à  la  relire  et  à  admirer  cette  géniale  et  élégante  démons- 
tration du  théorème  de  Sturm,  où  Hermite  s'est  aflianchi  de  toute 
considération  de  continuité,  en  s'appuyanl  seulement  sur  quelques 
belles  propositions  relatives  aux  formes  quadratiques.  Nous  ne 
voudrions  pas  oublier  non  plus  le  bel  exposé  Sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  qui  figure  dans  la  sixième  édition  du  Calcul 
différentiel  et  Calcul  intégral  à^  Lacroix,  et  qui  avait  contribué, 
avec  les  Notes  de  J.-H.-A.  Serret,  à  donner  un  regain  de  jeunesse 
et  d'actualité  à  ce  Traité  estimable,  bien  qu'un  peu  ancien. 

Enfin,  nous  ne  saurions  terminer  sans  féliciter  l'éditeur  d'avoir 
donné  un  peu  plus  d'attention  aux  indications  bibliographiques, 
qui  étaient  quelque  peu  négligées  dans  le  Volume  précédent. 

Un  beau  portrait,  représentant  Hermite  tel  qu'il  était  à  Tâge  de 
5o  ans,  ajoute  à  l'attrait  de  la  publication. 

Gomme  le  premier,  ce  second  Volume  est  de  ceux  dont  on  ne 
saurait  trop  recommander  la  lecture  aux  étudiants...  et  aux 
maîtres.  G.  D. 
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SYLVESTER.  —  Thk  collkctbd  mathematical  papers  of  Jame^-Joseph 
Sylvbster.  Volume  II  (  1854-1873),  with  iwo  plates.  In-4°,  xvi-731  p. 
Cambridge,  at  the  University  Press,  1908. 

Il  j  a  quatre  ans,  nous  nous  empressions  de  signaler  et  de  re- 
commandera nos  lecteurs  Tédition,  entreprise  par  M.  H. -F.  Baker, 
des  Œuvres  complètes  du  géomètre  profond,  original  et  prime- 
sautier  que  fut  James-Joseph  Sylvesler.  Le  premier  Volume,  que 
notis  analysions  en  1904,  contientles  Mémoires  rangés  parordrechro- 
nologique  qui  ont  été  publiés  dans  la  période  qui  s'étend  de  1887 
à  i853.  Le  Volume  II,  que  nous  avons  sous  les  yeux,  nous  offre  les 
travaux  de  diverse  nature  que  Sylvester  a  écrits  ou  publiés  dans  les 
vingt  années  suivantes,  de  i854  à  iS^S.  On  peut  dire  que  nous  y 
voyons  défiler  toutes  les  branches  des  Mathématiques  pures  :  le 
calcul  des  formes,  les  déterminants,  la  théorie  des  nombres,  la 
Géométrie,  le  calcul  des  différences,  l'Algèbre  pure,  la  Mécanique, 
l'Astronomie  et  même  le  calcul  des  probabilités.  Rien  n'est  négligé 
par  ce  puissant  esprit,  tous  les  problèmes  lui  paraissent  mériter 
ses  recherches.  Dans  son  ardeur  et  dans  son  zèle  pour  sa  science  fa- 
vorite, il  ne  craint  nullement  de  publier  le  résultat  de  ses  travaux 
sans  attendre  qu'il  soit  pleinement  mûri.  Qu'importe  s'il  se  trompe, 
il  en  sera  quitte  pour  rectifier;  d'autres  peut-être  lui  viendront  en 
aide;  sa  seule  préoccupation  est  de  rendre  justice  à  ceux  qui  l'ont 
précédé,  et  de  les  citer  avec  honneur  quand  il  développe  leurs 
études  et  étend  leurs  découvertes. 

Il  est  curieux  que,  dans  la  période  de  sa  vie  à  laquelle  est  consacré 
ce  second  Volume,  Sylvester  ait  à  peu  près  complètement  négligé 
cette  théorie  des  invariants  et  des  formes  homogènes  qu'il  avait  tant 
contribué  à  créer.  Ce  qui  l'occupe  surtout,  c'est  l'Algèbre  propre- 
ment dite  et  la  théorie  des  nombres. 

Parmi  les  Mémoires  les  plus  intéressants  contenus  dans  le  nou- 
veau Volume,  nous  citerons  en  particulier  ce  que  Sylvester  a  écrit 
sur  la  règle  célèbre  énoncée  par  Nevi^ton  dans  l'Arithmétique  uni- 
verselle et  qui  fait  connaître  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  imaginaires  d'une  équation  algébrique,  comme  celle  de 
Descartes  fait  connaître  une  limite  supérieure  du  nombre  desracines 
réelles,  soit  positives,  soit  négatives.  Newton  l'avait  laissée  sans 
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démonstration  ;Maclaurin,  Campbell,  Waring  avaient  fait  des  efforts 
infructueux  pour  l'établir.  Sjlvester  lui-même,  dans  un  premier 
essai,  avait  dû  se  borner  aux  équations  des  sepl  premiers  degrés. 
C'est  en  imitant  la  méthode  célèbre  que  Fourier  avait  donnée,  pour 
la  démonstration  de  son  célèbre  théorème,  bien  injustement  attribué 
à  Budan,  que  Sj'lvester  a  pu  enfin  vaincre  toutes  les  difficultés.  Si 
nos  souvenirs  sont  précis,  le  succès  obtenu  par  Sylvesler  dans 
l'étude  de  cette  belle  question  avait  eu  beaucoup  de  retentissement 
en  Angleterre.  Le  Times  en  avait  parlé;  avec  grande  raison,  nos 
voisins  ne  négligent  rien  de  tout  ce  qui  touche  à  la  gloire  de 
Newton. 

A  côté  de  ce  beau  travail  d'Algèbre  pure,  on  remarquera  les  études 
d'un  caractère  tout  différent  consacrées  à  ce  que  Sylvester appelait 
l'in\?olution  de  six  lignes  dans  respace  (nous  dirions  aujourd'hui 
six  droites  appartenant  à  un  même  complexe  linéaire)^  sur  une 
classe  nouvelle  d'équations  différentielles  que  nous  avons  ren- 
conlrées  de  notre  côté  sans  savoir  qu'elles  avaient  déjà  été  étudiées 
par  Sjlvester,  sur  la  rotation  d'un  corps  solide  et  la  représentation 
que  Poinsot  en  a  donnée  par  le  roulement  d'un  ellipsoïde,  sur 
les  an  droites  d'une  surface  cubique,  etc.  L'éditeur  a  eu  raison  de 
ne  |)as  négliger  les  conférences,  les  morceaux  de  haut  goût  où 
Sylvester  a  eu  l'occasion  de  nous  faire  connaître  ses  idées  sur  les 
Mathématiques,  par  exemple  l'adresse  présidentielle  qu'il  a  lue 
en  iSôgdevantla  British  Association,  celui  aussi  qui  porte  le  titre 
suivant  :  On  ihe  incorrect  description  of  Kants's  doctrine  of 
space  and  time  common  in  english  ivriters.  Dans  les  Notes  qui 
terminent  le  Volume,  nous  citerons  également  la  suivante.  Faisant 
allusion  à  un  passage  de  son  adresse  où  il  cite  Lagrange  comme 
ayant  signalé  toute  l'importance  de  Vobservation  en  Mathéma- 
tiques, Sylvester  s'exprime  en  ces  termes  : 

«  I  was  under  the  conviction  that  a  passage  to  that  effect  front 
Lagrange  had  been  ciled  to  me  some  years  ago  by  M.  Hermite  of 
thc  Institule  of  France,  on*  applying  to  himon  the  subject,  1  recei- 
ved  the  following  reply  »  : 

«  Relativement  à  l'opinion  que,  suivant  vous,  j'aurais  attribuée 
à  Lagrange,  je  m'empresse  de  vous  informer  qu'il  ne  faut  aucune- 
ment, à  ma  connaissance,  l'en  rendre  responsable.  Nous  nous 
sommes  entretenus  du  rôle  de  h  faculté  d'observer  dans  les  études 
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que  nous  avons  poursuivies  de  concert  pendant  bien  des  années; 
etc^est  alors  sans  doute  que  je  vous  aurai  coûté  une  anecdote  que 
je  liens  de  M.  Chcvreul.  M.  Ghevreul,  allant  à  Tlnstitut  dans  la 
voiture  de  Lagrange,  a  été  vivement  frappé  du  sentiment  de  plaisir 
avec  lequel  ce  grand  géomètre  lui  faisait  voir,  dans  un  travail  ma- 
nuscrit, la  beauté  extérieure  et  artistique,  si  je  peux  dire,  des  nom- 
breuses formules  qui  y  figuraient.  Ce  sentiment,  nous  Pavons  tous 
éprouvé  en  faisant  avec  sincérité  abstraction  de  l'idée  analytique 
dont  les  formules  sont  l'expression  écrite.  Il  y  a  là,  n'est-il  pas  vrai, 
un  imperceptible  lien  qui  rattache  au  monde  de  l'art  le  monde 
abstrait  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse,  et  j'oserais  même  vous  dire 
que  je  crois  à  des  sympathies  réelles  qui  vous  font  trouver  un 
charme  dans  les  notations  d'un  auteur  et  à  des  répulsions  qui 
éloignent  d'un  autre  par  la  seule  apparence  des  formules.  » 

Et  Sylvester  ajoute  : 

«  I  am,  however,  none  the  less  persuaded  that  on  one  or  more 
than  one  occasion,  M.  Hermite,  speaking  of  Lagrange,  expressed 
to  me,  if  note  as  I  supposed  on  Lagrange's,  theyn  certainey  on  liis 
own  hïgh  autority  «  that  the  faculty  of  observation  was  no  less 
»  necessar)'  for  ihesuccessfull  cultivation  of  the  pure  mathematical 
»  than  of  the  natural  Sciences.  »  /  am  g  lad  also  to  notice  that 
Lagrange  was  able  to  a^ccommodate  afriend  dans  sa  voiture. 
England  has  much  to  learn  from  France  and  Russia  as  to  the 
proper  mode  of  treating  its  greatest  men.  »  G.  D. 


TEIXEIRA  (G.)  —  Obras  soBRB  Matbhatica,  publicadas  por  ordem  do 
GovERNO  PORTUGUB8.  Tome  IV.  In -4°,  xi-397  pages.  Goimbra,  1908. 

Ce  quatrième  Volume  des  Œuvres  mathématiques  de  M.  G. 
Teixeira  contient  la  traduction  revue  et  très  augmentée  de  la  pre- 
mière partie  du  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Madrid,  et 
couronné  par  elle,  en  réponse  au  programme  suivant:  Catalogue 
méthodique  de  toutes  les  courbes  d'une  classe  quelconque  ayant 
reçu  un  nom  spécial,  avec  une  idée  succincte  de  ta  forme  des 
équations  et  des  propriétés  générales  de  chacune  d'elles,  ef  une 
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Notice  des  oui^rages  ou  des  auteurs  qui  en  ont  fait  la  pre- 
mière  mention. 

Cette  première  partie  se  rapporte  aux  courbes  algébriques  planes; 
les  cubiques  et  les  quartiques,  en  particulier  les  cubiques  circu- 
laires et  les  quartiques  bicirculaires,  y  tiennent  la  plus  grande 
place.  Un  autre  Volume  sera  consacré  aux  courbes  transcen- 
dantes. 

L'auteur  a  voulu  traiter  son  sujet  d'une  façon  aussi  élémentaire 
que  possible.  Il  semble  bien  qu'il  ait  eu  raison;  l'étude  des  courbes 
particulières  est  une  initiation  très  utile,  d'autant  qu'on  a  affaire 
à  des  propriétés  précises.  L'auteur  a  donc  eu  un  sens  fort  juste  de 
la  classe  des  lecteurs  auxquels  il  devait  s'adresser.  Bien  entendu, 
le  caractère  élémentaire  des  démonstrations  n'en  exclut  pas  l'élé- 
gance. On  s'émerveillera,  en  feuilletant  le  Livre  de  M.  Teixeira,  du 
nombre  et  de  l'intérêt  des  propriétés  qu'il  a  réunies  et  de  la  mul- 
titude des  renseignements  bibliographiques  et  historiques  qu'il  a 
su  rassembler.  J.  T. 


DURÈGE  (H.)  —  Theorik  der  elliptischen  Funktionen  in  fUnfter  Auflage 
neu  bcarbeitetvon  L,Maurer,  i  volume  in-8°^  434  pages.  Leipzig,  Teub- 
ner,  1908. 

Le  Bulletin  (*)  a  dit  dans  quel  esprit  M.  Maurer  a  rajeuni  ou 
renouvelé  le  Livre  de  Durège  sur  la  théorie  des  fonctions.  11  vient 
de  faire  le  même  travail  sur  les  fonctions  elliptiques  du  même 
auteur.  Ici  encore  c'est  un  Livre  nouveau,  placé  sous  l'invocation 
de  Durège,  que  nous  donne  M.  Maurer.  On  y  retrouvera  les  mêmes 
(|ualités  que  dans  les  Elemente  der  Théorie  der  Funktionen; 
toutefois  l'auteur  a  cru,  avec  raison,  pouvoir  condenser  davantage 
l'exposition  dans  ce  Livre  qui  s'adresse  à  des  étudiants  plus  avancés  : 
il  a  su  Caire  tenir  beaucoup  de  choses  dans  ce  nouveau  Volume. 

Son  point  de  départ  est  dans  la  théorie  des  intégrales  elliptiques 
qu'il  étudie  d'abord  d'une  façon  élémentaire  en  montrant  com- 
ment elles  se  ramènent  aux  formes  normales  de  Weierstrass,  de 
Riemann  et  de  Legendre,  comment  elles  conduisent  diW\  fonctions 

(»)T.  XXXI,  p.  35. 
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elliptiques,  comment  s'introduisent  ainsi  le  théorème  d'addition  et 
le  problème  de  la  transformation. 

Il  dérinit  ensuite  la  surface  de  Riemann  appropriée,  celle  en  par- 
ticulier qui  se  rapporte  à  la  forme  de  Weierstrass;  Tétude  des 
fonctions  rationnelles  sur  cette  surface  et  de  leurs  intégrales 
amène  ensuite  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  L'auteur  a  soin  d'introduire  les  fonctions  de 
Weierstrass  et  celles  de  JacobI  et  d'en  montrer  les  relations. 

M.  Maurer  reconnaît  que  la  marche  qui  consiste  à  partir  des 
fonctions  doublement  périodiques  est  plus  courte  ;  mais  celle 
qu'il  a  adoptée  a  l'avantage  d'être  plus  conforme  à  l'histoire  et 
d'habituer  le  lecteur  au  maniement  des  surfaces  de  Riemann.  Ces 
avantages  ne  sont  pas  contestables;  l'auteur  avait  d'autant  plus  le 
droit  de  suivre  la  marche  qu'il  a  adoptée  qu'il  avait  donné,  dans  sa 
théorie  des  fonctions,  la  définition  et  la  représentation  des  fonctions 
doublement  périodiques.  Lorsqu'une  théorie  a  été  aussi  fouillée 
dans  tous  les  sens  que  celle  des  fonctions  elliptiques,  on  sait 
l'aborder  et  la  développer  par  des  voies  très  différentes  :  il  est  très 
désirable,  pour  celui  qui  veut  s'y  initier,  de  pouvoir  se  placer  à 
différents  points  de  vue  et  de  reconnaître  comment  se  déroulent 
alors  les  propositions  essentielles. 

Un  Chapitre  est  consacré  à  quelques-unes  des  belles  applications 
de  la  théorie  :  courbes  du  troisième  ordre,  surface  de  l'ellipsoïde, 
distribution  de  Félectricité  sur  un  ellipsoïde,  potentiel,  pendule 
sphérique,  rotation  d'un  corps  solide  autour  de  son  centre  de 
gravité,  etc. 

M.  Maurer  expose  ensuite  ce  qu'il  est  nécessaire  au  lecteur  de 
savoir  sur  la  théorie  de  Galois,  pour  comprendre  l'intérêt  qu 
s'attache  aux  équations  algébriques  qui  proviennent  de  la  trans- 
formation, de  la  division  de  l'argument  ou  des  périodes.  Le  Chapitre 
qui  traite  de  ces  équations  se  termine  par  quelques  indications  sur 
la  multiplication  complexe.  Ënlin  le  dernier  Chapitre  est  consacré 
aux  fonctions  modulaires. 

Un  court  Tableau,  que  l'auteur  a  su  limitera  huit  pages,  contient 
les  formules  les  plus  essentielles  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. J.  T. 
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L'AVENIR  DES  MATHÉMATIQUES  (*); 
Par  m.  h.  POINCARÉ. 


Pour  prévoir  Tavenir  des  Mathématiques  la  vraie  méthode  est 
d'étudier  leur  histoire  et  leur  état  présent. 

N'est-ce  pas  là,  pournous  autres  mathématiciens,  un  procédé  en 
quelque  sorte  professionnel?  Nous  sommes  accoutumés  à  extra- 
poler, ce  qui  est  un  mojen  de  déduire  l'avenir  du  passé  et  du  pré- 
sent, et,  comme  nous  savons  bien  ce  qu'il  vaut,  nous  ne  risquons 
pas  de  nous  faire  illusion  sur  la  portée  des  résultats  qu'il  nous 
donne. 

Il  )'  a  eu  autrefois  des  prophètes  de  malheur.  Ils  répétaient  volon- 
tiers que  tous  les  problèmes  susceptibles  d'être  résolus  l'avaient  été 
déjà,  et  qu'après  eux  il  n'y  aurait  plus  qu'à  glaner.  Heureusenient 
l'exemple  du  passé  nous  rassure.  Bien  des  fois  déjà  on  a  pru  avoir 
résolu  tous  les  problèmes,  ou  tout  au  moins  avoir  fait  l'inventaire 
de  ceux  qui  comportent  une  solution.  Et  puis  le  sens  du  mot  solu- 
tion s'est  élargi,  les  problèmes  insolubles  sont  devenus  les  plus 
intéressants  de  tous  et  d'autres  problèmes  se  sont  posés  auxquels 
on  n'avait  pas  songé.  Pour  les  Grecs,  une  bonne  solution  était  celle 
qui  n'emploie  que  la  règle  et  le  compas;  ensuite,  cela  a  été  celle 
qu'on  obtient  par  l'extraction  de  radicaux,  puis  celle  où  ne  figurent 
que  des  fonctions  algébriques  ou  logarithmiques.  Les  pessimistes 

(^)  Conférence  lae  dans  la  séance  générale  du  to  avril  igo8  du  IV*  Congrès  in- 
ternational des  Mathématiciens  (Rome,  6-11  avril  igo8)  et  publiée  précédemment 
en  brochure  par  les  soins  et  aux  frais  du  Cercle  mathématique  de  Palerme.  — 
M.  Poincaré  n'ayant  pu  lire  cette  Conférence  par  suite  d'une  indisposition,  heu- 
reusement passagère,  c'est  M-  Uarboux  qui  a  bien  voulu  se  charger  d'en  donner 
lecture,  (  Note  de  la  Rédaction.  ) 
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se  trouvaient  ainsi  toujours  débordés,  toujours  forcés  de  reculer, 
de  sorte  qu'à  présent  je  crois  bien  qu'il  n'^  en  a  plus. 

Mon  intention  n'est  donc  pas  de  les  combattre,  puisqu'ils  sont 
morts;  nous  savons  bien  que  les  Mathématiques  conllnueront  à  se 
développer,  mais  il  s'agit  de  savoir  dans  quel  sens.  On  me  répon- 
dra «  dans  tous  les  sens  »  et  cela  est  vrai  en  partie  ;  mais,  si  cela  était 
tout  à  (ait  vrai,  cela  deviendrait  un  peu  effrayant.  Nos  richesses  ne 
tarderaient  pas  à  devenir  encombrantes  et  leur  accumulation  pro- 
duirait un  fatras  aussi  impénétrable  que  l'élait  pour  l'ignorant  la 
vérité  inconnue. 

L'historien,  le  physicien  lui-même,  doivent  faire  un  choix  entre 
les  faits;  le  cerveau  du  savant,  qui  n'est  qu'un  coin  de  l'univers, 
ne  pourra  jamais  contenir  l'univers  tout  entier;  de  sorte  que,  parmi 
les  faits  innombrables  que  la  nature  nous  offre,  il  en  est  qu'on 
laissera  de  côté  et  d'aulres  qu'on  retiendra.  Il  en  est  de  même,  a 
fortiori,  en  Mathématiques;  le  mathématicien,  lui  non  plus,  ne  peut 
conserver  pêle-mêle  tous  les  faits  qui  se  présentent  à  lui;  d'autant 
plus  que  ces  faits  c'est  lui,  j'allais  dire  c'est  son  caprice,  qui  les 
crée.  C'est  lui  qui  construit  de  toutes  pièces  une  combinaison  nou- 
velle en  en  rapprochant  les  éléments;  ce  n'est  pas  en  général  la 
nature  qui  la  lui  apporte  toute  faite. 

Sans  doute  il  arrive  quelquefois  que  le  mathématicien  aborde  un 
problème  pour  satisfaire  à  un  besoin  de  la  Physique,  que  le  phy- 
sicien ou  l'ingénieur  lui  demandent  de  calculer  un  nombre  en  vue 
d'une  a*pplication.  Dira-ton  que,  nous  autres  g('*omètres,  nous 
devons  nous  borner  à  attendre  les  commandes  et,  au  lieu  de  cul- 
tiver notre  science  pour  notre  plaisir,  n'avoir  d'autre  souci  que  de 
nous  accommoder  au  goût  de  la  clientèle?  Si  les  Mathématiques 
n'ont  d'autre  objet  que  de  venir  en  aide  à  ceux  c|ui  étudient  la  nature, 
c'est  de  ces  derniers  que  nous  devons  attendre  le  mot  d'ordre.  Celte 
façon  de  voir  est-elle  légitime?  Certainement  non  ;  si  nous  n'avions 
pas  cultivé  les  sciences  exactes  pour  elles-mêmes,  nous  n'aurions 
pas  créé  l'instrument  mathématique  et,  le  jour  où  serait  venu  le 
mot  d'ordre  du  physicien,  nous  aurions  été  désarmés. 

Les  physiciens  non  plus  n'attendent  pas,  pour  étudier  un  phé- 
nomène, que  quelque  besoin  urgent  de  la  vie  matérielle  leur  on  ail  l'ait 
une  nécessité,  et  ils  ont  bien  raison;  si  les  savants  du  xyiii*"  siècle 
avaient  délaissé  l'électricité,  parce  qu'elle  n'aurait  été  à  leurs  yeux 


Digitized  by 


Google 


170  PREMIÈRE   PARTIE. 

qu'une  curiosité  sans  intérêt  pratique,  nous  n'aurions  au  xx*  siècle 
ni  télégraphie,  ni  éleclrochimie,  ni  électrotechnique.  Les  physi- 
ciens, forcés  de  choisir,  ne  sont  donc  pas  guidés  dans  leur  choix 
uniquement  par  l'utilité.  Comment  donc  font-ils  pour  choisir  entre 
les  faits  naturels?  Nous  pouvons  le  dire  aisément;  les  faits  qui  les 
intéressent,  ce  sont  ceux  qui  peuvent  conduire  à  la  découverte  d'une 
loi;  ce  sont  donc  ceux  qui  sont  analogues  à  beaucoup  d'autres  faits, 
qui  ne  nous  apparaissent  pas  comme  isolés,  mais  comme  étroite- 
ment groupés  avec  d'autres.  Le  fait  isolé  frappe  tous  les  yeux,  ceux 
du  vulgaire  comme  ceux  du  savant.  Mais  ce  que  le  vrai  physicien 
seul  sait  voir,  c'est  le  lien  qui  unit  plusieurs  faits  dont  l'analogie  rst 
profonde,  mais  cachée.  L'anecdote  de  la  pomme  de  Newton  n'est 
probablement  pas  vraie,  mais  elle  est  symbolique;  parlons-en  donc 
comme  si  elle  était  vraie.  Eh  bien,  nous  devons  croire  qu'avant 
Newton  bien  des  hommes  avaient  vu  tomber  des  pommes;  aucun 
n'avait  rien  su  en  conclure.  Les  faits  seraient  stériles  s'il  n'v  avait 
des  esprits  capables  de  choisir  entre  eux  en  discernant  ceux  der- 
rière lesquels  il  se  cache  quelque  chose  et  de  reconnaître  ce  qui 
se  cache  derrière,  des  esprits  qui  sous  le  fait  brut  sentiront  l'âme 
du  fait. 

En  Mathématiques  nous  faisons  tout  à  fait  la  même  chose;  des 
éléments  variés  dont  nous  disposons,  nous  pouvons  faire  sortir  des 
millions  de  combinaisons  différentes;  mais  une  de  ces  combinai- 
sons, tant  qu'elle  est  isolée,  est  absolument  dépourvue  de  valeur; 
nous  nous  sommes  souvent  donné  beaucou[)  de  peine  pour  la  con- 
struire, mais  cela  ne  sert  absolument  à  rien,  si  ce  n'est  peut-être  à 
donner  un  sujet  de  devoir  pour  l'enseignement  secondaire.  Il  en 
sera  tout  autrement  le  jour  où  celte  combinaison  prendra  place  dans 
une  classe  de  combinaisons  analogues  et  où  nous  aurons  remarqué 
cette  analogie;  nous  ne  serons  plus  en  présence  d'un  fait,  mais 
d'une  loi.  El,  ce  jour-là,  le  véritable  inventeur,  ce  ne  sera  pas 
l'ouvrier  qui  aura  patiemment  édifié  quelques-unes  de  ces  combi- 
naisons, ce  sera  celui  qui  aura  mis  en  évidence  leur  parenté.  Le 
premier  n'aura  vu  que  le  fait  brut,  l'autre  seul  aura  senti  l'âme  du 
fait.  Souvent,  pour  affirmer  celte  parenté,  il  lui  aura  suffi  d'in- 
venter un  mot  nouveau,  et  ce  mot  aura  été  créateur;  l'histoire 
de  la  Science  nous  fournirait  une  foule  d'exemples  qui  vous  sont 
familiers. 
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Le  célèbre  philosophe  viennois  Mach  a  dit  que  le  rôle  de  la  Science 
est  de  produire  Téconomie  de  pensée,  de  méme^ue  la  machine 
produit  Téconomie  d'eflfort.  Et  cela  est  très  juste.  Le  sauvage  cal- 
cule avec  ses  doigts  ou  en  assemblant  de  petits  cailloux.  En  appre- 
nant aux  enfants  la  table  de  multiplication,  nous  leur  épargnons 
pour  plus  tard  d'innombrables  manœuvres  de  cailloux.  Quelqu'un 
autrefois  a  reconnu,  avec  des  cailloux  ou  autrement,  que  6  fois  7 
font  42  et  il  a  eu  Tidée  de  noter  le  résultat,  et  c'est  pour  cela  que 
nous  n'avons  pas  besoin  de  recommencer.  Celui-là  n'a  pas  perdu 
son  temps  si  même  il  ne  calculait  que  pour  son  plaisir;  son  opé- 
ration ne  lui  a  pris  que  deux  minutes,  elle  en  aurait  exigé  en  tout 
deux  milliards,  si  un  milliard  d'hommes  avait  dû  la  recommencer 
après  lui. 

L'importance  d'un  fait  se  mesure  donc  à  son  rendement,  c'est- 
à-dire  à  la  quantité  de  pensée  qu'elle  nous  permet  d'économiser. 

En  Physique,  les  faits  à  grand  rendement  sont  ceux  qui  rentrent 
dans  une  loi  très  générale,  parce  qu'ils  permettent  d'en  prévoir  un 
très  grand  nombre  d'autres,  et  il  n'en  est  pas  autrement  en  Mathé- 
matiques. Je  me  suis  livré  à  un  calcul  compliqué  et  je  suis  arrivé 
péniblemeut  à  un  résultat;  je  ne  serai  pas  payé  de  ma  peine  si  je  ne 
suis  devenu  par  là  capable  de  prévoir  les  résultats  d'autres  calculs 
analogues  et  de  les  diriger  à  coup  sûr  en  évitant  les  tâtonnements 
auxquels  j'ai  dû  me  résigner  la  première  fois.  Je  n'aurai  pas  perdu 
mon  temps,  au  contraire,  si  ces  tâtonnements  mêmes  ont  fîni  par 
me  révéler  l'analogie  profonde  du  problème  que  je  viens  de  traiter  avec 
une  classe  beaucoup  plus  étendue  d'autres  problèmes;  s'ils  m'en  ont 
montré  à  la  fois  les  ressemblances  et  les  différences,  si  en  un  mot 
ils  m'ont  fait  entrevoir  la  possibilité  d'une  généralisation.  Ce  n'est 
pas  alors  un  résultat  nouveau  que  j'aurai  acquis,  c'est  une  force 
nouvelle. 

Une  formule  algébrique  qui  nous  donne  la  solution  d'un  type  de 
problèmes  numériques,  pourvu  qu'on  remplace  à  la  fin  les  lettres 
par  des  nombres,  est  l'exemple  simple  qui  se  présente  tout  d'abord 
à  l'esprit.  Grâce  à  elle  un  seul  calcul  algébrique  nous  t'épargne  la 
peine  de  recommencer  sans  cesse  de  nouveaux  calculs  numériques. 
Mais  ce  n'est  là  qu'un  exemple  grossier;  tout  le  monde  sent  qu'il 
y  a  des  analogies  qui  ne  peuvent  s'exprimer  par  une  formule  et  qui 
sont  les  plus  précieuses. 
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Si  lin  résultat  nouveau  a  du  prix,  c'est  quand  en  reliant  des  élë- 
ments  connus  depuis  longtemps,  mais  jusque-là  épars  cl  paraissant 
étrangers  les  uns  aux  autres,  il  introduit  subitement  Tordre  là  où 
régnait  l'apparence  du  désordre.  Il  nous  permet  alors  de  voir  d'un 
coup  d'œil  chacun  de  ces  éléments  et  la  place  qu'il  occupe  dans 
l'ensemble.  Ce  fait  nouveau  non  seulement  est  précieux  par  lui- 
même,  mais  lui  seul  donne  leur  valeur  à  tous  les  faits  anciens  qu'il 
relie.  Notre  esprit  est  infirme  comme  le  sont  nos  sens;  il  se  perdrait 
dans  la  complexité  du  monde  si  cette  complexité  n'était  harmo- 
nieuse, il  n'en  verrait  que  les  détails  à  la  façon  d'un  myope  et  il 
serait  forcé  d'oublier  chacun  de  ces  détails  avant  d'examiner  le 
suivant,  parce  qu'il  serait  incapable  de  tout  embrasser.  Les  seuls 
faits  dignes  de  notre  attention  sont  ceux  qui  introduisent  de 
l'ordre  dans  celte  complexité  et  la  rendent  aussi  accessible. 

Les  mathématiciens  attachent  une  grande  importance  à  l'élégance 
de  leurs  méthodes  et  de  leurs  résultats;  ce  n'est  pas  là  du  pur  dilet- 
tantisme. Qu'est-ce  qui  nous  donne  en  effet  dans  une  solution, 
dans  une  démonstration,  le  sentiment  de  l'élrgance?  (Test  l'har- 
monie des  diverses  parties,  leur  symétrie,  leur  heureux  balance- 
ment; c'est  en  un  mot  tout  ce  qui  y  met  de  Tordre,  tout  ce  qui 
leur  donne  de  Tunilé^  ce  qui  nous  permet  par  conséquent  d'j  voir 
clairet  d'en  comprendre  l'ensemble  en  même  temps  que  les  détails. 
Mais,  précisément,  c'est  là  aussi  ce  qui  lui  donne  un  grand  rende- 
ment; en  eflel,  plus  nous  verrons  cet  ensemble  clairement  et  d'un 
seul  coup  d'œil,  mieux  nous  apercevrons  ses  analogies  avec  d'autres 
objets  voisins,  plus  par  conséquent  nous  aurons  de  chances  de  de- 
viner les  généralisations  possibles.  L'élégance  peut  provenir  du  sen- 
timent de  l'imprévu  par  la  rencontre  inattendue  d'objets  qu'on 
n'est  pas  accoutumé  à  rapprocher;  là  encore  elle  est  féconde,  puis- 
qu'elle nous  dévoile  ainsi  des  parentés  jusque-là  méconnues;  elle 
est  féconde  même  quand  elle  ne  résulte  que  du  contraste  entre  ta 
simplicité  des  moyens  et  la  complexité  du  problème  posé;  elle  nous 
fait  alors  réfléchir  à  la  raison  de  ce  contraste,  et  le  plus  souvent 
elle  nous  fait  voir  que  cette  raison  n'est  pas  le  hasard  et  qu'elle  se 
trouve  dans  quelque  loi  insoupçonnée.  En  un  mot,  le  sentiment  de 
l'élégance  mathématique  n'est  autre  chose  que  la  satisfaction  due  à 
je  ne  sais  quelle  adaptation  entre  la  solution  qu'on  vient  de  décou- 
vrir et  les  besoins  de  notre  esprit,  et  c'est  à  cause  de  cette  adapta- 
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tion  même  que  celle  solution  peul  être  pour  nous  un  instrument. 
Cette  salisfaction  esthétique  est  par  suite  liée  à  l'économie  de  pensée. 
C'est  ainsi  que  les  cariatides  de  rEreclithéion,  par  exemple,  nous 
semblent  élégantes  parce  qu'elles  portent  un  lourd  fardeau  avec 
souplesse  et  pour  ainsi  dire  allègrement  et  qu'elles  nous  donnent 
ainsi  le  sentiment  de  l'économie  de  IVfibrt. 

C'est  pour  la  même  raison  que,  quand  un  calcul  un  peu  long  nous 
a  conduits  à  quelque  résultat  simple;  et  frappant,  nous  ne  sommes 
pas  salisCails  tant  que  nous  n'avons  pas  montré  que  nous  aurions 
pu  prévoir,  sinon  ce  résultat  tout  entier,  du  moins  ses  traits  les 
plus  caractéristiques.  Pourquoi?  Qu'est-ce  qui  nous  empêche  de 
nous  contenter  d'un  calcul  qui  nous  a  appris,  semble-l-il,  tout  ce 
que  nous  désirions  savoir?C'est  parce  que,  dans  des  cas  analogues, 
le  long  calcul  ne  pourrait  pas  resservir,  et  qu'il  n'en  est  pas  de  même 
du  raisonnement  souvent  à  demi  intuitif  qui  aurait  pu  nous  per- 
mettre de  prévoir.  Ce  raisonnenient  étant  court,  ou  en  voit  d'un 
seul  coup  toutes  les  parties,  de  sorte  qu'on  aperçoit  immédiatement 
ce  qu'il  y  faut  changer  pour  l'adapter  à  tous  les  problèmes  de  même 
nature  qui  peuvent  se  présenter.  El  puisqu'il  nous  permet  de  pré- 
voir si  la  solution  de  ces  problèmes  sera  simple,  il  nous  montre  tout 
au  moins  si  le  calcul  mérite  d'être  entrepris. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  montrer  combien  il  serait 
vain  de  chercher  à  remplacer  par  un  procédé  mécanique  quel- 
conque la  libre  initiative  du  mathématicien.  Pour  obtenir  un  ré- 
sultat qui  ait  une  valeur  réelle,  il  ne  suffit  pas  de  moudre  des  calculs 
ou  d'avoir  une  machine  à  mettre  les  choses  en  ordre;  ce  n'est  pas 
seulement  l'ordre,  c'est  l'ordre  inattendu  qui  vaut  quelque  chose, 
l.a  machine  peut  mordre  sur  le  fait  brut,  l'âme  du  fait  lui  échap- 
pera toujours. 

Depuis  le  milieu  du  siècle  dernier,  les  mathématiciens  sont  de 
plus  en  plus  soucieux  d'atteindre  à  l'absolue  rigueur;  ils  ont  bien 
raison  et  cette  tendance  s'accentuera  de  plus  en  plus.  En  Mathé- 
matiques la  rigueur  n'est  pas  tout,  mais  sans  elle  il  n'y  a  rien  ;  une 
démonstration  qui  n'est  pas  rigoureuse,  c'est  le  néant.  Je  crois  que 
personne  ne  contestera  cette  vérité.  Mais  si  on  la  prenait  trop  à  la 
lettre,  on  serait  amené  à  conclure  qu'avant  1820,  par  exemple,  il 
n'y  avait  pas  de  Mathématiques;  ce  serait  manifestement  excessif; 
les  géomètres  de  ce  temps  sous-entendaient  volontiers  ce  que  nous 
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expliquons  par  de  prolixes  discours;  cela  ne  veut  pas  dire  qu'ils 
ne  le  voyaient  pas  du  tout;  mais  ils  passaient  là-dessus  trop  rapi- 
dement ety  pour  le  bien  voir,  il  aurait  fallu  qu'ils  prissent  la  peine 
de  le  dire. 

Seulement  esl-il  toujours  nécessaire  de  le  dire  tant  de  fois?  ceux 
qui  les  premiers  se  sont  préoccupés  avant  tout  de  la  rigueur  nous 
ont  donné  des  raisonnemenls  que  nous  pouvons  essayer  d'imiter; 
mais,  si  les  démonstrations  de  l'avenir  doivent  être  bâties  sur  ce 
modèle,  les  Traités  de  Mathématiques  vont  devenir  bien  longs;  et  si 
je  crains  les  longueurs,  ce  n'est  pas  seulement  parce  que  je  redoute 
l'encombrement  des  bibliothèques,  mais  parce  que  je  crains  qu'en 
s'allongeant,  nos  démonstrations  perdent  cette  apparence  d^harmo- 
nie  dont  j'ai  expliqué  tout  à  Theure  le  rôle  utile. 

C'est  à  l'économie  de  pensée  qu'on  doit  viser,  ce  n'est  donc  pas 
assez  de  donner  des  modèles  à  imiter.  Il  faut  qu'on  puisse  après 
nous  se  passer  de  ces  modèles  et,  au  lieu  de  ré|)éter  un  raisonnement 
déjà  fait,  le  résumer  en  quelques  lignes.  Et  c'est  à  quoi  Ton  a  déjà 
réussi  quelquefois;  par  exemple,  il  y  avait  tout  un  type  de  raison- 
nements qui  se  ressemblaient  tous  et  qu'on  retrouvait  partout;  ils 
étaieni,  parfaitement  rigoureux,  mais  ils  étaient  longs.  Un  jour  on 
a  imaginé  le  mot  A"* uniformité  de  la  convergence  et  ce  mot  seul  les 
a  rendus  inutiles;  on  n'a  plus  eu  besoin  de  les  répéter^  puisqu'on 
pouvait  les  sous-entendre.  Les  coupeurs  de  difficultés  en  quatre 
peuvent  donc  nous  rendre  un  double  service:  c'est  d'abord  de  nous 
apprendre  à  faire  comme  eux  au  besoin,  mais  c'est  surtout  de  nous 
permettre  le  plus  souvent  possible  de  ne  pas  faire  comme  eux,  sans 
pourtant  rien  sacrifier  de  la  rigueur. 

Nous  venons  de  voir  par  un  exemple  quelle  est  l'importance  des 
mots  en  Mathématiques,  mais  j'en  pourrais  citer  beaucoup  d'autres. 
On  ne  saurait  croire  combien  un  mot  bien  choisi  peut  économiser 
de  pensée,  comme  disait  Mach.  Je  ne  sais  si  je  n'ai  pas  déjà  dit 
quelque  part  que  la  Mathématique  est  l'art  de  donner  le  même  nom 
à  des  choses  différentes.  Il  faut  s'entendre.  Il  convient  que  ces 
choses,  diflerentes  par  la  malière,  soient  semblables  par  la  forme, 
qu'elles  puissent  pour  ainsi  dire  se  couler  dans  le  même  moule. 
Quand  le  langage  a  été  bien  choisi,  on  est  tout  étonné  de  voir  que 
toutes  les  démonstrations,  faites  pour  un  objet  connu,  s'appliquent 
immédiatement  à  beaucoup  d'objets  nouveaux,  on  n'a  rien  à  y 
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changer,  pas  même  les  mots,  puisque  les  noms  sont  devenus  les 
mêmes. 

Il  y  a  un  exemple  qui  se  présente  tout  d'nbord  à  Tesprit,  ce  sont 
les  quaternions,  sur  lesquels  je  n'ai  pas  à  insister.  Un  mot  bien 
choisi  suffit  le  plus  souvent  pour  faire  disparaître  les  exceptions 
que  comportaient  les  règles  énoncées  dans  Fancien  langage;  c'est 
pour  cela  qu'on  a  imaginé  les  quantités  négatives,  les  quantités 
imaginaires,  les  points  à  l'infini,  que  sais-je  encore?  Et  les  excep- 
tions, ne  l'oublions  pas,  sont  pernicieuses,  parce  qu'elles  cachent 
les  lois. 

Eh  bien,  c'est  l'un  des  caractères  auxquels  on  reconnaît  les  faits 
à  grand  i-endement,  ce  sont  ceux  qui  permettent  ces  heureuses  inno- 
vations de  langage.  Le  fait  brut  est  alors  quelquefois  sans  grand 
intérêt,  on  a  pu  le  signaler  bien  des  fois  sans  avoir  rendu  grand 
service  à  la  Science;  il  ne  prond  de  valeur  que  le  jour  où  un  penseur 
mieux  avisé  aperçoit  le  rapprochement  qu'il  met  en  évidence  et  le 
symbolise  par  un  mot. 

Les  physiciens  d'ailleurs  agissent  absolument  de  même;  ils  ont 
inventé  le  mot  d^énergie,  et  ce  mot  a  été  prodigieusement  fécond, 
parce  que  lui  aussi  créait  la  loi  en  éliminant  les  exceptions,  parce 
qu'il  donnait  le  même, nom  à  des  choses  différenles  par  la  matière 
et  semblables  par  la  forme. 

Parmi  les  mots  qui  ont  exercé  la  plus  heureuse  influence,  je  si- 
gnalerai ceux  de  groupe  et  A^invariant.  Us  nous  ont  fait  aper- 
cevoir Tessence  de  bien  des  raisonnements  mathématiques;  ils  nous 
ont  montré  dans  combien  de  cas  les  anciens  mathématiciens  con- 
sidéraient des  grou|)es  sans  le  savoir,  et  comment,  se  croyant  bien 
éloignés  les  uns  des  autres,  ils  se  trouvaient  tout  à  coup  rapproches 
sans  comprendre  pourquoi. 

Nous  dirions  aujourd'hui  qu'ils  avaient  envisagé  des  groupes  iso- 
morphes. JNous  savons  maintenant  que  dans  un  groupe  la  matière 
nous  intéresse  peu,  que  c'est  la  forme  seule  qui  importe  et  que, 
quand  on  connaît  bien  un  groupe,  on  connaît  par  cela  même  tous 
les  groupes  isomorphes;  et  grâce  à  ces  mots  de  groupe  et  A^lso^ 
morpliisnie  qui  résument  en  quelques  syllabes  cette  règle  subtile 
et  la  rendent  promptement  familière  à  tous  les  esprits,  le  passage 
est  immédiat  et  peut  se  faire  en  économisant  tout  eflbrt  de  pensée. 
L'idée  de  groupe  se  rattache  d'ailleurs  à  celle  de  transformation  ; 
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pourquoi  attache-l-on  tant  de  prix  à  l'invention  d'une  Lransfor- 
malion  nouvelle?  parce  que  d'un  seul  théorème  elle  nous  permet 
d'en  tirer  dix  ou  vingt;  elle  a  la  même  valeur  qu'un  zéro  ajouté  à  la 
droite  d'un  nombre  entier. 

Voilà  ce  qui  a  déterminé  jusqu'ici  le  sens  du  mouvement  de  la 
Science  mathématique,  et  c'est  aussi  bien  certainement  ce  qui  le 
déterminera  dans  l'avenir.  Mais  la  nature  des  problèmes  qui  se 
posent  y  contribue  également.  Nous  ne  pouvons  oublier  quel  doit 
être  notre  but  ;  selon  moi  ce  but  est  double;  notre  Science  confine 
à  la  fois  à  la  Philosophie  et  à  la  Physique,  et  c'est  pour  nos  deux 
voisines  que  nous  travaillons;  aussi  nous  avons  toujours  vu  et 
nous  verrons  encore  les  mathématiciens  marcher  dans  deux  direc- 
tions opposées. 

D'une  part,  la  Science  mathématique  doit  réfléchir  sur  elle-même 
et  cela  est  utile,  parce  que  réfléchir  sur  elle-même,  c'est  réfléchir 
sur  l'esprit  humain  (|ui  Ta  créée,  d'autant  plus  que  c'est  celle  de  ses 
créations  pour  laquelle  il  a  fait  le  moins  d'emprunts  au  dehors. 
C'est  pourquoi  certaines  spéculations  mathématiques  sont  utiles, 
comme  celles  qui  visent  l'étude  des  postulats,  des  géomélries  inac- 
coutumées, des  fonctions  à  allures  étranges.  Plus  ces  spéculations 
s'écarteront  des  conceptions  les  plus  communes,  et  par  conséquent 
de  la  nature  et  des  applications,  mieux  elles  nous  montreront  ce 
que  Tesprit  humain  peut  faire,  quand  il  se  soustrait  de  plus  en  plus 
à  la  tyrannie  du  monde  extérieur,  mieux  par  conséquent  elles  nous 
le  feront  connaître  en  lui-même. 

Mais  c'est  du  côté  opposé,  du  côté  de  la  nature,  qu'il  faut  diriger 
le  gros  de  notre  armée. 

Xià  nous  rencontrons  le  physicien  ou  l'ingénieur  qui  nous  disent: 
«  Pourriez-vous  m'intégrer  telle  équation  différentielle?  j'en  aurais 
besoin  d'ici  à  huit  jours  en  vue  de  telle  construction  qui  doit  être 
terminée  pour  telle  date.  —  Cette  équation,  répondons-nous,  ne 
rentre  pas  dans  l'un  des  types  intégrables  vous  savez  qu'il  n'y  en  a 
pas  beaucoup.  —  Oui,  je  le  sais,  mais  alors  à  quoi  servez-vous?  » 
Le  plus  souvent,  il  suffirait  de  s'entendre;  l'ingénieur,  en  réalité, 
n'a  pas  besoin  de  l'intégrale  en  termes  finis;  il  a  besoin  de  connaître 
l'allure  générale  de  la  fonction  intégrale,  ou  simplement  il  voudrait 
un  certain  chillVe  qui  se  déduirait  facilement  de  cette  intégrale  si 
on  la  connaissait.  Ordinairement  on  ne  la  connaît  pas,  mais  on 
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pourrait  calculer  ce  chiffre  sans  elle,  si  Ton  savait  au  juste  de  quel 
chiffre  Fingénieur  a  besoin  et  avec  quelle  approximation. 

Autrefois  on  ne  considérait  une  équation  comme  résolue  que 
quand  on  avait  exprimé  la  solution  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de 
fonctions  connues;  mais  cela  n'est  possible  qu'une  fois  sur  cent  à 
peine.  Ce  que  nous  pouvons  toujours  faire,  ou  plutôt  ce  que  nous 
devons  toujours  chercher  à  faire,  c'est  de  résoudre  le  problème 
qualitativement  pour  ainsi  dire,  c'est-à-dire  de  chercher  à  con- 
naître la  forme  générale  de  la  courbe  qui  représente  la  fonction 
inconnue. 

Il  reste  ensuite  à  trouver  la  solution  quantitative  du  problème; 
mais,  si  l'inconnue  ne  peut  être  déterminée  par  un  calcul  fini,  on 
peut  la  représenter  toujours  par  une  série  infinie  convergente  qui 
permet  de  la  calculer.  Gela  peut-il  être  regardé  comme  une  vraie 
solution?  On  raconte  que  Newton  communiqua  à  Leibnitz  un 
anagramme  à  peu  près  comme  ceci:  aaaaabbbeeeeii,  etc. 
Leibnitz,  naturellement,  n'y  comprit  rien  du  tout;  mais  nous  qui 
avons  la  clef,  nous  savons  que  cet  anagramme  veut  dire,  en  le 
traduisant  dans  le  langage  moderne  :  Je  sais  intégrer  toutes  les 
équations  différentielles,  et  nous  sommes  amenés  à  nous  dire  que 
Newton  avait  bien  de  la  chance  ou  qu'il  se  faisait  de  singulières  illu- 
sions. Il  voulait  dire  tout  simplement  qu'il  pouvait  former  (par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés)  une  série  de  puissances  sa- 
tisfaisant formellement  à  l'équation  proposée. 

Une  semblable  solution  aujourd'hui  ne  nous  satisferait  plus,  et 
cela  pour  deux  raisons:  parce  que  la  convergence  est  trop  lente,  et 
parce  que  les  termes  se  succèdent  sans  obéir  à  aucune  loi.  Au  con- 
traire, la  série  8  nous  paraît  ne  rien  laisser  à  désirer,  d'abord  parce 
qu'elle  converge  très  vite  (cela,  c'est  pour  le  praticien  qui  désire 
avoir  son  nombre  le  plus  promptement  possible)  et  ensuite  parce 
que  nous  apercevons  d'un  coup  d'œil  la  loi  des  termes  (cela,  c'est 
pour  satisfaire  les  besoins  esthétiques  du  théoricien). 

Mais  alors  il  n'y  a  plus  des  problèmes  résolus  et  d'autres  qui  ne 
le  sonl  pas  ;  il  y  a  seulement  des  problèmes  plus  ou  moins  résolus, 
selon  qu'ils  le  sont  par  une  série  de  convergence  plus  ou  moins  ra- 
pide, ou  régie  par  une  loi  plus  ou  moins  harmonieuse.  Il  arrive 
toutefois  qu'une  solution  imparfaite  nous  achemine  vers  une  solu- 
tion meilleure.  Quelquefois  la  série  est  de  convergence  si  lente  que 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a'  série,  t.  XXXII.  (Juin  1908.)  la 
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le  calcul  esl  impraticable  et  qu'on  n'a  réussi  qu'à  démontrer  la  pos- 
sibilité du  problème. 

Et  alors  Fingénieur  trouve  cela  dérisoire,  et  il  a  raison ,  puisque 
cela  ne  Taidera  pas  à  terminer  sa  construction  pour  la  date  fixée. 
Il  se  préoccupe  peu  de  savoir  si  cela  sera  utile  aux  ingénieurs  du 
xxii^  siècle;  nous,  nous  pensons  autrement  et  nous  sommes  quel- 
quefois plus  heureux  d'avoir  économisé  un  jour  de  travail  à  nos 
petits-fils  qu'une  heure  à  nos  contemporains. 

Quelquefois  en  tâtonnant,  empiriquement  pour  ainsi  dire,  nous 
arrivons  à  une  formule  suffisamment  convergente.  Que  voulez- 
vous  de  plus?  nous  dit  l'ingénieur;  et  nous,  malgré  tout,  nous  ne 
sommes  pas  satisfaits;  nous  aurions  voulu  prévoir  cette  conver- 
gence. Pourquoi?  parce  que,  si  nous  avions  su  la  prévoir  une  fois, 
nous  saurions  la  prévoir  une  autre  fois.  Nous  avons  réussi,  c'est 
peu  de  chose  à  nos  jeux  si  nous  n'avons  sérieusement  l'espoir  de 
recommencer. 

A  mesure  que  la  Scieuce  se  développe,  il  devient  plus  difficile  de 
l'embrasser  tout  entière  \  alors  on  cherche  à  la  couper  en  morceaux, 
à  se  contenter  de  l'un  de  ces  morceaux  :  en  un  mot,  à  se  spécialiser. 
Si  l'on  continuait  dans  ce  sens,  ce  serait  un  obstacle  fâcheux  aux 
progrès  de  la  Science.  Nous  l'avons  dit,  c'est  par  des  rapproche- 
ments inattendus  entre  ses  diverses  parties  que  ses  progrès  peuvent 
se  faire.  Trop  se  spécialiser,  ce  serait  s'interdire  ces  rapproche- 
ments. Espérons  que  des  Congrès  comme  celui-ci,  en  nous  mettant 
en  rapports  les  uns  avec  les  autres,  nous  ouvriront  des  vues  sur  le 
champ  du  voisin,  nous  obligeront  à  le  comparer  au  nôtre,  à  sortir 
un  peu  de  notre  petit  village,  et  seront  ainsi  le  meilleur  remède  au 
danger  que  je  viens  de  signaler. 

Mais  je  me  suis  trop  attardé  à  des  généralités,  il  est  temps  d'entrer 
dans  le  détail. 

Passons  en  revue  les  diverses  sciences  particulières  dont  l'en- 
semble forme  les  Mathématiques;  voyons  ce  que  chacune  d'elles  a 
fait,  où  elle  tend  et  ce  qu'on  peut  en  espérer.  Si  les  vues  qui  pré- 
cèdent sont  justes,  nous  devons  voir  que  les  grands  progrès  du  passé 
se  sont  produits  lorsque  deux  de  ces  sciences  se  sont  rapprochées, 
lorsqu'on  a  pris  conscience  de  la  similitude  de  leur  forme,  malgré 
la  dissemblance  de  leur  matière,  lorsqu'elles  se  sont  modelées  l'une 
sur  l'autre,  de  telle  façon  que  chacune  d'elles  puisse  profiter  des 
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conquêtes  de  l'autre.  Nous  devons  en  même  temps  entrevoir,  dans 
des  rapprochements  du  même  genre,  les  progrès  de  Pavenir. 

L*A  rithmétique. 

Les  progrès  de  rArilhmélique  ont  été  plus  lents  que  ceux  de 
l'Algèbre  et  de  l'Analyse,  et  il  est  aisé  de  comprendre  pourquoi.  Le 
sentiment  de  la  continuité  est  un  guide  précieux  qui  fait  défaut  à 
l'arilhmëticien  ;  chaque  nombre  entier  est  séparé  des  autres,  il  a 
pour  ainsi  dire  son  individualité  propre;  chacun  d'eux  est  une  sorte 
d'exception  et  c'est  pourquoi  les  théorèmes  généraux  seront  plus 
rares  dans  la  théorie  des  nombres,  c'est  pourquoi  aussi  ceux  qui 
existent  seront  plus  cachés  et  échapperont  plus  longtemps  aux 
chercheurs. 

Si  l'Arithmétique  est  en  retard  sur  l'Algèbre  et  sur  l'Analyse,  ce 
qu'elle  a  de  mieux  à  faire  c'est  de  chercher  à  se  modeler  sur  ces 
sciences  afin  de  profiter  de  leur  avance.  L'arithméticien  doit  donc 
prendre  pour  guide  les  analogies  avec  l'Algèbre.  Ces  analogies  sont 
nombreuses,  et  si,  dans  bien  des  cas,  elles  n'ont  pas  encore  été 
étudiées  d'assez  près  pour  devenir  utilisables,  elles  sont  au  moins 
pressenties  depuis  longtemps  er  le  langage  même  des  deux  sciences 
montre  qu'on  les  a  aperçues.  C'est  ainsi  qu'on  parle  de  nombres 
transcendants  et  qu'on  se  rend  compte  ainsi  que  la  classification 
future  de  ces  nombres  a  déjà  pour  image  la  classification  des 
fonctions  transcendantes,  et  cependant  on  ne  voit  pas  encore  très 
bien  comment  on  pourra  passer  d'une  classification  à  l'autre; 
mais,  si  on  l'avait  vu,  cela  serait  déjà  fait,  et  ce  ne  serait  plus  l'œuvre 
de  l'avenir. 

Le  premier  exemple  qui  me  vient  à  l'esprit  est  la  théorie  des 
congruences,  où  l'on  trouve  un  parallélisme  parfait  avec  celle  des 
équations  algébriques.  Certainement  on  arrivera  à  compléter  ce 
parallélisme,  qui  doit  subsister  par  exemple  entre  la  théorie  des 
courbes  algébriques  et  celle  des  congruences  à  deux  variables.  Et 
quand  les  problèmes  relatifs  aux  congruences  à  plusieurs  variables 
seront  résolus,  ce  sera  un  premier  pas  vers  la  solution  de  beaucoup 
de  questions  d'analyse  indéterminée. 

Un  autre  exemple,  où  Tanalogle  toutefois  n'a  été  aperçue  qu'après 
coup,  nous  est  fourni  par  la  théorie  des  corps  et  des  idéaux.  Pour 
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en  avoir  la  con  ire -partie,  considérons  les  courbes  tracées  sur  une 
surface;  aux  nombres  existants  correspondront  les  inlersectious 
complètes,  aux  idéaux  les  intersections  incomplètes,  aux  idéaux 
premiers  les  courbes  indécomposables;  les  diverses  classes  d'idéaux 
ont  aussi  leurs  analogues. 

Nul  doute  que  cette  analogie  ne  puisse  éclairer  la  théorie  des 
idéaux,  ou  celle  des  surfaces,  ou  peut-être  toutes  deux  à  la  fois. 

La  théorie  des  formes,  et  en  particulier  celle  des  formes  quadra- 
tiques, est  intimement  liée  à  celle  des  idéaux.  Si  parmi  les  théories 
arithmétiques  elle  a  été  Tune  des  premières  à  prendre  figure,  c'est 
quand  on  est  parvenu  à  y  introduire  l'unité  par  la  considération  des 
groupes  de  transformations  linéaires. 

Ces  transformations  ont  permis  la  classification  et  par  conséquent 
l'introduction  de  l'ordre.  Peut-être  en  a-t-on  tiré  tout  le  fruit  qu'on 
en  pouvait  espérer;  mais,  si  ces  transformations  linéaires  sont  les 
parentes  des  perspectives  en  Géométrie,  la  Géométrie  analytique 
nous  fournit  bien  d'autres  transformations  (comme  par  exemple 
les  transformations  birationnelles  d'une  courbe  algébrique)  dont 
on  aura  avantage  à  chercher  les  analogues  arithmétiques.  Celles-ci 
formeront  sans  aucun  doute  des  groupes  discontinus  dont  on  devra 
d'abord  étudier  le  domaine  fondamental  qui  sera  la  clef  de  tout. 
Dans  celte  étude,  je  ne  doute  pas  qu'on  n'ait  à  se  servir  de  la  Géo- 
métrie der  Zahlen  de  Minkowski. 

Une  idée  dont  on  n'a  pas  encore  tiré  tout  ce  qu'elle  contient, 
c'est  l'introduction  des  variables  continues  dans  la  théorie  des 
nombres  par  Hermite.  On  sait  maintenant  ce  qu'elle  signifie. 
Prenons  pour  point  de  départ  deux  formes  F  et  F',  la  seconde 
quadratique  définie,  et  appliquons-leur  une  même  transformation; 
si  la  forme  F'  transformée  est  réduite,  on  dira  que  la  transformation 
est  réduite,  et  aussi  que  la  forme  F  transformée  est  réduite.  Il  en 
résulte  que,  si  la  forme  F  peut  se  transformer  en  elle-même,  elle 
pourra  avoir  plusieurs  réduites  ;  mais  cet  inconvénient  est  essentiel 
et  ne  peut  être  évité  par  aucun  détour;  il  n'empêche  pas  d'ailleurs 
que  ces  réduites  ne  permettent  la  classification  des  formes.  Il  est 
clair  que  cette  idée,  qui  n'a  été  jusqu'ici  appliquée  qu'à  des  formes 
et  à  des  transformations  très  particulières,  peut  être  étendue  à  des 
groupes  de  transformations  non  linéaires,  car  elle  a  une  portée 
beaucoup  plus  grande  et  n'a  pas  été  épuisée. 
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Un  domaine  arithmétique  où  Tunité  semble  (aire  absolument 
défaut,  c^esl  la  théorie  des  nombres  premiers;  on  n^a  trouvé  que 
(les  lois  asymptotiqnes  et  Ton  n'en  doit  pas  espérer  d'autres;  mais 
ces  lois  sont  isolées  et  l'on  n'y  peut  parvenir  que  par  des  chemins 
différents  qui  ne  semblent  pas  pouvoir  communiquer  entre  eux. 
Je  crois  entrevoir  d'où  sortira  l'unité  souhaitée,  mais  je  ne  Tentre- 
vois  que  bien  vaguement;  tout  se  ramènera  sans  doute  à  l'étude 
d'une  famille  de  fonctions  transcendantes  qui  permettront,  par 
Tétudede  leurs  points  singuliers  et  l'application  de  la  méthode  de 
M.  Durboux,  de  calculer  asymptotiqueroent  certaines  fonctions 
de  très  grands  nombres. 


U  Algèbre. 

La  théorie  des  équations  algébriques  retiendra  encore  longtemps 
l'attention  des  géomètres;  les  côtés  par  où  Ton  peut  l'aborder  sont 
nombreux  et  divers;  le  plus  important  est  certainement  la  théorie 
des  groupes,  sur  laquelle  nous  reviendrons.  Mais  il  y  a  aussi  la 
question  du  calcul  numérique  des  racines  et  celle  de  la  discussion 
du  nombre  des  racines  réelles.  Laguerre  a  montré  que  tout  n'était 
pas  dit  sur  ce  point  avec  Sturm.  Il  y  a  lieu  d'étudier  un  système 
d'invariants  ne  changeant  pas  de  signe  quand  le  nombre  des  racines 
réelles  reste  le  même.  On  peut  aussi  former  des  séries  de  puis- 
sances représentant  des  fonctions  qui  admettront  pour  points  sin- 
guliers les  diverses  racines  d'une  équation  algébrique  (  par  exemple 
des  Ibnctions  rationnelles  dont  le  dénominateur  est  le  premier 
membre  de  cette  équation  )  ;  les  coefficients  des  termes  d'ordre  élevé 
nous  fourniront  l'une  des  racines  avec  une  approximation  plus  ou 
moins  grande;  il  y  a  là  le  germe  d'un  procédé  de  calcul  numérique 
dont  on  pourra  faire  une  étude  systématique. 

Il  y  a  une  quarantaine  d'années,  c'était  Tétude  des  invariants 
des  formes  algébriques  qui  semblait  absorber  l'Algèbre  entière; 
elle  est  aujourd'hui  délaissée; la  matière  cependant n'estpasépuisée; 
seulement  il  faut  l'étendre,  en  ne  se  bornant  plus  par  exemple  aux 
invariants  relatifs  aux  transformations  linéaires,  mais  en  abordant 
ceux  qui  se  rapportent  à  un  groupe  quelconque.  Les  théorèmes  an- 
ciennement acquis  nous  en  suggéreront  ainsi  d^autres  plus  généraux 
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qui  viendront  se  grouper  autour  d'eux,  de  même  qu'un  cristal  se 
nourrit  dans  une  solution.  Et  quant  à  ce  théorème  de  Gordan  que 
le  nombre  des  invariants  distincts  est  limité,  et  dont  Hilbert  a  si 
heureusement  simplifié  la  démonstration,  il  me  semble  qu'il  nous 
conduit  à  nous  poser  une  question  beaucoup  plus  générale;  si  Ton 
a  une  infinité  de  polynômes  entiers,  dépendant  algébriquement 
d'un  nombre  fini  d'entre  eux,  peut-on  toujours  les  déduire  par 
addition  et  multiplication  d'un  nombre  fini  d'entre  eux? 

Il  ne  faut  pas  croire  que  l'Algèbre  soit  terminée  parce  qu'elle 
nous  fournit  des  règles  pour  former  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles; il  reste  à  chercher  les  combinaisons  intéressantes,  celleâ  qui 
satisfont  à  telle  ou  telle  condition.  Ainsi  se  constituera  une  sorte 
d'analyse  indéterminée  où  les  inconnues  ne  seront  plus  des  nombres 
entiers,  mais  des  polynômes.  C'est  alors  cette  fois  l'Algèbre  quj 
prendra  modèle  sur  l'Arithmétique,  en  se  guidant  sur  l'analogie  du 
nombre  entier,  soit  avec  le  polynôme  entier  à  coefficients  quel- 
conques, soit  avec  le  polynôme  entier  à  coefficients  entiers. 

Les  équations  différentielles. 

On  a  déjà  beaucoup  fait  pour  les  équations  différentielles  linéaires 
et  il  ne  reste  qu'à  parfaire  ce  qui  est  commencé.  Mais,  en  ce  qui 
concerne  les  équations  différentielles  non  linéaires,  on  est  beau- 
coup moins  avancé.  L'espoir  d'une  intégration  à  l'aide  des  fonctions 
connues  est  perdu  depuis  longtemps;  il  faut  donc  étudier  pour 
elles-mêmes  les  fonctions  définies  par  ces  équations  différentielles 
et  d'abord  tenter  une  classification  systématique  de  ces  fonctions; 
l'élude  du  mode  de  croissance  dans  le  voisinage  des  points  singuliers 
fournira  sans  doute  les  premiers  éléments  de  cette  classification, 
mais  nous  ne  serons  satisfaits  que  quand  on  aura  trouvé  un  certain 
groupe  de  transformations  (par  exemple  de  transformations  de 
Cremona)  qui  jouera  par  rapport  aux  équations  dffférenlielles  le 
même  rôle  que  le  groupe  des  transformations  birationnelles  pour 
les  courbes  algébriques.  Nous  pourrons  alors  ranger  dans  une 
même  classe  toutes  les  transformées  d'une  même  équation.  Nous 
aurons  encore  pour  guide  l'analogie  avec  une  théorie  déjà  faite, 
celle  des  transformations  biratÎQnnelles  et  du  genre  d'une  courbe 
algébrique. 
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On  peut  se  proposer  de  ramener  l^étude  de  ces  fonctions  à  celle 
des  fonctions  uniformes,  et  cela  de  deux  manières  :  on  sait  que 
y:=i/(x)]  on  peut,  quelle  que  soit  la  fonction  /(^),  exprimer  y 
elx  par  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  auxiliaire  /;  mais, 
s\/{x)  ifst  la  solution  d'une  équation  différentielle,  dans  quel  cas 
les  fonctians  uniformes  auxiliaires  satisferont-elles  elles-mêmes  à 
des  équations  diflérenti elles?  Nous  ne  savons  pas  non  plus  dans 
quels  cas  Tintégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(ar,  jr)  =  constante  arbitraire, 

F{Xyy)  étant  uniforme. 

J'insisterai  sur  la  discussion  qualitative  des  courbes  définies  par 
une  équation  difllerentielle.  Dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où 
Téquation  est  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  cette  discus- 
sion se  ramène  à  la  détermination  du  nombre  des  cycles  limites. 
Elle  est  très  délicate  et  ce  qui  peut  nous  la  faciliter,  c'est  l'analogie 
avec  la  recherche  du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation 
algébrique;  quand  un  fait  quelconque  pourra  mettre  en  évidence 
la  nature  de  cette  analogie,  nous  serons  certains  d'avance  qu'il 
sera  fécond. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles. 

Notre  connaissance  des  équations  aux  dérivées  partielles  a  fait 
récemment  un  progrès  considérable  par  suite  des  découvertes  de 
M.  Fredholm.  Or,  si  l'on  examine  de  près  Tessence  de  ces  décou- 
vertes, on  voit  qu'elles  ont  consisté  à  modeler  cette  théorie  difficile 
sur  une  autre  beaucoup  plus  simple,  celle  des  déterminants  et  des 
systèmes  d'é(|uations  du  premier  degré.  Dans  la  plupart  des  pro- 
blèmes de  Physique  mathématique,  les  équations  à  intégrer  sont 
linéaires;  elles  servent  à  déterminer  des  fonctions  inconnues  de 
plusieurs  variables  et  ces  fonctions  sont  continues.  Pourquoi? 
parce  que  nous  avons  écrit  les  équations  en  regardant  la  matière 
comme  continue.  Mais  la  matière  n'est  pas  continue,  elle  est  for- 
mée d'atomes,  e!,  si  nous  avions  voulu  écrire  les  équations  comme 
l'aurait  fait  un  observateur  de  vue  assez  perçante  pour  voir  les 
atomes,  nous  n'aurions  pas  eu  un  petit  nombre  d'équations  dif- 
férentielles servant  à  déterminer  certaines  fonctions  inconnues, 
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nous  aurions  eu  un  grand  nombre  d'équations  algébriques  servant 
à  déterminer  un  grand  nombre  de  constantes  inconnues.  Et  ces 
équations  algébriques  auraient  été  linéaires,  de  sorte  qu'on  aurait 
pu,  avec  une  patience  infinie,  leur  appliquer  directement  la  mé- 
thode des  déterminants. 

Mais  comme  la  brièveté  de  notre  vie  ne  nous  permet  pas  le  luxe 
d'une  patience  infinie,  il  faut  procéder  autrement,  il  faut  passer  à 
la  limite  en  supposant  la  matière  continue.  Il  y  a  deux  manières  de 
généraliser  la  théorie  des  équations  du  premier  degré,  en  passant 
à  la  limite.  On  peut  considérer  une  infinité  d'équations  discrètes, 
avec  une  infinité,  également*  discrète,  d'inconnues.  C'est  par 
exemple  ce  qu'a  fait  Hill  dans  sa  théorie  de  la  Lune.  On  a  alors 
des  déterminants  infinis  qui  sont  aux  déterminants  ordinaires  ce 
que  les  séries  sont  aux. sommes  finies. 

On  peut  prendre  une  équation  aux  dérivées  partielles,  repré- 
sentant pour  ainsi  dire  une  infinité  continue  d'équations,  et  s'en 
servir  pour  déterminer  une  fonction  inconnue,  représentant  une 
infinité  continue  d'inconnues.  On  a  alors  d'autres  déterminants 
infinis,  qui  sont  aux  déterminants  ordinaires  ce  que  les  intégrales 
sont  aux  sommes  finies.  C'est  là  ce  qu'a  fait  Fredholm  ;  son  succès 
provient  d'ailleurs  du  fait  suivant  :  si  dans  un  déterminant  les  élé- 
ments de  la  diagonale  principale  sont  égaux  à  i,  et  que  les  autres 
éléments  soient  considérés  comme  homogènes  de  premier  ordre, 
on  peut  ordonner  le  développement  du  déterminant  en  réunissant 
en  un  seul  groupe  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  même 
degré.  Le  déterminant  infini  de  Fredhlom  se  prétait  à  cette  façon 
d'ordonner  et  il  est  arrivé  qu'on  obtenait  ainsi  une  série  conver- 
gente 

Cette  analogie,  qui  a  certainement  guidé  Fredholm,  a-t-elle  ainsi 
donné  tout  ce  qu'elle  doit  donner?  Certainement  non;  si  le  succès 
vient  de  la  forme  linéaire  des  équations,  on  doit  pouvoir  appliquer 
des  idées  du  même  genre  à  tous  les  problèmes  relatifs  à  des  équa- 
tions de  forme  linéaire,  et  même  aux  équations  différentielles 
ordinaires,  puisque  leur  intégration  peut  toujours  se  ramener  à 
celle  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

On  a  abordé  il  j  a  quelque  temps  le  problème  de  Dirichlet  et 
les  autres  problèmes  connexes  par  un  autre  moven,  en  revenant  à 
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ridée  primitive  de  Diricblet  et  en  cherchant  le  minimum  d'une 
intégrale  définie,  mais  cette  fois  par  des  procédés  rigoureux.  Je  ne 
doute  pas  qu'on  arrive  sans  grande  difficullé  à  rapprocher  les  deux 
méthodes  l'une  de  l'autre,  à  se  rendre  coniple  de  leurs  rapports 
mutuels,  et  je  ne  doute  pas  non  plus  que  l'une  et  l'autre  n'ait 
beaucoup  à  y  gagner.  Grâce  à'M.  Hilbert  qui  a  été  doublement  ini- 
tiateur, on  marche  dans  cette  voie. 

Les  fonctions  abéliennes. 

On  sait  quelle  est  la  principale  question  qu'il  nous  reste  à  ré- 
soudre en  ce  qui  concerne  les  fonctions  abéliennes.  Les  fonctions 
abéliennes  engendrées  par  les  intégrales  relatives  à  une  courbe  algé- 
brique ne  sont  pas  les  plus  générales  ;  elles  ne  sont  qu'un  cas  par- 
ticulier, et  c'est  ce  qu'on  peut  appeler  les  fonctions  abéliennes 
spéciales.  Quels  sont  leurs  rapports  avec  les  fonctions  générales  et 
comment  peut-on  classer  ces  dernières?  Il  y  a  peu  de  temps  encore 
la  solution  semblait  bien  lointaine.  Je  considère  aujourd'hui  le 
problème  comme  virtuellement  résolu,  depuis  que  MM.  Castel- 
nuovo  et  Enriques  ont  publié  leur  récent  Mémoire  sur  les  Intégrales 
de  différentielles  totales  des  variétés  à  plus  de  deux  dimensions. 
Nous  savons  maintenant  qu'il  ja  des  fonctions  abéliennes  attachées 
à  une  courbe  et  d'autres  à  une  surface,  et  qu'il  ne  sera  jamais  né- 
cessaire de  s'élever  jusqu'aux  variétés  de  plus  de  deux  dimensions. 
En  combinant  cette  donnée  avec  celles  qui  résultent  des  travaux  de 
M.Wirtinger,  on  viendra  sans  doute  à  bout  de  toutes  les  difficultés. 

Théorie  des  fonctions. 

C'est  surtout  des  fonctions  de  deux  et  de  plusieurs  variables 
que  je  voudrais  parler.  L'analogie  avec  les  fonctions  d'une  seule 
variable  est  un  guide  précieux,  mais  insulfisant;  il  y  a  entre  les 
deux  sortes  de  fonctions  une  différence  essentielle,  et  toutes  les 
fois  qu'on  tente  une  généralisation  en  passant  des  unes  au&  autres, 
on  rencontre  un  obstacle  inattendu  dont  on  a  parfois  triomphé  par 
des  artifices  spéciaux,  mais  qui  souvent  aussi  est  demeuré  jusqu'ici 
infranchissable.  Nous  devons  donc  rechercher  les  faits  qui  sont  de 
nature  à  nous  éclairer  sur  l'essence  de  cette  différence  entre  les 
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fonctions  d'une  variable  et  celles  qui  en  contiennent  plusieurs.  Il 
faudra  d'abord  regarder  de  près  les  artifices  qui  ont  réussi  dans 
certains  cas  particuliers,  afin  de  voir  ce  qu'ils  peuvent  avoir  de 
commun.  Pourquoi  la  représentation  conforme  est-elle  le  plus  sou- 
vent impossible  dans  un  domaine  à  quatre  dimensions  et  que  faut-il 
mettre  à  la  place?  La  véritable  généralisation  des  fonctions  à  une 
variable  n'est-elle  pas  dans  les  fonctions  harmoniques  à  quatre  va- 
riables, dont  les  parties  réelles  des  fonctions  de  deux  variables  ne 
sont  que  des  cas  particuliers?  Pourra-t-on  tirer  parti  pour  l'étude 
des  fonctions  transcendantes  à  plusieurs  variables  de  ce  qu'on  sait 
des  fonctions  algébriques  ou  rationnelles,  ou,  en  d'autres  termes, 
dans  quel  sens  peut-on  dire  que  les  fonctions  transcendantes  à  deux 
variables  sont  aux  fonctions  transcendantes  aune  variable  ce  que 
les  fonctions  rationnelles  à  deux  variables  sont  aux  fonctions  ration- 
nelles à  une  variable? 

Ëst-il  vrai  que,  si  3=:/(a?,y),  on  peut,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion/, exprimer  à  la  fois  :r,y,  z  en  fonctions  uniformes  de  deux 
variables  auxiliaires,  ou,  pour  emplojrer  une  expression  qui  com- 
mence à  être  consacrée  par  l'usage,  peut-on  uniformiser  les  fonc- 
tions de  deux  variables,  comme  on  uniformise  les  fonctions  d'une 
variable?  Je  me  borne  à  poser  la  question,  dont  un  avenir  prochain 
nous  donnera  peut-être  la  solution. 

Théorie  des  groupes. 

La  théorie  des  groupes  est  un  sujet  étendu  sur  lequel  il  y  aurait 
beaucoup  à  dire. 

Il  y  a  bien  des  sortes  de  groupes,  et,  quelle  que  soit  la  classifi- 
cation adoptée,  on  en  trouve  toujours  de  nouveaux  qui  n'y  rentrent 
pas.  Je  veux  me  borner  et  je  ne  parlerai  ici  que  des  groupes  con- 
tinus de  Lie  et  des  groupes  discontinus  de  Galois,  qu*on  a  cou- 
tume de  qualifier,  les  uns  et  les  autres,  de  groupes  d'ordre  fini, 
quoique  le  mot  n'ait  pas  tout  à  fait  le  même  sens  pour  les  uns  et 
pour  les  autres. 

Dans  la  théorie  des  groupes  de  Lie,  on  est  guidé  par  une  ana- 
logie spéciale;  une  transformation  finie  est  le  résultat  de  la  com- 
binaison d'une  infinité  de  transformations  infinitésimales.  Le  cas 
le  plus  simple  est  celui  où  ces  transformations  infinitésimales  se 
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réduisent  à  une  multiplîcalion  par  i+e,  e  étant  très  petit.  La 
répétition  de  ces  transformations  engendre  alors  la  fonction  expo- 
nentielle; c'est  comme  cela  que  Neper  y  est  arrivé  Nous  savons 
que  la  fonction  exponentielle  peut-être  représentée  par  une  série 
très  simple  et  très  convergente,  et  Tanalogie  peut  alors  nous  mon- 
trer la  voie  à  suivre.  Cette  analogie  peut  d'ailleurs  être  exprimée 
par  un  symbolisme  spécial,  sur  lequel  vous  m'excuserez  de  ne  pas 
insister  ici.  On  est  déjà  très  avancé  grâce  à  Lie,  Killing  et  Cartan; 
il  ne  reste  plus  qu'à  simplifier  les  démonstrations,  coordonner 
et  classifier  les  résultats. 

L'éUide  des  groupes  de  Galois  est  beaucoup  moins  avancée;  et 
cela  s'explique;  c'est  pour  la  même  mison  que  l'Arithmétique  est 
moins  avancée  que  l'Analyse,  car  la  continuité  a  donné  de  grandes 
facilités  dont  on  a  su  profiter.  Mais  heureusement  il  y  a  entre  les 
deux  théories  un  parallélisme  manifeste  et  l'on  devra  s'efforcer  de 
le  mettre  de  mieux  en  mieux  en  évidence.  L'analogie  est  tout  à  fait 
pareille  à  celle  que  nous  avons  signalée  entre  l'Arithmétique  et 
l'Algèbre,  et  l'on  en  pourra  tirer  le  même  parti. 


La  Géométrie. 

Il  semble  que  la  Géométrie  ne  puisse  rien  contenir  qui  ne  soit 
déjà  dans  l'Algèbre  ou  dans  l'Analyse,  que  les  faits  géométriques 
ne  soient  autre  chose  que  les  faits  algébriques  ou  analytiques  ex- 
primés dans  un  autre  langage.  On  pourrait  donc  croire  qu'après  la 
revue  que  nous  venons  de  passer,  il  ne  nous  restera  plus  rien  à  dire 
qui  se  rapporte  spécialement  à  la  Géométrie.  Ce  serait  méconnaître 
l'importance  même  d'un  langage  bien  fait,  ne  pas  comprendre  ce 
qu'ajoute  aux  choses  elles-mêmes  la  façon  d'euprimer  ces  choses  et 
par  conséquent  de  les  grouper. 

D'abord  les  considérations  géométriques  nous  amènent  à  nous 
poser  de  nouveaux  problèmes  ;.ce  sont  bien,  si  l'on  veut,  des  pro- 
blèmes analytiques,  mais  que  nous  ne  nous  serions  jamais  posés  à 
propos  d'Analyse.  L'Analyse  en  profite  cependant  comme  elle 
profile  de  ceux  qu'elle  est  obligée  de  résoudre  pour  satisfaire  aux 
besoins  de  la  Physique. 

Un  grand  avantage  de  la  Géométrie,  c'est  précisément  que  les 
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sens  y  peuvent  venir  au  secours  de  l'intelligence  et  aident  à  de- 
viner la  route  à  suivre,  et  bien  des  es|)rils  pn'^fèrenl  ramener  les 
problèmes  d*Analjse  à  la  forme  géomélrique.  Malheureusement 
nos  sens  ne  peuvent  nous  mener  bien  loin,  et  ils  nous  faussent 
compagnie  dès  que  nous  voulons  nous  envoler  en  dehors  des  trois 
dimensions  classiques.  Esl-ce  à  dire  que,  sortis  de  ce  domaine  res- 
treint où  ils  semblent  vouloir  nous  enfermer,  nous  ne  devons  plus 
compter  que  sur  l'Analyse  pure  et  que  toute  Géométrie  à  pins  de 
trois  dimensions  est  vaine  et  sans  objet?  Dans  la  génération  qui 
nous  a  précédés,  les  plus  grands  maîtres  auraient  répondu  «  oui  »  ; 
nous  sommes  aujourd'hui  tellement  familiarisés  avec  cetle  notion, 
que  nous  pouvons  en  parler,  même  dans  un  cours  d'université,  sans 
provoquer  trop  d'étonnement. 

Mais  à  quoi  peut-elle  servir?  Il  est  aisé  de  le  voir  :  elle  nous  donne 
d'abord  un  langage  très  commode,  qui  exprime  en  termes  très 
concis  ce  que  le  langage  analytique  ordinaire  dirait  en  phrases 
prolixes.  De  plus,  ce  langage  nous  fait  nommer  du  même  nom  ce 
qui  se  ressemble  et  affirme  des  analogies  qu'il  ne  nous  permet  plus 
d'oublier.  Il  nous  permet  donc"  encore  de  nous  diriger  dans  cet  es- 
pace qui  est  trop  grand  pour  nous  et  que  nous  ne  pouvons  voir,  en 
nous  rappelant  sans  cesse  l'espace  visible  qui  n'en  est  qu'une  image 
imparfaite  sans  doute,  mais  qui  en  est  encore  une  image.  Ici  encore, 
comme  dans  tous  les  exemples  précédents,  c'est  l'analogie  avec  ce 
qui  est  simple  qui  nous  permet  de  comprendre  ce  qui  est  com- 
plexe. 

Cette  Géoméirie  à  plus  de  trois  dimensions  n'est  pas  une  simple 
Géométrie  analytique,  elle  n'est  pas  purement  quantitative,  elle  est 
aussi  qualitative  et  c'est  par  là  surtout  qu'elledevient  intéressante. 
L'importance  de  VÀnalysis  Situs  est  énorme  et  je  ne  saurais  trop 
y  insister;  le  parti  qu'en  a  tiré  Riemann,  Tun  de  ses  principaux 
créateurs,  suffirait  à  le  démontrer.  Il  faut  qu'on  arrive  à  la  con- 
struire complètement  dans  les  espaces  supérieurs;  on  aura  alors  un 
instrument  qui  permettra  réellement  de  voir  dans  l'hyperespace  et 
de  suppléer  à  nos  sens. 

Les  problèmes  de  V A nalysis  Situs  ne  se  sevdieut  peut-être  pas 
posés  si  l'on  n'avait  parlé  que  le  langage  analytique;  ou  plutôt,  je 
me  trompe,  ils  se  seraient  posés  certainement,  puisque  leur  solu- 
tion est  nécessaire  à  une  foule  de  questions  d'Analj'se;  mais  ils  se 
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seraient  posés  isolément,  les  uns  après  les  autres,  et  sans  qu'on 
puisse  apercevoir  leur  lien  commun. 

Ce  qui  a  surtout  contribué  aux  récents  progrés  de  la  Géométrie, 
c'est  l'introduction  de  la  notion  de  transformations  et  de  groupes. 
(Vesl  grâce  à  elle  que  la  Géométrie  n'est  plus  un  assemblage  de 
théorèmes  plus  ou  moins  curieux  qui  se  succèdent  et  ne  se  res- 
semblent pas,  mais  qu'elle  a  conquis  une  unité.  El  d'un  autre  côlé, 
riiistoire  des  Sciences  ne  doit  pas  oublier  que  c'est  à  propos  de 
Géométrie  qu'on  a  commencé  a  étudier  s^'stématiquemcnt  les 
transformations  continues,  de  sorte  que  les  géomètres  purs  ont 
contribué  pour  leur  part  au  développement  de  l'idée  de  groupe, 
si  utile  aux  branches  des  Mathématiques. 

L'élude  (les  groupes  de  points  sur  une  courbe  algébrique,  à  la 
façon  deBrill  etNoelher,  nous  donnera  encore  des  résultats  utiles, 
soit  directement,  5oit  en  servant  de  modèle  à  d'autres  théories 
analogues.  C'est  ainsi  que  nous  vojons  se  développer  tout  un 
Chapitre  de  la  Géométrie,  où  les  courbes  tracées  sur  une  surface 
jouent  un  rôle  semblable  à  celui  des  groupes  de  points  sur  une 
courbe.  Par  là,  on  peut  dès  aujourd'hui  espérer  que  vont  s'éclaircir 
les  derniers  mystères  qui  se  rapportent  à  l'étude  des  surfaces  et  qui 
paraissaient  si  tenaces. 

Les  géomètres  ont  donc  un  vaste  champ  à  moissonner,  et  je  n*ai 
garde  d'oublier  la  Géométrie  énumérative  et  surtout  la  Géométrie 
infinitésimale,  cultivée  avec  tant  d'éclat  par  M.  Darboux,  et  à  la- 
quelle M.  Biauchi  a  apporté  tant  de  contribulions  utiles.  Si  je  ne 
m'étends  pas  davantage  sur  ce  sujet,  c'est  que  je  n'aurais  plus  rien 
à  vous  apprendre  après  la  brillante  Conférence  de  M.  Darboux. 

Le  cantorisme. 

J'ai  parlé  plus  haut  du  besoin  que  nous  avons  de  remonter  sans 
cesse  aux  premiers  principes  de  notre  Science  et  du  profit  qu'en 
peut  tirer  l'étude  de  l'esprit  humain.  C'est  ce  besoin  qui  a  inspiré 
deux  tentatives  qui  ont  tenu  une  très  grande  place  dans  l'histoire  la 
plus  récente  des  Mathématiques.  La  première  est  le  Canlorisme, 
qui  a  rendu  à  la  Science  les  services  que  l'on  sait.  Un  des  traits 
caractéristiques  du  cantorisme,  c'est  qu'au  lieu  de  s'élever  au  gé- 
néral en  bâtissant  des  constructions  de  plus  en  plus  compliquées. 
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et  de  finir  par  construction,  il  part  du  genus  supremum  et  ne  défi- 
nit, commeauraient  dit  le9scholastiques,que/7er  genusproximum 
et  differentiam  specificam.  De  là  l'horreur  qu'il  a  quelque  temps 
inspirée  à  certains  esprits,  à  Hermite  par  exemple,  dont  l'idée  fa- 
vorite était  de  comparer  les  Sciences  mathématiques  aux  Sciences 
naturelles.  Chez  la  plupart  d'entre  nous  ces  préventions  s'étaient  dis- 
sipées, mais  il  est  arrivé  qu'on  s^est  heurté  à  certains  paradoxes,  à 
certaines  contradictions  apparentes,  qui  auraient  comblé  de  joie 
Zenon  d'Élée  et  l'école  de  Mégare.  Et  alors  chacun  de  chercher  le 
remède.  Je  pense  pour  mon  compte,  et  je  ne  suis  pas  le  seul,  que 
rimportant  c'est  de  ne  jamais  introduire  que  des  êtres  qu'on  puisse 
définir  complètement  en  un  nombre  fini  de  mots.  Quel  que  soit  le 
remède  adopté,  nous  pouvons  nous  promettre  la  joie  du  médecin 
appelé  à  suivre  un  beau  cas  pathologique. 

La  recherche  des  postulats. 

On  s'est  efforcé,  d'autre  part,  d*éniimérer  les  axiomes  et  les  pos- 
tulats plus  ou  moins  dissimulés  qui  servent  de  fondement  aux 
diverses  théories  mathématiques.  M.  Hilberta  obtenu  les  résultats 
lei^  plus  brillants.  Il  semble  d*abord  que  ce  domaine  soit  bien 
limité  et  qu'il  n'y  ait  plus  rien  à  y  faire  quand  l'inventaire  sera 
terminé,  ce  qui  ne  saurait  tarder.  Mais,  quand  on  aura  tout  énu- 
méré,  il  y  aura  bien  des  manières  de  tout  classer;  un  bon  bibliothé- 
caire trouve  toujours  à  s'occuper,  et  chaque  classification  nouvelle 
sera  instructive  pour  le  philosophe. 

J'arrête  cette  revue,  que  je  ne  saurais  songer  à  rendre  complète 
pour  une  foule  de  raisons,  et  d'abord  parce  que  j'ai  déjà  trop  abusé 
de  votre  attention.  Je  pense  que  ces  exemples  auront  suffi  pour 
vous  montrer  par  quel  mécanisme  les  Sciences  mathématiques  ont 
progressé  dans  le  passé,  et  dans  quel  sens  elles  doivent  marcher 
dans  l'avenir. 
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CORRESPONDANCE. 


EXTRAIT  D  UNE  LETTRE  DE  M.  RAFFT. 

M.  Bounitzky  a  publié  récemment  dans  le  Bulletin  (l.  XXXI, 
1907,  p.  25o)  un  intéressant  article  qu'il  intitule:  Sur  les  solu- 
lions  singulières  des  équations  de  Raffy,  Quand  ce  travail  a 
paru,  j'ignorais  que  les  équations  auxquelles  il  se  rapporte  et  que 
j'avais  considérées  en  1897  {Bull.  Soc.  math,  de  France^  t.  XXV) 
eussent  été  signalées  avant  cette  époque. 

Je  vois  dans  le  Bulletin  de  1908  (II*  Partie,  p.  7)  qu'elles  ont 
été  étudiées  par  M.  Dixon  dans  les  Philosophical  Transactions 
oftheR.  Society  ofLondon^owx  l'année  1895  (t.  (XXXXVl,  A, 
Parti,  publié  en  1896).  La  priorité  de  M.  Dixon  n'est  donc  pas 
douteuse.  L.  R. 
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SGHLESINGER    (L.  ).  —    Vorlkslngen     uebkr    linkare    Difpkrential- 
GLEiCHUNGEN.  I  volume  in-8'\  333  pages.  Leipzig,  Teubner,  1908. 

Les  conséquences  de  la  belle  théorie  qu'a  fondée  L.  Fuchs  con- 
tinuent de  se  développer;  après  \e  Handbuch  der  Théorie  der 
linearen  Differentialgleichungen^  que  M.  Schlesinger  a  achevé 
de  publier  il  y  a  environ  10  ans,  et  qui  conserve  toute  sa  valeur, 
voici  qu'il  nous  donne  un  nouveau  Livre,  très  différent  du  premier 
par  la  façon  dont  le  sujet  est  abordé  et  développé.  Naturellement 
les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  ne  peuvent  manquer 
de  se  trouver  dans  le  nouveau  Livre;  mais  elles  sont  présentées,  le 
plus  souvent,  d'une  façon  très  différente,  et, d'un  autre  côté,  certains 
sujets  qui  sont  développés  dans  le  Manuel,  ne  sont  pas  traités  dans 
ces  leçons. 

Au  lieu  de  partir  d*une  équation  différentielle  linéaire  du 
^**"*  ordre,  l'au leur  part  d'un  système  d'équations  du  premier  ordre, 

(i)  -^  =«i.aJ^i-l-aî.arj-»-...-»-«/i.ot7/i         (a  =  1,2,...,  n)\ 

l'exposition  de  la  théorie  générale  y  gagne  en  simplicité  et  en 
symétrie. 

£n  supposant  réelles  la  variable  indépendante  x  et  les  fonc- 
tions ap^a  de  cette  variable  indépendante,  la  méthode  d'inter-' 
polation  s'applique  d'une  façon  remarquablement  simple  à  la  dé- 
monstration du  théorème  d'existence  :  les  étapes  de  cette  démons- 
tration reproduisent  les  étapes  de  la  démonstration  classique  pour 
l'existence  de  l'intégrale  définie.  Mais  l'intérêt  principal  de  cette 
méthode  consiste  peut-être  en  ce  qu'elle  conduit  d'une  façon  natu- 
relle à  la  conception  de  ces  matrices  intégrales  que  [M.  Volterra  a 
considérées  en  elles-mêmes  dans  les  Memorie  délia  Società 
italiana  délie  Scienze  (')  et   dans  les  Rendiconti  del  Circolo 


(M  T.  VI,  1887;  l.  XII,  1899. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXXII.  (Juillet  1908.) 
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matematico  di  Palermo  (*),  et  à  une  notation  qui  rappelle 
heureusement  celle  des  intégrales  définies  ou  indéfinies.  En 
posant  rfp^ci  =  o  ou  i  suivant  que  p  et  a  sont  différents  ou  égaux, 
M.  Schlesinger  est  amené  à  représenter  par  le  symbole 

une  matrice  de  n^  fonctions  T,p,oi  de  x^  telle  que  les  éléments  d'une 
ligne  constituent  une  solution  du  système  différentiel  proposé  et 
telles  qu^on  ait 

La  solution  générale  du  système  différenliel  sera  la  matrice 

en  supposant  que  les  éléments  d'une  ligne  soient  une  solution  du 
système  différentiel  et  que  le  déterminant  de  la  matrice  ne  soit  pas 
nul.  Ce  sera  encore  une  matrice  intégrale,  analogue  à  uneintégrale 
indéfinie;  elle  se  déduira  de  la  première  matrice  par  composition 
avec  une  matrice  formée  d'éléments  constants  à  déterminants  non 
nuls.  Cette  dernière  jouera  ainsi  le  rôle  de  la  constante  d'inté- 
gration, avec  cette  différence  qu'elle  est  multiplicative  au  lieu  d'être 
additive. 

En  conservant  la  signification  précédente  à  la  matrice  [^p^g^Jeten 
désignant  par  [^p,o]~*  'a  matrice  qui,  composée  avec  [j^p,a]»  donne 
la  matrice  unité  [8p,o]î  on  peut  évidemment  écrire  la  matrice  [ap, a] 
des  coefficients  sous  la  forme 


(ap.a)  =  (rp.a)-'(^"); 


l'analogie  avec  les  dérivées  logarithmiques  apparaît.  Les  fonc- 
tions j^p^a  étant  quelconques,  le  second  membre  de  l'égalité  précé- 
dente sera  dit  /a  matrice  dérivée  par  rapport  à  x  de  [yp,a]-  Oï^ 
prévoit  ainsi,  sans  que  j'insiste  davantage,  une  sorte  de  calcul  dif- 
férentiel et  intégral  des  matières  dont  les  éléments  sont  des  fonc- 
tions de  X,  C'est  cette  théorie  que  M.  Volterra  avait  fondée  de  son 

(')  T.  II,  iN«S. 
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€Ôlé,  et  que  M.  Sclilesinger  développe  dans  la  mesure  où  il  en  a 
besoin;  elle  se  |>résente  pour  lui  comme  l'expression  de  la  nature 
des  solutions  du  système  diflerentiel  considéré,  de  même  que  la 
théorie  des  déterminants  peut  être  regardée  comme  ayant  son 
origine  dans  la  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires.  La 
notation  des  matrices,  leur  composition,  les  règles  auxquelles  je 
viens  de  faire  allusion  domineront  toutes  les  parties  de  son  Livre 
où  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'attacher  spécialement  à  l'étude  d'une  équa- 
tion diflerentielle  linéaire  du  /i*^™*»  ordre. 

L'auteur  a  d'abord  considéré  le  cas  d'une  variable  réelle;  l'ex- 
tension à  la  variable  complexe,  où  l'on  a  à  considérer  les  solutions 
d'un  système  intégrable  à  deux  variables  indépendantes,  est  fort 
intéressante;  l'analogie  se  poursuit;  on  a  alors,  au  lieu  d'intégrales 
^curvilignes,  affaire  à  des  matrices  intégrales,  prises  le  long  d'un 
chemin  et,  indépendantes  de  ce  chemin,  sous  certaines  conditions, 
à  des  matrices  monogènes,  etc.  Le  caractère  des  points  singuliers, 
l'équation  caractéristique  relative  à  chacun  de  ces  points,  les  sub- 
stitutions fondamentales  relatives  aux  coupures,  l'étude  des  cas  où 

Aft  a 

les  coefficients  sont  constants  ou  de  la  forme  — ^^— >  a  et  A»  «  étant 

X  —  a  ^'' 

■des  constantes,  l'équation  déterminante,  les  formes  normales  des 
solutions  autour  d'un  point  singulier  qui  n'est  pas  un  point  d'indé- 
termination, se  présentent  d'une  façon  simple  et  symétrique. 

L'auteur  s'arrête,  comme  il  convient,  sur  ce  théorème  de  Fuchs 
<|ui  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  solu- 
tions d'une  équation  différentielle  linéaire,  dont  les  coefficients  sont 
•desfonctions  uniformes  dans  levoisinaged'unpointsingulier:r  =  a, 
ne  soient  pas  indéterminées  en  ce  point.  A  ce  théorème  capital  est 
rattachée  l'intéressante  remarque  de  M.  Sauvage  relative  à  un 
système  différentiel  de  premier  ordre,  tel  que  celui  qui  a  été  con- 
sidéré au  début  :  lorsque  le  points  :=aesl,  pour  les  fonctions  a^^a» 
un  pôle  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  quand  les  fonctions  ap^a 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

^         X  —  a  ^ 

<;n  désignant  par  Ap,a  ""^  constante  (qui  peut  être  nulle)  et 
par  ^p,a  une  fonction   holomorphe  pour  x  =  a,  le  point  a?  =  a 
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n^est  pas  un  point  d'indétermination  pour  la  solution.  Dans  le  cas 
où  les  ap,a  onl  la  forme  qu*on  vient  de  dire,  le  système  différentiel 
est  dit  canonique  pour  ar=a.  Il  n'est  pas  d'ailleurs  nécessaire 
qu'un  système  soit  canonique  pourque  le  point  ar  =  a  ne  soit  pas  un 
point  d'indétermination. 

M.  Schlesinger  désigne  sous  le  nom  de  complètement  (schlecht- 
hin)  canoniques  les  systèmes  qui  sont  canoniques  pour  tous 
les  points  singuliers  y  compris  le  point  oo.  Il  donne  le  nom  de  pro- 
blème de  Riemann  à  la  question  suivante  : 

On  donne  arbitrairement  r  points  a<,  ^2,  .  . .,  ar\  on  trace  les 

coupures  («i,  x),  (a2,  oo), ,  (a^,  oo);  le  système  différentiel  (  i)^ 

si  l'on  y  suppose 

«B,a=   — ^-^^—  H-  — ^^^=—  -»-. .  .-H  — ci:i=— > 
X  —  «1        X  —  a%  X  —  «/. 

en  désignant  par  A^*g,  A^'ij-'-?  ^^,1  des  constantes,  sera  un  sys- 
tème complètement  canonique;  la  matrice  intégrale  sera  uniforme 
dans  le  plan  coupé  :  si  la  variable  traverse  une  coupure,  il  en  résul- 
tera une  substitution  fondamentale;  peut-on  choisir  les  cons- 
tantes Âcj'ji  de  façon  que  les  diverses  substitutions  fondamentales 
soient  données? 

La  solution  de  ce  problème  exige  d'abord  une  étude  approfondie 
des  systèmes  différentiels,  en  particulier  des  systèmes  complè- 
tement canoniques,  dont  les  coefficients  dépendent  d'un  para- 
mètre, étude  où  Ton  remarquera  en  particulier  l'introduction 
des  servies  paramétriques  normales  et  les  représentations  asymp- 
totiques  des  solutions.  Quant  au  problème  de  Riemann,  M.  Schle- 
singer montre,  d'une  façon  générale,  que  la  réponse  à  la  question 
posée  est  affirmative  et  que  la  solution,  sous  certaines  condition» 
de  convergence,  est  fournie  par  les  fonctions  zétafuchsiennes. 
Enfin,  un  dernier  et  important  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des 
solutions  d'un  système  complètement  canonique  considérées  comme 
fonctions  des  points  d'embranchement  ai,  a2,...,  a,-. 

Je  n'ai  pu,  dans  cette  rapide  analyse,  qu'indiquer  sommairement 
quelques-uns  des  sujets  traités  par  M.  Schlesinger;  je  souhaite 
qu'elle  suffise  pour  faire  pressentir  au  lecteur  l'importance  de  ces 
leçons,  justement  dédiées  à  la  mémoire  de  L.  Fuchs. 

J.T. 
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MONTESSUS  (R.  de).  —  Leçons  élémentaires  sur  le  Calcul  des 
PROBABILITÉS.  I  voIumc  10-8**,  V1-191  pages.  Paris,  Gauthier- Villars, 
1908. 

L'Ouvrage  de  M.  de  Montessus  conlient  à  la  fois  un  exposé 
théorique  des  principes  du  Calcul  des  probabilités  et  un  résumé 
de  ses  principales  applications;  Tauleur,  s'adressant  comme  il  le 
déclare  dans  son  Avant-Propos  aux  curieux  des  choses  savantes,  a 
voulu  non  seulement  leur  permettre  d^approfondir  la  notion  sou- 
vent confuse  du  hasard,  mais  aussi  les  initier  aux  nombreux  pro- 
blèmes pratiques  où  elle  intervient  et  que  les  recherches  des 
mathématiciens  ont  permis  de  résoudre. 

Après  une  Introduction  dans  laquelle  se  trouvent  précisés  de 
façon  souvent  originale  les  caractères  des  événements  dus  au 
hasard,  ainsi  que  la  définition  de  la  probabilité,  M.  de  Montessus 
aborde  Tétude  des  notions  fondamentales;  il  donne  la  définition  de 
la  probabilité  totale,  de  la  probabilité  composée,  les  applique  à 
quelques  problèmes  simples  afin  de  les  faire  mieux  comprendre, 
et  expose  enfin  la  théorie  des  épreuves  répétées  ;  les  démonstrations 
de  ces  deux  Chapitres  ont  l'avantage  de  n'emprunter  leurs  éléments 
qu'aux  théories  généralement  enseignées  en  mathématiques  spé- 
ciales et  en  mathématiques  élémentaires  ;  pour  être  comprises,  elles 
n'exigent  aucune  érudition  spéciale,  et  pourtant  aucune  préci- 
sion nécessaire  n'est  omise.  Le  lecteur  se  trouve  ainsi  conduit 
sans  efforts  à  l'exposé  des  applications  les  plus  curieuses  des  pro- 
babilités, qui  forme  la  partie  la  plus  importante  et  la  plus 
attrapante  de  l'Ouvrage. 

Ce  sont  tout  d'abord  quelques  problèmes  relatifs  aux  jeux  de 
hasard  :  roulette,  petits  chevaux,  baccara;  un  aperçu  sur  quelques 
jeux  savants,  whist,  piquet  et  écarté,  intéressera  toute  personne 
qui  a  quelque  plaisir  à  manier  les  cartes.  Après  avoir  consacré  le 
Chapitre  suivant  aux  problèmes  dans  lesquels  la  probabilité  est 
considérée  comme  une  l'onction  continue  d'une  variable  indé- 
pendante, l'auteur  expose  les  éléments  de  la  théorie  des  erreurs  et 
les  principales  conséquences  de  la  loi  de  Gauss.  L'importance 
pratique  de  cette  dernière  est  mise  en  évidence  par  son  applica- 
tion au  tir  des  armes  à  feu  ;  densité  moyenne  des  points  de  chute 
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des  projectiles  dans  une  région  donnée,  réglage  du  tir  d'un  canon 
en  portée  et  en  direction,  en  un  mot,  les  notions  usuelles  de  Vsr- 
lilierie  sont  précisées  dans  une  théorie  simple  et  toujours  appuyée 
sur  des  résultats  numériques.  L'Ouvrage  se  termine  par  un  Cha- 
pitre consacré  à  la  théorie  des  assurances,  où  l'on  trouvera  non 
seulement  les  principes  du  calcul  des  primes  et  des  réserves,  mais 
un  exposé  sommaire  du  fonction nemeiit  d'une  Compagnie.  On 
voit  par  celte  analyse  que  M.  de  Montessus  a  touché  à  tous  les 
sujets;  celte  diversilé  met  heureusemenl  en  évidence  l'impor- 
tance pratique  du  Calcul  des  probabilités;  elle  éveille  la  curiosité 
du  lecteur,  et  plus  d'un  sera  sans  doute  amené  à  faire  usage  des 
Notes  bibliographiques  qui  terminent  chaque  Chapitre  pour  appro- 
fondir les  problèmes  qui  auront  particulièrement  retenu  son 
intérêt.  Galbrun. 


MÉLANGES. 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  DES  FONCTIONS  MËROMORPHES 
PAR  DES  SÉRIES  DE  POLYNOMES  TATLORIENS  ; 

Par  m.  a.  BUHL. 


J'ai  indiqué  dans  les  Comptes  rendus  (16  mars  1908)  une  nou- 
velle manière  de  représenter  une  fonction  méromorphe  F(j:)  par 
une  série  de  polynômes  5„,  celte  notation  désignant  les  n  -h  1  pre- 
miers termes  du  développement  taylorien  de  F{x)  valable  dans  le 
voisinage  de  l'origine.  Ces  résultats  me  semblent  s'ajouter  de  ma- 
nière intéressante  à  ceux  obtenus  par  M.  G.  Miltag-Leffler  dans 
ses  Mémoires  des  Acta  mathematica,  et  plus  particulièrement 
dans  celui  du  Tome  XXIX. 
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Je  me  suis  placé  dans  le  cas  d'une  fonction  mëromorphe  et  non 
dans  le  cas  général  d'une  branche  uniforme  appartenant  à  une 
fonction  quelconque,  parce  que  ce  que  je  perdais  ainsi  en  généra- 
lité était  gagné  d'autre  part  par  la  découverte  de  propriétés  pre- 
nant une  physionomie  particulièrement  simple  et  élégante  dans  le 
cas  d'une  fonction  uniforme  n'ayant  que  l'infini  pour  point  essen- 
tiel.  J'ai  pu  montrer  ainsi,  avec  le  maximum  de  simplicité,  com- 
ment l'on  pouvait  former  des  développements  valables  pour  un 
ensemble  dénombrable  de  valeurs  de  a;,  s'étendant  cependant  dans 
tout  le  champ  complexe,  sans  faire  usage  de  transcendantes  plus 
compliquées  que  des  fonctions  entières  bien  connues,  telles  que 
la  fonction  ^.  J'attire  particulièrement  l'attention  sur  les  condi- 
tions de  dérivabilité  des  nouvelles  séries. 

1.  Soit  F(j7).  une  fonction  méromorplie  de  pôles  simples  a^  de 
résidus  Âa,  définie  dans  le  voisinage  de  l'origine  par  un  dévelop- 
pement taylorien  dont  Sn  désigne  la  somme  des  /i -h  i  premiers 
termes.  Cette  fonction  sera  considérée  dans  un  contour  C  aussi 
grand  que  possible,  mais  ne  contenant  aucun  ajç,  La  façon  la  plus 
simple  d'obtenir  C  est  de  tracer  l'étoile  de  M.  Miltag-Leffler, 
formée  de  coupures  rectilignes  issues  des  Uk  et  opposées  à  l'origine  ; 
C,  qui  entoure  d'abord  l'origine,  peut  grandir  indéfiniment  en 
s'étoilant  entre  les  coupures  sans  jamais  les  franchir. 

Soit  f{\)  une  fonction  entière  dont  c  désigne  le  (/i-hi)*^"** 
terme  du  développement  taylorien,  valable  dans  un  contour  F  qui 
peut  grandir  sans  aucune  restriction. 

Sous  les  conditions  |  ^  |  <;  1 2^  |,  |  ^2:  |  <;  |  ^  «  |,  on  a,  comme  je  l'ai 
montré  dans  ce  Bulletin  (juin  1907), 


L'intégration  en  z  est  immédiatement  possible  et  donne 

On  peut  toujours  imaginer  que  F  soit  un  cercle  dont  le  centre 
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est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  |s|  est  assez  grand  pour  que  les 
inégalités   précédentes  soient  vérifiées,  quels  que  soient  Ç.  x^  z. 

Aux  singularités  a^  de  F (:r)  correspondent  les  singularités  sa=  ^— 
pour  Ff  ^)i    lesquelles  singularités  sont  toutes  dans  F.  Si  (F) 

désigne  l'intégrale  précédente  et  si  (y)  est  une  intégrale  analogue 
prise  le  long  d'un  contour  y  entourant  l'origine  d'aussi  près  qu'on 
voudra,  on  aura 

A- 

le  sigma  étant  relatif  à  tous  les  pôles  Ç^t  compris  entre  F  et  y. 
Finalement,  (2)  donne 


'<-27S-2 


/(^) 


.r  A/ 


/3^  --/tî)       ^     Ak)     a,(x-a<-) 

\^J  n=0  A 

Je  vais  étudier  en  détail  les  trois  parties  bien  distinctes  dont  se 
compose  le  second  membre  de  cette  formule  fondamentale. 

2.  J'examine  d'abord  le  premier  si^^ma  de  (3).  Soit  c«  =  y,/$''. 
Pour  n  croissant  indéfiniment  lim(/y^=o.  Considérons,  d'autre 
part,  le  cercle  où  converge  le  développement  tajiorien  de  F(x), 
cercle  qui  a  l'origine  pour  centre  et  est  inclus  dans  l'étoile  définie 
plus  haut;  on  aura  \an\r"<C  g^  si  r  est  le  module  d'un  x  inclus 
dans  ledit  cercle  et  si  g  est  une  constante  finie.  Donc  |  <î/i  |  <[  gf*'" 
et,  quel  que  soit  x, 


1^1  _      _^  l^l"\_^l^l'* 


|5„|<^     1-4-1— !  -+....-f-I__      =^ 


—  )~^ 


l 


(—Y 


On  conclut  de  là  que  ^5»  est  une  quantité  finie,  quelque  soitj?; 
par  suite,  ^^nSn  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  Cruels 
que  soient  Ç  et  x,  le  premier  sigma  de  (3)  a  donc  un  sens 
(G.  Mittag-Leffler,  Acta  mathematica^  t.  XXIX,   p.  167). 
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3.  Je  passe  à  Télude  de  Tintégrale,  qui  constitue  la  troisième 
partie  du  second  membre  de  (3).  Ce  terme  n'existe  pas  si  F{x) 
est  une  fraction  rationnelle. 

Si  F(x)  est  une  fonction  méromorphe,  les  a^  n'ont  pour  point 
limite  que  le  point  à  Tiiifini.  Entre  deux  pôles  ak  et  ak^i  se  sui- 
vant immédiatement  en  module,  on  peut  faire  passer  deux  circon- 
férences oLk  et  cLk^i  ayant  l'origine  pour  centre  et  formant  une  cou- 
ronne de  Laurent,  dans  laquelle  on  a 

si  I  «A  I  <  I  w  I  <  I  «A+1  I-  Posant  «  =  ^  >  on  a  le  moyen  de  repré- 

V-  )  pour    -^—   <C  S  <  p—  »  c'est-à-dire  pour  ^  circu- 

lant  sur  le  contour  y  qui,  pour  des  valeurs  de  k  de  plus  en  plus 
grandes,  enserre  l'origine  d'aussi  près  qu'on  veut.  Dans  le  voisi- 
nage du  même  point,  on  a  aussi 

d'où  (inalemenl,  par  un  calcul  facile. 

On  démontrerait  sans  peine  que  cette  série  converge,  quel  que 
soit  l  fini  en  module  et  pour  x  à  l'intérieur  du  cercle  a^^.!  qui,  au 
début  du  raisonnement,  peut  être  aussi  grand  qu'on  veut. 

Étudions  maintenant   le  quotient    de    l'expression   précédente 

En  s'appuyant  d'une  part  sur  ce  qu'tY  existe  au  moins  une 
direction  où  une  fonction  entière  f{\)  croit  indéfiniment  en 
module  açec  |  ^  |,  sa  croissance  étant  alors  plus  rapide  que  celle 
de  n'importe  quel  polynôme,  d'autre  part  sur  la  convergence  de  la 
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série  dont  le  terme  général  (indépendant  de  Ç)  est  le  coefficient 
du  polvnome  en  \  dans  la  formule  précédente,  on  voit  sans  peine 
que  le  quotient  étudié  tend  vers  zéro  quand  |  Ç  |  croit  dans  les  con- 
ditions indiquées. 

4.  Il  est  donc  démontré  qu^on  peut  s'afTranchir  du  dernier 
terme  de  (3)  et  considérer  le  sigma  en  k  de  la  même  formule 
comme  une  série  convergente.  La  chose  paraît  d'ailleurs  pouvoir 

résulter  directement  de  l'étude  du  rapport  de  fi^  )  à  /($),  que 

j'appellerai  pour  abréger  rapport  fonciamentaL  En  effet,  x  étant 

quelconque,  k  peut  être  assez  grand  pour  que  —  soit  aussi  voisin 

de  zéro  qu'on  le  voudra,  et  alors  le  numérateur  du  rapport  fonda- 
mental croîtra  avec  \  moins  vite  que  le  dénominateur.  Il  me  paraît 
inutile  d'insister  davantage  sur  ce  point,  car,  dans  la  suite,  nous 
n'aurons  que  des  rapports  fondamentaux  identiquement  nuls; 
mais,  indépendamment  des  applications  qui  vont  suivre,  il  m*a 
semblé  bien  intéressant  d'étudier  la  formule  (3)  en  elle-même.  // 
y  a  là, pour  la  représentation  d\ine  fonction  méromorpkeF {x)j 
un  nouveau  développement  dépendant  d\ine  fonction  arbi- 
traire /(Ç),  développement  sur  lequel  il  y  a  peut-être  encore 
beaucoup  à  dire. 

o.  Nouvelle  étude  du  rapport  fondamental,  —  Si  ce  rapport 
pouvait  toujours  être  nul,  la  formule  (3)  se  réduirait  alors  à  des 
formules  de  l'un  des  types 

suivant  qu'il  est  nécessaire  ou  non  de  faire  croître  indéfiniment  \. 

M.  E.  Borel  a  d'abord  formé  de  telles  expressions  pour/(Ç)  =  tf^. 
Alors  on  trouve  très  facilement  que  le  rapport  fondamental  ne 
lend  vers  zéro  pour  \  croissant  indéfiniment  que  si  x  est  dans  un 
certain  polygone  de  sommabilité.  Ici  même  (juin  1907)  je  suis 
revenu  sur  ce  point  d'une  manière  fort  simple. 

M.  G.  Mittag-Leffler  {Acta  mathematica,  t.  XXIX)  est  allé 
beaucoup    plus   loin   et   a   créé    une  fonction  entière   f{\)   pour 
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laquelle  x  peut  circuler  dans  toute  Tétoile.  La  conférence  falic 
par  le  célèbre  géomètre  de  Stockholm  au  récent  Congrès  interna- 
tional de  Mathématiques  (Rome,  avril  1908)  a  montré  à  nouveau 
le  grand  intérêt  de  la  question.  D'une  manière  grossière,  mais  qui 
fait  joliment  image,  on  peut  dire  que  M.  Mittag-Leffler  a  construit 
une  fonction  /(^)  qui  croît  incomparablement  plus  vite  dans  une 
seule  direction  privilégiée  issue  de  Porigine  que  dans  toute  autre 
issue  du  même  point. 

Dans  ces  conditions,  si  ^  tend  vers  l'infini  dans  la   direction 

privilégiée,  /(^)  croît  incomparablement  moins  vile  que /(Ç) 

si  X  et  Uk  sont  d'arguments  différents  ou  ont  même  argument  avec 
la  condition  |^|<|aA|.  Alors  des  formules  du  type  (4)  repré- 
sentent F  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  les  rayons  d'une  étoile  formée 
de  demi-droites  issues  des  a^et  opposées  à  l'origine. 

Je  vais  exposer  maintenant  une  tout  autre  manière  de  procéder, 
laquelle  a,  par  rapport  à  celle  de  M.  Mittag-Leffler,  des  inconvé- 
nients et  des  avantages. 

6  Représentation  d'une  fraction  rationnelle.  Inutilité 
d^une  croissance  indéfinie  de  \.  —  Je  prends  d'abord  un 
exemple  extrêmement  simple.  Soient 

V{x)=  — !— ,         /(?)  =  sin  ''^- 


x 


sin 


La  formule  (3)  devient 

I         _   V'   CnSn ;*_        a^ 

Soient 

(6)  X  =   ^^"^  ^  ,  Ç  =(2A:4-l)(2/?-hl), 

X\^  p^k  étant  des  entiers    Alors  sin— ^  est  toujours  nul  et  sin-j-2 
ne  l'est  jamais.  Donc 

/7r{\i-«-x /  Tr{  y  I -+- a: -4- ar^ -4- a:'        /7tg\»  1-H...-I- jt» 
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Celle  formule  n'est  valable  que  si  x  el^  ont  des  valeurs  réelles 
définies  par  (5).  Je  vais  généraliser. 

7.  Emploi  de  la  fonction  g*.  —  Considérons  toujours  une 
fraction  rationnelle  ayant  des  pôles  quelconques  aj,  «a,  ...,  a^i  et 
proposons-nous  de  la  représenter  dans  tout  le  champ  complexe. 
Je  considère  la  fonction  d  de  Weierstrass  construite  de  manière  à 
admettre  pour  zéros  tous  les  sommets  du  quadrillage  orthogonal 
formé  par  les  axes  et  des  parallèles  à  ceux-ci  d^abscisses  et  d'or- 
données d=  2,  ±:  4^  =t=  6, 

Cette  fonction  admet  le  développement 

^.-.  ,^     ^^i'      ^3^        ^n^ 

^      ^  2^3.5        2^3.5.7        29.32.5.7       •••' 

où  les  hypothèses  précédentes  rendent  réels  les  invariants  g^  et  g^. 
Je  désignerai  toujours  les  termes  de  cette  série  par  Co,  C|,  C2,  .. ., 
sans  supprimer,  pour  plus  de  symétrie,  les  termes  nuls  ayant  pour 

indices  o,  2,  3,  4?  6, 

Posons 

n 

(6)    a)fr=  -(aAi-hiaA-,)r         a:  =- (a:, -h  1x2),         $«  =  |^(«î.,  "^  ^Îj)  î 

1 

p  est  un  entier  réel  et  positif;  a^,  et  «^a  sorrt  des  entiers  réels 
dont  l'un  est  pair,  Fautre  impair;  x^  et  X2  sont  des  entiers  pairs. 
Alors  Ç,  pris  égal  à  Ç,,,  est  toujours  impair,  et  Ton  voit  facilement 

que  —  est  un  entier  complexe  dont  les  deux  parties  sont  paires. 

Dans  ces  conditions,  d^—  est  nul  et  (i\  ne  Test  pas.  La  formule (3) 
dunne  alors 

S'il  s'agit  maintenant  d'une  fonction  méromorphe,  le  produit  \n 

Ix 
même  que 

arithmétique.  On  a,  dans  ce  cas, 

F,»  =11^2^- 


diverge,  mais  garde  toujours,  de  même  que  —,  la  même  nature 


«-      „=0 
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Dans  de  telles  formules,  x  peut  circuler  dans  tout  le  champ 
complexe,  mais  les  x^  les  au  et  \  ne  peuvent  cependant  être  pris 
dans  l'ensemble  continu  de  toutes  les  valeurs  complexes;  ces 
quantités  doivent  être  définies  par  les  égalités  (6)  et,  à  ce  titre, 
elles  appartiennent  seulement  à  un  ensemble  dénombrable.  C'est 
là  un  inconvénient  par  rapport  à  la  méthode  de  M.  Mittag-Leffler, 
mais  il.ne  faut  pas  en  exagérer  l'importance. 

Comme/?  est  aussi  grand  qu'on  veut,  les  éléments  de  l'ensemble 
dénombrable  dont  nous  disposons  s'approchent  autant  qu'on  veut 
des  éléments  du  premier  ensemble.  En  d'autres  termes,  F(j:)  est 
déterminé  en  un  point  quelconque  du  plan,  soit  exactement,  soit 
par  ses  valeurs  en  des  points  aussi  rapprochés  qu'on  voudra  du 
point  considéré. 

8.  Indétermination  formelle,  —  Les  développements  précé- 
dents peuvent  évidemment  être  obtenus  d'une  infinité  de  manières, 
la  fonction  d  n'ayant  été  choisie  que  pour  raisonner  rapidement 
sur  un  exemple  simple.  Si  l'on  prenait  une  fonction  dont  la  dis- 
tribution des  zéros  serait  différente,  il  faudrait  remplacer  les  éga- 
lités (7)  par  d'autres  conditions.  Plus  simplement,  on  pourrait, 
dans  ce  qui  précède,  remplacer  d  par  le  produit  de  d  par  une 
fonction  entière  dépourvue  de  zéros,  qui  croîtrait  indéfiniment  le 
long  de  la  partie  positive  de  l'axe  réel. 

9.  Cas  où  F  (a?)  présente  des  pôles  multiples,  —  Les  termes 
du  sigma  en  k  de  (3)  ont  été  calculés  en  supposant  que  les  pôles 

Çyt=  —  de  F  (V-  )  étaient  du  premier  ordre. 

Plus  généralement,  pour  un  pôle  d'ordre  /tî,  le  terme  corres- 
pondant dudit  sigma  serait,   d'aj>rès  une  formule  élémentaire  et 

bien  connue,  la  valeur  pour  !^  ==  -^  de  l'expression 
'  ^  ak  ^ 

'     Du.-.rF/lf:)/(i)/;-i£V"1. 

{m-x)\  L    l  Ï/Ç-ÎV       a,)    J 

Sans  aucun  calcul,  on  voit  que  c'est  là  une  expression  linéaire 
et  homogène  par  rapport  aux  quantités 
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Le  fait  de  s'arranger  à  annuler  toujours  la  première  de  ces 
expressions  n'enlraine  pas,  en  général,  qu'il  en  soit  de  même  des 
suivantes;  mais  cela  aura  cependant  lieu  si  tous  les  zéros  de  /(Ç) 
sont  d'ordre  m.  Donc,  les  formules  (4)  ayant  Heu  comme  il  a 
été  expliqué  précédemment  pour  F(x)  n^ ayant  que  des  pôles 
simples,  ces  formules  auront  encore  lieu  si  les  pôles  de  F(:r) 
deviennent  d^ ordre  m^  à  la  condition  de  remplacer  /($)  par 
une  fonction  ayant  les  mêmes  zéros  élevés  à  V ordre  m,  La 
manière  la  plus  simple  d'arriver  an  but  sera  de  remplacer  f{\) 
par  [/(S)?'. 

10.  Dérivabilité.  —  Les  formules  de  Tun  des  types  (4)  sont- 
elles  dérivables,  c'est-à-dire  peut-on  conclure  de  ces  formules 

n—  ta  n—  oD 

(7)    ''""'(a^)=27rfr    ""    Fi"'Hx)=iim  2 


fa)  '"'-i':::^ /a) 


/i=0 


Au  premier  abord,  la  question  semble  ne  présenter  aucun  sens, 
puisque  ces  formules  ne  sont  pas  définies  pour  un  ensemble  con- 
tinu de  valeurs  de  x.  Mais,  d'après  le  paragraphe  précédent,  si 
F{x)  n'a  que  des  pôles  simples,  F^'^^  (x)  a  des  pôles  d'ordre  m  4-  i 
et  les  formules  (7)  sont  valables  si  les  zéros  de  /(S)  sont  élevés 
au  même  ordre.  Donc,  si  l'on  construit  les  formules  (4)  à  l'aide 
d' une  fonction  f{^)  dont  tous  les  zéros jont  d'ordre  m  -^  Vj  ces 
formules  sont  m  fois  dérivables. 

C'est  là  un  exemple  f)récis  (et  je  crois  que  l'on  n'en  connaît 
pas  encore  beaucoup)  de  séries  de  poljnomes  dérivables  dans  des 
conditions  qui  leur  sont  particulières.  En  outre,  le  résultat  paraît 
être  d'une  élégance  bien  remarquable. 

11.'  Enfin  je  tiens  à  signaler  dès  maintenant,  comme  nouveau 
travail  relatif  aux  questions  précédentes,  un  autre  Mémoire  Sur  la 
sommabilité  des  séries  d'une  variable  réelle  ou  complexe^  qui 
paraîtra  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées 
probablement  avant  la  fin  de  1908.  J'y  montre  que  tout  ce  qui 
précède  peut  être  obtenu  sans  avoir  recours  à  la  théorie  des  inté- 
grales curvilignes.  J'avoue  que  je  n'ai  pas,  autant  que  les  disciples 
de  Weierstrass,  le  désir  de  m'afTranchir  des  méthodes  de  Cauchv, 
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et  je  trouve  qu'il  est  tout  aussi  harmonieux  d'écrire  la  formule  (i) 
comme  généralisant  Tinlégrale  simple  de  Cauchy  que  de  former 
directement  des  séries  de  polynômes  généralisant  la  série  de  Taylor 
prise  pour  point  de  départ.  L'intérêt  consistera  donc  à  comparer 
deux  méthodes  (|ui  ne  doivent  nullement  s'exclure  réciproque- 
ment. Je  viens  de  constater  que  M.  R.  Baire  exprime  une  opinion 
analogue  a  ])ropos  des  généralités  de  la  théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques vues  selon  Cauchy  ou  selon  Weierstrass,  dans  la  Préface 
du  second  Volume  de  ses  Leçons  sur  les  théories  générales  de 
P  Analyse,  1908. 

Je  mentionne  aussi  que,  ayant  étudié  l'intégrale  double  de  (c) 
en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  z  puis  par  rapport  à  Ç,  M.  A. 
Costabel  a  étudié  la  même  formule  en  intervertissant  Tordre  des 
intégrations  et  que,  d'autre  part,  cet  auteur  a  ajouté  d'intéressants 
résultats  à  l'étude  de  certaines  régions  de  sommabilité  (Enseigne- 
ment  mathématique,  t.  X,  1908). 


SUR  UNE  CLASSE  OE  FRACTIONS  CONTINUES  ; 
Par  m.  h.  ANDOYER. 

Dans  cette  Noie,  je  me  propose  de  résoudre  le  problème  général 
suivant  : 

Étudier  la  fonction  continue,  de  forme  générale 

1, 


n 


?.-- ^ 


dans  laquelle  oLn  et  p,,  sont  des  fractions  du  premier  degré  par 
rapport  à  n^  de  sorte  qu^on  a,  à  partir  de  //  =  i, 

a,  pj  y,  a',  ^',  y'  étant  des  constantes, 
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P  . 

Soit  7~  la  réduite  de  rang  n  et  faisons  aussi,  suivant  l'habitude, 

fzl  -  '  Po  ^  o 

Q-i    ô'     Qo    r 

On  a,   pour  déterminer   ^?n  et  Q„,   les   relations  de  récurrence, 
valables  à  partir  de  /i  ^  i , 

P/,=  paP/,-i^-a«P«-î,        Q«=  P«Q«-i-*-a/.Q/i-î, 

de  sorte  que  les  P,,  et  Q»  sont  deux  solutions  distinctes  de  l'équa- 
tion aux  difl<érences 

pour  les  P/,,  les  conditions  initiales  sont 
pour  les  Q„,  au  contraire,  on  a 

L'équation  (2)  s'écrit 

X/iLtC'* -»- •  )  H- y'1 -r/i-i(P'* -»- ?')  — rn-«[«('»  -  0 -+- a']  =  o; 

c'est  une  équation  aux  différences,  linéaire  et  homogène  du  second 
ordre,  dont  les  coefficients  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  n. 
On  peut  donc  l'intégrer  par  la  méthode  de  Laplace. 
Cherchons  à  cet  effet  une  solution  de  la  forme 


=  /  x'^udx^ 


yn 


Il  étant  une  fonction  inconnue  de  x,  indépendante  de  n,  et  L  un 
chemin  d'intégration  à  déterminer  dans  le  plan  qui  sert  à  repré- 
senter la  variable  complexe  x.  Remarquons  que  l'on  a 

(n  -+-  i)yn=  (ar^-^-^ulL —  /  a?»-»-*  du, 

en  désignant,  en  général,  par  [cp]^  la  différence  des  valeurs  que 
prend  une  fonction  cp  à  l'extrémité  et  à  l'origine  du  chemin  L. 
Transformant  de  cette  façon  l'équation  (2),  on  voit  qu'on  peut 
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la  vérifier  en  égalant  séparément  à  zéro  la  quantité  sous  le  signe    / 
et  la  partie  tout  intégrée,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

(3)  x(aL  ■+-  ^X'--^x*)du  =  w(at'-H  ,3'x-- y'^*)^^» 

(4)  [a:'»-iM(Œ-4-  Pot  — Ya7*)]L  =  o. 

L^équation  diiTérentielle  (3)  déterminera  u,  et  la  condition  (4) 
fait  connaître  les  chemins  L. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  le  plus  général;  et  soient  j/,  x^  les 
racines  distinctes,  dont  aucune  n'est  nulle  ni  infinie,  de  l'équation 

a  -f-  ^x  —  yx^  =  o. 

L'équation  (3)  s'écrit 

du    _  p  p'  p" 

u  dx       x       X  —  X        X  —  or 

les  cinq  constantes  /?,  /?',  /?",  a:',  x"  remplaçant  a,  p,  y,  a',  P',  y, 
et  Ton  a  d'ailleurs  sans  peine 

*" ""  "  n  -h p-hp'-^p''-hi  '  ""  /n-/> -h />'-+- /)'-+-! 

On  a  alors,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

M  =  CxP(x  —  x')P'(x  —  x')P\ 
^;j=:G  j  x''-^P{x  —  x')P' {x  --  x" )P''  dv, 

avec  la  condition 

[x^-^p-^  {x  —  x')P'-^^{x  —  x')P''*-^  ]l  =  o. 

On  est  donc  ramené  à  des  intégrales  hypergéométriques,  et  l'on 
pourra,  dans  tous  les  cas,  trouver  deux  chemins  L  distincts, 
ouverts  ou  fermés,  fournissant  deux  valeurs  distinctes  pour  ^,2. 

D'après  les  propriétés  connues  des  fonctions  hypergéométriques, 
on  pourra  mettre  les  solutions  j^,i  sous  un  grand  nombre  de  formes 
diiférentes;  nous  nous  bornerons  ici  aux  suivantes. 

Prenons  d'abord  comme  chemin  d'intégration  le  rayon  qui  va 
de  l'origine  O  au  point  ^  dans  le  plan  des  x»  On  peut,  en  négli- 
j^eant  des  constantes  et  en  assujettissant  les  exposants  à  des  con- 
ditions qu'il  est  inutile  de  détailleV,  mettre  y„  sous  la  forme 

y'i.y  tn^p(i^t)p''(^i^^y  de 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXXII.  (Juillet  1908.)  14 
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ou  sous  la  forme  équivalente,  à  une  constante  près, 


dt. 


Il  en  résulte  une  solution  qu'on  peut  écrire,  avec  les  notations 
ordinaires, 

'  r(/l-f-/>H-/>*-i-2)       \      ^  -r  »  r        r  ^yy 

OU  sous  la  forme  équivalente,  à  un  facteur  constant  près, 

"  r(/H-/>-i-/? -h-i)      \         r      r-       r  ^r         ->  r      r  ^  ^' j 

De  même,  prenons  pour  second  chemin  d'intégration  le  pro- 
longement du  rayon  Ox' depuis  le  point  j?' jusqu'à  l'infini;  on 
aura  les  intégrales  équivalentes 


,1 

x'-  ' 

OU 


'«   i    t-n-p  -p'-p'-'H^i^  t)P'  (\  —  t^Y   ^' 

.'«  Ç  tP'{i-'i)-^-P-P'-P''-^{i  —  t-ry 


x'n  I     tP'(i-'  iy^-P-P'-P'-^i  i  —  t^)        dt, 

d'où  une  seconde  solution  qu'on  peut  mettre  sous  l'une  des  deux 
formes 

"~  Y(-n-p-p') 

ou 

y„  =  a.-"''(-"-p-P'-P;-'lF(-n-p,/,'^i,-n-p-p'X)' 
"  ï\—n—p—p")  \  l'y  i         ^  r      i' '^  x  ) 

Les  solutions  I^^  ou  J',^,  Y^^  ou  J",  ont  été  obtenues  sous  certaines 
conditions;  mais  on  vérifie  sans  peine,  a  posteriori,  qu'elles  con- 
stituent toujours  des  solutions  de  l'équation  aux  différences  (2), 
pourvu  qu'elles  aient  un  sens,  c'est-à-dire  que  les  séries  hyper- 
géométriques  qui  y  figurent  soient  convergentes. 

On  pourrait  craindre  que  les  formules  ne  devinssent  illusoires 
si  /H-/>  4-  i>  ou  /i-i-/>  -t-/>''-h  2,  prend  une  valeur  entière  néga- 
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live  ou  nulle,  et  aussi  si  «  4- /> -h /?' H- /?'' -I- 1 ,  ou  n-i-p-^p", 
prend  une  valeur  enlière  positive  ou  nulle;  mais  il  est  facile  de 
voir  qu'on  pourra  toujours  lever  la  difficulté  en  multipliant  préa- 
lablement, sMl  est  nécessaire,  par  un  facteur  constant  les  formes 
adoptées. 

Les  numérateurs  P^  et  les  dénominateurs  Q»  des  réduites  de 
la  fraction  continue  (1)  peuvent  être  pris,  si  Ton  choisit  par 
exemple  l„  et  1*^  comme  solutions  fondamentales,  sous  la  forme 

p„=Ai;,^Bi;.      Q«=ci;+Di;, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  déterminées  par  les  conditions 

initiales 

I  =Alii-+-BIl,,        o  =  Gll,H-DIl,, 

d'où 


0 

=  AIi 

-h 

Bi;, 

I   : 

=  cii 

-h 

DIJ, 

A 

= 

B 

-li 

=    . 

G 
-II. 

= 

D 
I'-. 

I 

1", 

"iî^ 

,n 

-«'.n. 

Si  a?'  et  af  sont  de  modules  diflérents,  on  peut  supposer 
|x"|<|x'|;  les  séries  !'„,  J^,,  V^,  JJ,  sont  alors  convergentes,  et 
Ton  peut  associer  indilleremment  1',^  ou  J)^  avec  I*,  ou  J"^. 

Si  l'on  a  j;r'|  =  |j/'|,  r„  et  V^  convergent  si  la  partie  réelle  de 
p' -^ p'  est  supérieure  à  —  2,  taudis  que  J^^  et  J",  convergent  si  la 
partie  réelle  de  p' -\- p'^  est  négative;  donc  on  peut  encore  tou- 
jours trouver  deux  séries  convergentes  comme  solutions  distinctes 
de  l'équation  (-2). 

Plaçons-nous  dans  le  cas  général  où  l'on  a  |x''|<|j/|.  Les 
valeurs  asjrmptoliques  pour  n  infini  de  T,,,  I",,  J',,,  J]^  sont  respec- 
tivement 

p. 

Le  rapport  de  F  ou  J''  à  1'  ou  J'  est  donc  nul;  par  suite,  ^  a 

une  limite/,  valeur  de  la  fraction  continue  (i),  et  en  associant 
ensemble  les  solutions  T,,  et  1',,  ou  bien  J'„  et  J]|,,  on  a  pour /la 
double  valeur 
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La  fraction  (i)  esl  donc  convergente  et  a  pour  valeur 


•'-+-1  17/  '  ir  ^\ 

px^  F^/>-hy-h/?'-+-2,/?'-hI,/>-4-/>'-f-2,  ^j 


On  en  déduit  inversement 


F(a,  6-hi,  c-hi.ar) 

c  —  a  -h  I 

F!(a,  6,c,ar} 

(6  -4-i)ar 

c-f-(6  — a-+-  i):r 

c  —  a  -4-  -2 

c  — a  -hi 

(6-f-2)jr 

(c-+-i)-h(6  —  a-H2)ar                       c  —  a-+-3 

c  — a-f-2                (c-»-2)-h(6  — a-»-'i)a? 

c  —  a  -+-  3 

c 

6-4-1 

(c  —  a-h  i)jr 

c-i-(6  — a-4-i)x 

6  -+-  2 

6-t-i 

(c  —  a  H-  -2)^: 

(c-+- i)H-(6  — aH-2)rF                         6  4-3 

6 -h  2                    (c-H2)-h(6  — a-+-3)r 

Si  les  modules  de  x^  et  af  sont  égaux,  j;'et  j:"  restant  distinctes, 
les  considérations  précédentes  ne  s'appliquent  plus  aussi  simple- 
ment, et  il  est  à  prévoir  que  la  fraction  donnée  n'est  pas  toujours 
convergente.  Nous  pouvons  au  moins  le  vérifier  dans  le  cas  par- 
ticulier où  cLn  ef  P/i  sont,  en  réalité,  indépendants  de  /i,  de  sorte 
que  la  fraction  donnée  est  simplement  périodique.  Dans  ce  cas, 
on  a 

I  ~"     Of     ~~  /  ' 

a — a        p         Y-^-T 
et  il  en  résulte 

/>'  =  p'  =  -i. 

Par  suite, /est  égal  à  —  af'  lorsque  |  jc"|  <  |  j?']. 
D'ailleurs,  ici,  on  a  toujours 
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P 

et  Ton  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  limite  pour  rr^  lorsqu'on  a  |j7''|=:|a7'|. 

Examinons  maintenant  les  différents  cas  particuliers  qui  peuvent 
se  présenter  lorsque  l'équation  ol-\-^x  —  yx^=o  n'a  plus  deux 
racines  distinctes  dont  aucune  n'est  ni  nulle  ni  infinie. 

i"  On  a  y  =  o.  On  arrive  à  ce  cas  particulier  en  faisant  x'  et/)' 
infinis,  de  façon  que  le  rapport  — >  garde  une  valeur  finie  q.  Alors 

[«  <ia;n*p-i  (a.  _  x')/''+'Jl  =  o, 
<in  =  —qx'(n-¥-p  —  \h        P„=  gr(n-t-/>+/>'i-Ha?'. 

Introduisons  la  série  toujours  convergente,  forme  dégénérée 
de  F, 

G(p,Y,^)  =  .+  -^^-f-     ^^^^'^  ,^»H-...; 

on  peut  alors  répéter  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  général  en 
faisant  un  passage  à  la  limite  convenable;  en  particulier,  la  frac- 
tion donnée  est  convergente  et  a  pour  valeur 

p^        G  (/>  +  ..;> -K ;>' -H  .,-^) 

^  ^  ^{P.P'^P'-^l,'-—j 


px 


\  9  I 

2"  On  a  a  =  o.  Ici  a^  devient  nul;  p  et/)"  deviennent  infinis, 
mais  paP  ei  p  -^ p"  gardent  les  valeurs  finies  —  r  et  r'.  On  a 

du.  r  r*  wi'  /*    —  '' 

— r- =  —  H 1 ^— r>         yn=C  I  e    ■*>*«-^'-'(ar  —  a:')/'' dx, 

udx       X*       X        X  ^  X  ''  J^  ' 

rx'  Q         a:'(/i-4- /•')  — /• 


n  -^  P  H-  /•  -h  1 


On  peut  encore  répéter  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  général  avec 
lin  passage  à  la  limite  convenable;  la  fraction  donnée  est  conver- 
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gente,  sa  valeur  est 

3°  a  =  Y  =  o.  C'est  la  réunion  des  deux  cas  précédents.  On  a 
du                               '  "      ■ 


= ^    -j  -• '  yn=C    I    €     f       *xn-^-r'  dx 


n=C    fi 


u  dx  q        x^        X 

le'  v'-'^/i^r'  Il  =  o,         a„=  qr,         p„  =  qin  -+-  r'). 
Faisons  encore 


...  X  X* 

J(Y,r)  =  i 


i.Y        i.?,.Y(Y-H2) 

c'est  la  fonction  de  Bessel,  aux  notations  près.  On  peut  encore 
répéter  ce  qui  a  été  dit;  la  fiaclion  donnée  est  convergente  et  a 
pour  valeur 

ce  résultat  est  hieji  connu. 

4"  Supposons  x'=a/'.    Ici,  p'  et  /?"  deviennent  infinie;    mais 
p'{x'^a/')  =  s'  et  p' -{-  p"=s"  restent  finis.  On  a 


r„=.cje   '    ' 


x'*-*-P(x  —  x')^'  dx^ 


du         p  s'  s" 

T—   =  —  -4-  ; r-T   ■+-  ,  » 

U  dx       X        (x  —  X  )^        X  —  X 

a^  =  5 >  P«  =  » • 

En  partant  dans  le  cas  général  de  solutions  yn  sous  forme  de 
fonctions  hjpergéométriques  procédant  suivant  les  puissances 
de  x^ —  .r",  et  passant  à  la  limite,  on  trouve  de  même  les  solutions 
particulières  suivantes  : 

ar'"  G  f  —  n  —  />,  *"  -i-  2,  —A 
équivalente  à 

x'"  G  (  /î  -H  />  -4-  5'  -f-  •>.,  s'  -h  •!, r  )  > 
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et 

(--ar')'»r(— /i—/?  — 5'  — i)r(/n- />-+-!)  G /^—/i —/>  —  /— I,  —s',  L\ 

ëquivaienle  à 

(-  x')^  Ti-^n—p  —  5'—  i)r(/i-+-/?-hi)G^/n-/?-+-i,—  5',  -pj. 

La  comparaison  de  ces  solutions  pour  n  Infini  ne  donne  rien  de 
général;  d'ailleurs  elles  se  confondent  pour /  =  — i. 

On  pourra  avoir  des  résultats  plus  nets  en  gardant  jK/i  sous  la 
forme  d'intégrale  et  étudiant  directement  cette  intégrale.  Cette 
méthode  peut  d'ailleurs  être  appliquée  dans  tous  les  cas. 

Si  actuellement  a/,  et  ^n  sont  indépendants  de  n^  de  sorte  que 
la  fraction  donnée  est  périodique  simple,  on  a  ^'=0,  5"= — li; 
les  solutions  deviennent  a/"  et  war'";  la  fraction  a  pour  valeur  — x' . 

5**  3  =  Y  =  o.  On  procède  directement  : 


60 


du          1'         3'       y' 

—              l                       X 

udc       7.x        1         a     ' 

yn 

,.c.fS'-n-\-*ij,, 

n 
X 

■*ï','=o. 

a  =  ^  =  0.  De  même 

du    ^         a-           ?'    ^   i  ^ 
a  dx           -^x^       Y^*       T^ 

jr„=.C  f  e^'''^%y''x''^ydx, 

/14 
X 

-î;.'.. 

Les  applications  des  résultats  précédents  peuvent  être  beaucoup 
multipliées;  nous  allons  en  choisir  quelques-unes  relatives  aux 
développements  en  fraction  continue  les  plus  connus.  Auparavant 
nous  ferons  deux  observations  sur  la  transformation  des  fractions 
continues. 

En  premier  lieu,  supposons  qu'on  multiplie  a,,  par  o)„_iiDn  et 
P„  par  (o„,  les  co^  étant  des  quantités  quelconques;  P„  se  trouve 

P 
multiplié  par  ù>oa>|. .  .(o»  et  Q,i  par  a>i  (03. .  .(On,  la  fraction  ^  est 

donc  simplement  multipliée  par  cOq,  ainsi  que  la  valeur  F  de  la 
fraction  continue,  si  elle  existe. 

En  second  lieu,  envisageons  trois   réduites  successives,  mais 

P       P  P 

non  consécutives,  quelconques,  ^r^,  rr^>     n-^-p-h^ ^  j^  sorte  que/? 

et  q   sont  des  entiers   positifs.  Les   numérateurs  et  les  dénomi- 
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Dateurs  satisfont  séparément  à  réquatlon 

où  Ton  a 

N  (  */i-+-l  >  pn-+-1  i  •  •  •  j  *«-»-/»>  P/i-f-/J  ) 
N  (  «n-Ki ,  Pn-+-1  ;  •  •  .  î  ^n-^p7  ^n-^p ) 

en  désignant  généralement  par  N(ai,éi;  «2)^2;  -.«î  ^h^bh)  le 
numérateur  de  la  dernière  réduite  de  la  fraction  continue  limitée 

«1 


b. 


En  réalité,  d'ailleurs,  X  et  [jl  sont  indépendants  de  7.n^i  et  pn+i- 

Cette  remarque  permet  de  former  une  nouvelle  fraction  con- 
tinue qui  aurait  pour  réduites  consécutives  les  réduites  de  la 
fraction  donnée  prises  seulement  dMntervalle  en  intervalle. 

Voici  maintenant  les  applications  : 

. o  «   _  ,     o    _  4n  — 2 

I      an—  I,   Pn— 

On  est  dans  le  cas  particulier  (3°)  avec 


donc 


Mai.'^ 


donc 


4  X 

^        X  4 


/-r 


x^{^'T^ 


'G'-i 


2    ,  /  I     a:'  \ 


,/i    x«\       e»-4-e    '  ,/3    x«\       e»-e    » 


X  .T 


/= :  =  =  itanff — r- 


On  a  le  même  résultat  en  considérant  la  fraction 

X 

2  H 


X^ 

6  -I 
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2"  Soit  la  fraction 


1 


I  ■ 


ip 


2(/>-hf)- 


I-f-  ■ 


I-f- 


a(/>  -h  a)  ■ 


avec  /?  =  I. 

Il  faut  d'abord  la  transformer. 

Prenons  les  réduites  de  trois  en  trois  à  partir  de  la  première  et 
marquons-les  successivement  des  indices  — i,  o,  i,  2,  ....  A 
partir  de  /i  =  i,  leurs  numérateurs  et  dénominateurs  vérifient 
Téquation 

Les  réduites  considérées  seront  donc  les  réduites  successives  et 
consécutives  de  la  nouvelle  fraction 


«4 


18 


d'après  l'exemple  précédent,  sa  valeur  est  e  —  2. 
3^  Soit 


37.- 1 -h 


I* 


3y?-h 


r2/>-+-6- 


3(/>-h  I)—  I  -H 


I-H 


I  -4- 


avec  /?  =  I . 
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Prenons  seulement  les  réduites  qui  correspondent  aux  termes 
marqués  d'un  astérisque  et  numérotons-les  à  partir  de  n  =  i.  On 
voit  que  ce  sont  les  réduites  successives  de  la  fraction  plus  simple 


i-7- 


a-9H T 


i.i3- 


équivalente  à 


i4 


i8- 


de  valeur  e^ — 7  d'après  ce  qui  précède. 
4**  Soit 


{p-hi)(p-i-  9.) 


, ^  _^  (/.^3)(yp-4-4) 

/?  H-  3  X 

I -f-.. 

yo  -+-  4 


Cette  fraction  est  éeale  à  — ~—  en  faisant 


P 

/=  


p  —  37-1-3 


/>  —  a*  -h  4  -^- • . 
On  est  dans  le  cas  particulier  (1")  et 

^_         X  G('2,  /?  -+-  3.  07)^ 

•^  ~  />  -h  2  G(i,  /?  -H2,  ir)' 

si  yo  est  entier,  ceci  dépend  de  e^,  comme  on  le  voit  sans  peine; 
pour  p=—i,  /=x. 
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5'*  Soil  la  fraction 


équivalente  à 

3 


3 
2  5 


3  5 


3  'A 

7 


On  est  ici  dans  le  cas  général  avec 

37=1,         ar  =  —  I,        p  =  -f         p=z  —  i^        />'=o. 
La  solution  T^  est  constante;  on  a  aussi  la  solution 


\]^  tend  vers  zéro  pour  n  infini  et,   par  suite,   la   fraction  a   une 
valeur 

^-       '0    _      ^0    »-^^      _  4       . 

6"  On  a  la  fraction 

77* 


On  est  dans  le  cas  particulier  (5*);  on  peut  prendre  pour  y  n  les 
detix  solutions 
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I* 

yf  tend  vers  zéro  et  la  fraction  a  une  valeur 

*n 


^-« -  — .1 Y^ 


*x  dx 

f=-^  =  ^^. =-.  +  — ^.i;^^^ — . 


d'où  le  développement  connu  pour    /     e  ^*  dx. 
7"  On  a  la  fraction 


I  -h 


avec  5  >  o. 

En  ne  prenant  que  les  réduites  de  deux  en  deux,  à  partir  de  la 
seconde,  on  a  d'abord  la  fraction  équivalente 


I 

1  ïï 

I  • 


s  4, 

3  5« 

■I- 


5  5> 

H-  I 


S 


ou  encore 


-^-/ 
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avec 


/  = 


1 
7s« 


2 
3-t-*  37» 


25  J_ 

5  -h  5  4  .<* 


35  7  -+-  * 

On  est  ici  daos  le  cas  particulier  (4*^)  avec 

:r'=,        />  =  !,        5=  —  I,        5'  =  —  I. 
On  a  une  solution 


une  autre  est 


'«=  — G(/i-4-a,  1,5); 

I" 

•rf  tend  vers  zéro  pour  n  infini  et,  par  suite,  /  existe  et  a  pour 
valeur 


Par  suite,  la  fraction  donnée  est  égale  à 

5      C'^e-'dt 

c^est  le  développement  connu  du  logarithme  intégral. 


SDR  UN   POINT  OE  LA  THÉORIE  DES  GROUPES  DE  TRANSFORMATIONS 
FINIS  ET  CONTINUS  ; 

Par  J.  CLAIRIN,  à  Lille. 


^M  ^2}  •••;  ^nj  ^t^  ^2i  •••»  ^h    désignant    n -hh    variables, 
soit  (G)  un  groupe  continu  de  transformations  'engendré  par  les 
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/'  transformations  infinitésimales 

0)  X,/,    X,/,     ...,    X./, 

linéairement  indépendantes;  il  peut  exister  des  fonctions 
V«,  Va,  . . . ,  Vr  de  Xi,  x^r  • . .,  X/o  5|,  52.  .  . . ,  j8a  telles  qu'on 
ait  identiquement 

V,X,/^V,X,/-4-...-+-VrX,/=o; 

je  me  propose  d'établir  que,  si  l'on  prolonge  le  groupe  (G)  jusqu'à 
un  ordre  t  suffisamment  élevé  et  si  l'on  représente  par 

les  transformations  (i)  prolongées,  h  des  variables,  J«,  5^,  . . .,  sa 
par  exemple,  étant  considérées  comme  des  fonctions  des  n  autres, 
il  n*existe  aucun  système  de  fonctions  Wj,  Wj,  ...,  Wr  de 
Xi  y  X2t  . . .,  Xny  5|,  Sa»  .  .  .,  -5a  et  des  dérivées  de  5|,  ^2,  ...  5a  par 
rapport  à  x^ ,  ^2)  . .  . ,  X/i  qui  satisfassent  à  l'équation 

(•2)  WtX','y-h  WjXt/'/H-. .  .-h  WrXi,v=  o. 

Nous  considérerons  J7i,  0:2,  . . .,  a?,,,  5|,  . . . ,  5a  comme  les  coor- 
données d'un  point  dans  l'espace  à  n -h  A  dimensions,  et,  pour 
abréger,  nous  désignerons  par  la  lettre  M^  toute  multiplicité  définie 
à  Taide  de  h  relations  permettant  d'exprimer  5|,  52,  ...,  5a  en 
fonction  de  x^y  x^^  • . .,  Xn-  En  chaque  point  d'une  telle  multipli- 
cité, les  valeurs  de  J7|,  jTs,  •.•,  Xn^  5|,  ...,  5a  et  des  dérivées 
de  5|,  52,  •  .  . ,  Zn  jusqu'à  un  certain  ordre  a  définissent  un  élément 
d'ordre  a  appartenant  à  la  multiplicité. 

Aune  multiplicité  M^  quelconque  les  transformations  du  groupe 
(G)  font  correspondre  une  famille  (F)  de  oo^  multiplicités  ana- 
logues, définies  par  un  système  d'équations 

z,  =  <p,  (a?,,  37,,  ...,  a:n  ;  ^i,  Xi,  .. .,  X;.),    • 
1     ^h  =  9a(^ii  ^î)  . ..,  a:,:  ;  X|,  X,,  ...,  X^), 

où  Xf ,  X29  •  •  •)  V  sont  des  paramètres  arbitraires. 

Désignons  par  [x/  le  nombre  des  dérivées  d'ordre  i  d'une  fonction 
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de  n  variables  et  posons,  pour  éviter  les  longueurs  d'écriture, 

t  représentant  un  nombre  entier  et  positif. 

En  écrivant  les  conditions  pour  qu'un  élément  donné  d'ordre 
t  •\-  I  appartienne  à  une  multiplicité  M^  de  la  famille  (F),  nous 
obtenons  T+A[jLf^i  équations  indépendantes,  puisque  dans 
chacune  d'elles  figure  une  quantité  que  ne  renferment  pas  les 
autres.  Imaginons  qu'on  ait  pris  t  assez  grand  pour  qu'on 
puisse  résoudre  H  des  T  premières  équations,  qui  expriment  que 
la  multiplicité  contient  l'élément  d'ordre  t  supportant  l'élément 
donné  d'ordre  ^  -+- 1 ,  par  rapport  à  z*'  des  quantités  \ ,  A2,  . .  . ,  Vi 
et  pour  qu'en  remplaçant  par  leurs  valeurs  ces  r'  quantités  dans 
les  équations  restantes  on  obtienne  T — /•'-h  Au.^_j.|  équations  indé- 
pendantes de  X|,  X.^,  ...,Xr  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
coordonnées  d'un  élément  d'ordre  t  +  i  situé  sur  l'une  des  M^  de 
la  famille  considérée. 

Ces  multiplicités  M^  sont  donc  des  intégrales  d'un  système  de 
T — ^'-h  A[Xr^.i  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  inférieur 
ou  égal  à  ^-h  I  :  ces  équations  peuvent  toujours  être  résolues  par 
rapport  aux  h^-t^K  dérivées  d'ordre  ^-f-i,  et  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  sont  liées  par  T —  /•'  relations.  Les  intégrales  d'un  pareil 
système  ne  peuvent,  dans  auctin  cas,  dépendre  de  plus  de  r'  con- 
stantes arbitraires  :  les  valeurs  initiales  de  2|,  22,  •  •  • ,  Zh  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  /,  les  valeurs  de  ces  T  quantités  satisfaisant 
àT — r'  conditions  indépendantes,  comme  il  vient  d'être  expliqué. 
Les  multiplicités  définies  par  les  équations  (3)  dépendent  de  r 
constantes  et  non  d'un  nombre  moindre  si  l'on  a  choisi  arbitrai- 
rement la  multiplicité  dont  ont  été  déduites  toutes  les  autres  à 
l'aide  des  transformations  du  groupe  (G);  i''  ne  peut  donc  être 
inférieur  à  r,  c'esl-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  nombre  fini 
de  M^  de  la  famille  (F)  (*)  qui  contiennent  un  élément  quel- 
conque d'ordre  t. 

Cela  posé,  s'il  existait  des  fonctions  W|,W2,  • . . ,  Wr  satis- 
faisant- à    la  condition  (t*),   chaque  élément  d'ordre  t  resterait  in- 

(  '  ;  Plus  exaclement,  ces   multiplicités    ne   peuvent  dépendre  de   paramètres 
variant  d^une  manière  continue. 

/ 
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variant  lorsqu'on  lui  appliquerait  toutes  les  transformations  d'un 
sous-groupe  de  (G)  dont  Tordre  serait  égal  au  nombre  des  systèmes 
linéairement  indépendants  de  fonctions  Wi,  Wa,  .  ..,  Wr  :  en 
appliquant  à  une  multiplicité  Mp  de  la  famille  (F)  les  transfor- 
mations d'un  sous-groupe  qui  laisse  invariant  un  élément  d'ordre  t 
de  cette  M^,  on  trouverait  une  infinité  de  multiplicités  delà  famille 
contenant  cet  élément,  ce  qui  est  impossible. 

La  proposition  énoncée  au  début  de  cette  Note  est  donc  dé- 
montrée. Il  en  résulte,  en  particulier,  que  le  nombre  des  inva- 
riants différentiels  d'un  groupe  de  transformations  fini  et 
continu  est  exactement  égal,  du  moins  si  V ordre  de  ces  inva^ 
riants  est  assez  élevé,  à  la  différence  entre  le  nombre  total  des 
variables,  dépendantes  et  indépendantes,  et  des  dérivées  d ordre 
inférieur  ou  égal  à  Vordre  considéré  et  Vordre  du  groupe 
donné  {^)]  cela  arrive  notamment  quand  l'ordre  des  invariants 
cherchés  est  supérieur  ou  égal  à  l'ordre  du  groupe  :  si  l'on  donne 
en  effet  à  ^  la  valeur  r,  le  système  de  T  équations  étudié  plus  haut 
peut  toujours  être  résolu  par  rapport  aux  inconnues  X, ,  X2,  . .  • ,  )^r- 

Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  à  r  transformations 
infinitésimales  linéairement  indépendantes  quelconques.  Quels  que 
soient  X|/,  Xa/,  .  . .,  X^y,  la  transformation  infinitésimale 

où  A|)  ^2}  •  •  •  7  ^-r  désignent  r  constantes,  engendre  un  groupe  à  un 
paramètre  ;  l'ensemble  de  ces  groupes  forme  un  système  de 
transformations  dépendant  de  r  paramètres  qui  permettent  de 
déduire  de  toute  M^  une  famille  de  oo'*  multiplicités  analogues.  11 
n'y  a  qu'à  répéter  ce  qui  précède  pour  montrer  l'impossibilité  de 
l'existence  d'une  relation  telle  que  (2)  dès  que  t  est  assez  grand. 


.  (^)  M.  Engel  m'a  écrit  qu'il  a  plusieurs  fois  indiqué  dans  son  Cours  ce  théorème 
dont  ni  l'énoncé  ni  la  démonstration  n'ont  été  publiés  jusqu'ici.  Diaprés  les  ren- 
seignements que  M.  Engel  a  bien  voulu  me  communiquer,  la  démonstration  qu'il 
donne  difTère  de  la  précédente. 
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de  l'Instruction  publufue  et  des  Cultes.) i5  fr. 
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dant »éparément  : 

1"  Partis  ;  Généralités.  —  Coordonnées   curvilignes.  Surjaces  minima;  1887. 

i5  fr. 

11*  Pastis  :  Les  congruences  et  les  é<f nations  linéaires  aux  dérivées  paitielles. 
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sentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  en  vue  du  grnide  de  Docteur 
es  Sciences,  du  i*''  |antier  1891  aa  3«  décembre  190U,  avec  rindicaiion  des 
riériodiques  contenant  la  plupart  de  ces  Mémoires  ou  lears  uoalyses,  ln-8 
(23-i4)  de  ii3  pages  ;  190 1 5  fr. 
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élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions  analyticpies.  3  vol.  in-8  (25- 16) 
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I"  Partie.    —   Tome   I  :    Les  fonctions  en  général.    2*  édition,  refondue  et 
augmentée.  Volume  dexvi-112  pages,  avec  6  figures;  1907 3  fr.  5o  c. 

—  Tome  II  :  Les  fonctions  analytiques;  leurs  modes  de  dé^nition  et  de  repré- 
sentation, a"  édition,  refondue  et  augmentée.  {Sous  presse.) 

II*  Partie  :   Théorèmes  d'existence.  Les  fonctions  analytiques  au  point  de 'vue 
de  Cauchjr,de  Jf'eierstrass,  de  Riemann.  Volume  de  3oo  p.;   1904 10  fr. 

-j-FRBNET,  Professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  —  Recueil 
d'exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal.  Ouvrage  destiné  aux  Candidats  à  TE- 
rote  Polytechnique,  à  l'KcoIc  Normaley  aux  Elèves  de  ces  Ecoles  et  aux  aspi- 
rants k  la  Licence  es  Sciences  mathématiques.  6*  édition,  augmentée  d'un 
Appendice  sur  les  résidus,  les  fonctions  elliptiques,  les  équations  aux  dérivées 
partte/les.  les  équations  aux  dijfféreutielles  totales^  par  H.  Laurent,  Examina- 
teur d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique.  In-8  (23-i4)f  avec  figures; 
1904 8  fr. 

^FRETCIKET  (Ch.  de),  do  l'Institut.  —  Essais  sur  la  Philosophie  des 
Sciences.  Analyse;  Mécanique.  2'  édition.  In-8  (23-i4)    1900 6  fr. 

fFREYCXMET  (Cb.  de).  —  Be  FAnalyse  infinitésimale,  Etude  sur  la  mé- 
taphysique du  haut  calcul.  2*  éd.  corrigée,  ln-8  (  23-i4  )  avec  fig.;  1881.     6  fr. 

fGARXVXER.  ~  X*eçons  de  Calcul  intégral.  in-S  (23-i4)  avec  2  pi.;  1812.     6  fr. 
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COMPTES   HENDUS   ET  ANALYSES. 


FEHR  (IL),  FLOURNOY  (Th.),  GLAPARÈDE  (Ed.).  -  Enquête  dr 

l'BNSEIGNEIIISNT  mathématique  sur  la  METHODE  DE  TRAVAIL  DES  MATHÉMA- 
TICIENS. —  I  volume  in-8",  itî5  pages.  Paris,  Gauthier- Villars;  Genève 
Georg  et  G'*,  1908. 

La  mode  est  aux  enquêtes;  quelques  journaHstes  en  vivent;  on 
fait  des  enquêtes  sur  les  sujets  les  plus  sérieux  ou  les  plus  folâ- 
tres; des  lecteurs  naïfs  y  cherchent  la  vérité;  des  philosophes 
espèrent  en  tirer  parti  pour  mieux  connaître  les  hommes. 

II  s'agit  tout  d^abord  de  bien  poser  les  questions  et  d'obtenir 
des  réponses  sincères,  puis  d'interpréter  les  réponses.  Sur  ces 
divers  points,  on  peut,  pour  ce  qui  concerne  l'enquête  dirigée  par 
M.  Fehr,  avec  la  collaboration  de  MM.  Flournoy  et  Claparède, 
avoir  toute  conBance.  Les  questions  étaient  intelligemment  posées; 
la  façon  dont  les  réponses  sont  classées,  résumées,  discutées,  ma- 
nifeste une  fois  de  plus,  chez  les  auteurs  de  l'enquête,  cette  com- 
pétence, celte  parfaite  conscience,  celte  prudence  et  cette  acuité 
dans  la  critique  que  leurs  travaux  antérieurs  avaient  déjà  permis 
d'apprécier.  Il  n'était  pas  possible  de  tirer  davantage  des  réponses 
qu'on  leur  a  envoyées.  Quant  à  la  sincérité  de  ces  réponses,  il 
serait  fort  injurieux  de  la  mettre  en  doute,  et,  d'ailleurs,  elle  se 
montre  toute  nue. 

«  Notre  étude  est  basée,  disent  les  enquêteurs,  sur  les  docu- 
ments provenant  de  plus  d'une  centaine  de  mathématiciens  appar- 
tenant, pour  la  plupart,  au  temps  présent.  »  Les  enquêteurs  ne 
disent  pas  combien  ils  avaient  envoyé  de  questionnaires;  mais  il 
suffit  de  penser  à  la  production  mathématique,  au  nombre  des 
périodiques  et  de  leurs  collaborateurs  habituels  pour  être  bien 
sûr  que  ceux  qui  ont  répondu  ne  forment  qu'une  petite  fraction 

Bull,  des  Sciences  nialhém.,  a"  série,  t.  XXXII.  (Août  191*8.)'  i5 
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de  ceux  qui  ont  été  interrogés.  Leur  qualité,  qui  a  des  degrés, 
est  excellente  et,  sans  doute,  elle  apparaîtrait  mieux  encore 
si  Ton  pouvait  tenir  compte  de  ceux  qui  ont  souhaité  que  leurs 
noms  ne  fussent  pas  livrés  à  la  publicité.  Si  même  toute  compa- 
raison de  ce  genre  n'était  pas  très  impertinente,  l'ignorance  où 
Ton  est  de  beaucoup  de  noms  ne  permettrait  pas  de  porter  quelque 
jugement  sur  la  valeur  respective  de  ceux  qui  ont  répondu  et  de 
ceux  qui  ne  Tout  pas  fait.  Ces  derniers  sont  assurément  la  très 
grande  majorité.  Est-ce  paresse,  timidité,  modestie,  oubli,  indif- 
férence ou  dédain  pour  les  enquêtes,  incapacité  ou  dégoût  de  la 
réflexion  sur  soi-même?  Voilà  un  nouveau  sujet  d'enquête,  à  la- 
quelle on  devrait,  pour  leur  apprendre,  soumettre  les  mauvais 
correspondants.  Et  si  l'on  s'adressait  à  des  physiciens,  à  des  chi- 
mistes, à  des  naturalistes,  à  des  lettrés,  à  des  artistes,  la  proportion 
de  ceux  qui  répondent  serait-elle  plus  ou  moins  forte  que  pour 
les  mathématiciens?  Cette  proportion  dépend-elle  des  diverses 
sciences,  des  arts,  voire  des  branches  d'une  même  science?  Ceux 
qui  font  de  la  Chimie  organique  réagissent-ils  mieux,  ou  moins 
bien,  à  l'interview  que  ceux  qui  s'adonnent  à  la  Chimie  minérale? 
Que  dire  des  architectes,  des  poètes,  des  musiciens,  des  peintres 
ou  des  comédiens?  Voilà  de  belles  questions. 

Revenons  à  celles  qui  concernent  les  mathématiciens.  Trop 
souvent,  le  petit  nombre  des  réponses  et  leur  variété  ne  permettent 
pas  de  tirer  des  conclusions.  S'il  semble  établi  que  la  plupart  des 
mathématiciens  aiment  la  musique  et  la  promenade  à  pied,  on 
trouve  parmi  eux  du  goût,  de  l'indifférence,  de  la  répugnance  pour 
les  spéculations  philosophiques  et  religieuses;  la  tendance  de 
celui-ci  «  ressemblerait  à  celle  de  Pascal,  un  des  plus  beaux  exem- 
plaires d'homme  vwant  et  sentant  »;  celui-là  se  proclame  pro- 
fondément antireligieux;  la  distinction  entre  les  visuels,  auditifs, 
moteurs,  etc.,  n'a  pas  été  bien  saisie;  les  uns  travaillent  le  matin, 
les  autres  le  soir;  les  uns  régulièrement,  les  autres  par  à-coups; 
certains  ont  besoin  de  silence,  d'autres  sont  aidés  par  les  bruits 
extérieurs,  par  une  musique  lointaine,  mais  pas  mélancolique;  il 
en  est  un  qui  réfléchit  en  laissant  errer  ses  mains  sur  le  piano  et 
en  chantant;  ceux-ci  ont  besoin  de  8  heures  de  sommeil  au  moins, 
celui-là  se  contente  de  6  heures.  La  plupart  pratiquent  et  recom- 
mandent la  sobriété;  un  mange  beaucoup. 
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On  ne  s'ëlonnéra  pas  de  les  voir  allribner  plus  ou  moins  d'im- 
portance à  la  lecture,  plus  ou  moins  d'avantages  ou  d'inconvénients 
à  l'érudition;  souvent,  en  lisant  la  signature,  on  peut  prévoir  la 
réponse.  On  ne  s'étonnera  pas  non  plus  si  ceux  qui  étudient  les 
travaux  des  autres  les  étudient  d'une  façon  active,  en  reconstrui- 
sant eux-mêmes  les  développements  et  les  démonstrations. 

Le  goût  des  Mathématiques  se  manifeste  habituellement  de 
bonne  heure.  L'un  de  ceux  qui  ont  répondu  et  dont  on  regrette 
de  ne  pas  savoir  le  nom  a,  sur  ce  point,  des  souvenirs  qui  re- 
montent au  temps  où  il  avait  trois  ans  et  demi. 

Un  point  qui  se  rattache  à  cette  précocité  des  grands  mathéma- 
ticiens, et  sur  lequel  il  aurait  été,  je  le  reconnais,  quelque  peu 
délicat  de  les  interroger,  n'a  pas  été  touché  par  l'enquête  :  A  quel 
âge  ont-ils  eu  leurs  idées  maîtresses?  Mon  frère  (mais  il  ne  parlait 
que  des  morts)  soutenait  volontiers  qu'ils  avaient  toujours  été  en 
possession  de  ces  idées  avant  3o  ans;  assurément,  il  n'enlendait 
pas  par  là  qu'après  cet  âge  de  3o  ans  un  Euler  ou  un  Lagrange 
n'avait  plus  rien  fait  de  bon,  mais  qu'ils  avaient  surtout  développé 
les  consé(|uences  de  leurs  grandes  découvertes. 

Une  autre  question  fort  intéressante  est  celle  de  l'hérédité.  Il  y 
a  eu  des  familles  de  mathématiciens,  cela  n'est  pas  douteux;  mais 
les  enquêteurs  reconnaissent  qu'il  est  bien  diTHcile  de  tirer  des 
réponses  qu*ils  ont  reçues  quelque  renseignement  précis;  le  fait 
d'avoir  en  un  fils,  un  cousin  ou  un  neveu  reçu,  par  exemple,  à 
l'École  Polytechnique  constitue  un  document  insuffisant;  l'apti- 
tude à  apprendre  des  Mathématiques  est,  à  ce  que  je  crois,  assez 
commune;  et  Fhabileté  des  maîtres,  des  entraîneurs,  est  si  grande, 
qu'ils  font  réussir  aux  concours  des  jeunes  gens  chez  lesquels 
cette  aptitude  est  fort  médiocre.  Quant  à  la  faculté  créatrice,  que 
les  concours  n'ont  pas  la  prétention  de  mettre  en  lumière,  elle  est 
trop  rare  pour  qu'on  puisse  espérer  recueillir  beaucoup  de  faits 
probants.  Sans  compter  que  cette  faculté,  là  même  où  elle  existe, 
ne  se  manifeste  pas  toujours  :  elle  reste  en  puissance,  elle  ne 
passe  pas  à  l'acte.  Le  milieu  n'a  pas  été  favorable  ;  les  circonstances 
où  elle  se  serait  développée  ne  se  sont  pas  produites.  Il  est  certain 
que,  dans  notre  système  d'éducation,  avec  nos  mœurs,  le  talent 
mathématique  a  moins  de  chance  de  se  développer  chez  les  femmes 
que  chez  les  hommes,  et  cette  simple  remarque  me  semble  enlever 
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beaucoup  de  valeur  aux  observations  diaprés  lesquelles  ce  talent 
viendrait,  comme  le  voulait  Mobius,  du  côté  paternel.  Les  réponses 
à  l'enquête  sont,  toutefois,  favorables  à  celte  opinion  de  Môbius. 
Les  questions  relatives  à  la  découverte,  à  la  part  du  hasard,  de 
rinspiration,étaientassurémentdes  plus  intéressantes.  M.  Flournoy 
se  plaint  du  laconisme  des  réponses.  Il  observe  d^ailleurs  que  les 
mots  hasard,  inspiration  sont  fort  élastiques,  et  cela  explique 
«  que  le  rôle  du  hasard  puisse  être  jugé  tantôt  considérable,  tantôt 
insignifiant  ou  même  nul,  selon  qu'on  pense  au  hasard  des  ren- 
contres extérieures  (conversations,  lectures,  etc.)  ou  au  hasard 
interne  du  cours  des  idées,  lequel  naturellement  n'est  fortuit 
qu'en  apparence  et  se  ramène  en  réalité  soit  à  l'efiet  du  travail 
intérieur,  soit  au  facteur  imprévisible  de  l'inspiration  ».  Si  laco- 
niques qu'aient  été  les  réponses,  il  est  remarquable  qu'elles 
s'accordent  assez  bien  avec  les  conclusions  que  M.  Poincaré  a 
développées  dans  sa  conférence  à  l'Institut  psychologique  :  La 
découverte  est  toujours  précédée  par  un  grand  effort  de  pensée 
qui  souvent  est  long  et  paraît  infructueux;  elle  surgit  parfois, 
comme  une  illumination  soudaine,  avec  un  caractère  de  certitude 
qui  trompe  rarement,  alors  qu'on  ne  croit  pas  penser  au  problème 
posé;  n'importe  quand,  à  la  promenade,  pendant  une  lecture,  une 
conversation,  assez  fréquemment  au  réveil.  Il  s'agit,  bien  entendu, 
non  des  résultats  d'un  calcul,  mais  d'une  idée  directrice,  d'une 
méthode,  d'un  choix  heureux,  d'un  rapprochement,  d'une  clef 
qui  va  sûrement  ouvrir  la  porte  devant  laquelle  on  a  épuisé  ses 
efforts.  Le  travail  conscient  n'est  pas  fini;  il  reste  à  suivre  l'idée, 
à  en  développer  logiquement  les  conséquences.  La  réalité  d'un 
travail  inconscient,  qui,  chez  quelques-uns,  aboutit  à  la  décou- 
verte, n'en  est  pas  moins  mise  hors  de  doute.  Les  réponses  néga- 
tives ne  valent  pas  contre  les  observations  positives  d'un  grand 
nombre  de  mathématiciens  éminents,  contre  celles  de  M.  Poincaré 
en  particulier.  Le  travail  inconscient  peut  très  bien  se  produire 
chez  ceux  même  qui  n'ont  jamais  rien  trouvé  qu'en  y  pensant 
consciemment,  puisque,  aussi  bien,  le  travail  inconscient  ne  peut 
être  observé  directement.  Beaucoup  d'autres  observations  con- 
duisent à  affirmer  ce  travail^  mais  il  est,  à  coup  sûr,  intéressant  de 
le  constater  nettement  dans  la  recherche  mathématique  et  d'en 
connaître  quelques  conditions  et  quelques  caractères.  Dure-t-il 
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longtemps?  persîste-t-il?  Intervient-il  dans  les  cas,  assez  fréquents, 
où  un  mathématicien  qui  a  abandonné  le  problème  sur  lequel  il 
s'est  vainement  acharné,  qui  Ta  presque  oublié,  reprend  ce  pro- 
blème avec  des  forces  nouvelles  et  en  vient  à  bout?  Est-il  plus 
intense  dans  la  jeunesse  que  dans  l'âge  mur?  Les  enquêteurs 
voudraient  sans  doute  en  savoir  bien  davantage  :  ils  ne  sont  pas 
les  seuls.  Bien  étranges  sont  les  prolongements  et  les  dessous 
mjrstérieux  de  la  pensée;  mais  cette  pensée  est-elle  moins  étrange 
lorsqu'elle  est  pleinement  consciente  et  n'a-t-elle  plus  de  quoi 
s'étonner  d'elle-même? 

Faut-il  parler  des  rêves,  sur  lesquels  M.  Maillet  avait  déjà  fait 
une  enquête  (*)?  La  pauvreté  intellectuelle  des  rêves  est  chose 
banale;  ils  sont  assurément  plus  riches  en  sensations  :  les  sen- 
sations de  tension,  d'effort,  de  fatigue,  de  joie  dont  s'accompagne 
le  travail  intellectuel,  son  insuccès  ou  sa  réussite,  peuvent  très 
bien  y  trouver  place  et  se  mélanger  avec  des  impressions  visuelles, 
calculs  ou  figures,  d'un  caractère  mathématique.  Mais  il  faut  se 
défier,  comme  l'a  montré  M.  Foucault,  de  la  façon  dont  tout  cela 
se  déforme  et  s'organise  au  réveil  et  dans  le  souvenir. 

Les  excellents  conseils  aux  jeunes  gens  ne  manquent  pas  : 
écouter  de  bons  professeurs,  étudier  les  grands  maîtres,  ne  lire 
que  des  chefs-d'œuvre,  acquérir  des  connaissances  dans  les  bran- 
ches les  plus  diverses  des  Mathématiques;  prendre  un  sujet  spécial, 
le  plus  à  son  goût,  et  qui  ne  soit  pas  épuisé;  poursuivre  quelque 
problème  par  ses  propres  forces;  ne  pas  faire  de  Mathématiques 
si  l'on  n'en  est  pas  épris  et  si  Ton  ne  veut  pas  se  contenter  de 
rester  pauvre  dans  les  biens  de  ce  monde;  travailler  sérieusement, 
publier  peu;  ne  pas  trop  écrire  si  Ton  n'est  pas  Abel  ou  Galois; 
ne  pas  négliger  son  devoir  professionnel;  ne  pas  trop  fumer; 
avoir  du  génie;  pratiquer  sur  soi-même  la  règle  de  la  division  eu 
moyenne  et  extrême  raison.  J.  T. 

^  ■    ■  — 

(')  Bulletin  de  la  Société philomathique,  190G. 


■qQ'g^  I 
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MÉLANGES. 


DÉTERMINATION  ET  INTÉGRATION  D'UNE  CERTAINE  CLASSE  D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  AYANT  POUR  POINT  SINGULIER  UN  CENTRE  ; 

Par  M.  Henri  DULAC. 


1.  Étant  donnée  une  équation  difierenlielle 

(1)  Y(x,y)  dy  -^XÇx.y)  dx  =  o, 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  de  X  et  de  Y  holomorphes  et  nulles 
pour  a;  =  o,  j^  =  o,  mais  ayant  des  ternies  du  premier  degré  en  x 
et  y,  on  sait  qu'en  général  cette  équation  peut,  au  moyen  d'un 
changement  linéaire  de  variables,  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  (x-i- ...)  dy -^{—"ky -{- .  ..)dx  =  0, 

où  nous  n'écrivons  dans  les  quantités  entre  parenthèses  que  les 
termes  du  premier  degré  en  x  et  y.  Le  cas  où  X  est  un  nombre 

rationnel  négatif  (\  =  —  -  1  offre  un  intérêt  particulier  (•).  Si 

nous  cherchons  à  mettre  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2) 
sous  la  forme  ^{x,y)  :=  C,  ^{x^y)  vérifie  l'équation 

(3)  (^^  +  ...)g=(;,^H....)g. 

On  peut  essayer  de  vérifier   cette   équation  au  moyen   d'une 
fonction  o  holomorphe  et  nulle  pour  x=y  =  o  et  dont  les  termes 


(')    PoiNCAUK,    Journal    de    Mathëmaùiques,    i885,    p.    170.    —    Bendikson, 
Stockholm   0/versi^U,    iScjS.    —    Dulac,    Journal  de   l'École   Polytechnique, 

1903,     p.     21. 
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de  moindre  degré  se  réduisent  à  xPy^.  On  ne  rencontre  de  diffi- 
culté que  lorsqu'on  arrive  à  la  détermination  du  coefficient  du 
terme  en  x^Py^^,  En  général,  on  est  alors  arrêté  par  une  impos- 
sibilité. Si  une  condition  est  vérifiée,  il  n*en  est  pas  ainsi  et  Ton 
peut  prendre  arbitrairement  ce  coefficient.  Les  mêmes  circon- 
stances se  présenteront  ensuite  pour  le  terme  x^Py^^^  pour  le 
terme  :r*^^*^,  etc.  Ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  où  une  infinité 
de  conditions  sont  vérifiées  que  (3)  admet  une  solution  de  la 
forme  indiquée.  Il  ne  passe  alors  par  l'origine  que  deux  intégrales 
de  l'équation  (i).  On  est  dans  le  cas  d'iin  centre  (').  Si,  au  con- 
traire, les  conditions  dont  nous  avons  parlé  ne  sont  pas  toutes 
vérifiées,  on  est  dans  le  oasd'unyby<?r;  étant  donnée  une  valeur  a^o, 
on  peut  prendre  une  infinité  de  valeurs  initiales  j/'o  et  faire  tendrez: 
vers  o  de  telle  manière  que  l'intégrale^  {x)  relative  à  ces  valeurs 
initiales  ar©,  yo  tende  vers  o  avec  x,  La  distinction  théorique  entre 
un  centre  et  un  foyer  est  ainsi  très  nettement  établie,  mais  il 
n'est  pas  toujours  possible  de  décider,  dans  la  pratique,  laquelle 
des  deux  circonstances  se  présente.  Tout  d'abord,  les  conditions 
successives  dont  nous  avons  parlé  deviennent  rapidement  très 
pénibles  à  former.  En  second  lieu,  si  X  et  Y  sont  quelconques, 
ces  conditions  en  nombre  infini  sont  toutes  distinctes  :  en  effet, 
dans  les  conditions  successives  qu'on  rencontre  interviennent 
des  coefficients  de  termes  de  degrés  de  plus  en  plus  élevés  de 
X  et  Y.  Il  est  donc  impossible,  si  les  coefficients  des  dévelop- 
pements de  X  et  Y  sont  quelconques,  de  décider,  au  bout  d'un 
nombre  fini  d'opérations,  si  Ton  est  ou  non  dans  le  cas  d'un  centre. 
Il  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi  lorsque  les  coefficients  de 
X  et  Y  présentent  entre  eux  des  relations.  En  particulier,  si 
X  et  Y  sont  des  polynômes  de  degré  donné,  le  nombre  des  condi- 
tions distinctes  pour  qu'il  y  ait  centre  est  nécessairement  fini. 
Il  est  facile,  en  eff*et,  de  former  des  équations  de  la  forme  (i)  où 
X  et  Y  aient  le  degré  donné  et  pour  lesquelles  l'origine  soit 
centre.  Il  existe  donc  des  systèmes  de  valeurs  attribués  aux 
coefficients  des  polynômes  X  et  Y,  systèmes  tels  que  toutes  les 
conditions  pour  qu'il  y  ait  centre   soient  vérifiées.  Le  nombre 


(*)  J'emploie,  comme  je  l'ai  indiqué  dans  le  Mémoire  cité,  le  mot  centre  avec 
un  sens  plus  étendu  que  celui  employé  d'abord  par  M.  Poincaré. 
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des  conditions  distinctes  est  donc  fini  {^),  On  peut,  par  suite, 
se  proposer  de  reconnaître  si  une  écjiiation  (i)  donnée  admet  ou 
non  un  centre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut,  en  se  donnant 
le  degré  de  X  et  Y,  se  proposer  de  former  toutes  les  équations 
pour  lesquelles  l'origine  est  un  centre.  Ce  problème,  dont  il  ne 
semble  pas  possible  de  donner  une  solution  générale,  présente 
déjà  d'assez  grandes  difficultés  de  calcul,  lorsqu'on  se  donne  la 
valeur  X  =  —  ->  ainsi  que  le  degré  n  de  X  et  Y.  Je  me  propose 
de  montrer  ces  difficultés  (^)  en  traitant  complètement  le  cas  où 
l'on  aX=  —  I  (')etn  =  2,  cas  où  les  calculs  paraissent  pourtant 
devoir  être  plus  simples  que  dans  les  autres  cas. 

J'ai  pu  montrer  que  toutes  les  équations  considérées  pour 
lesquelles  Vorigine  est  centre  sont  de  tune  des  formes  indi- 
quées au  n°  7.  Chacune  des  formes  d'équation  contient  un  certain 
nombre  de  coefficients,  qui  peuvent  prendre  n'importe  quelles 
valeurs  sans  qu'on  cesse  d'avoir  un  centre. 

Je  montre  de  plus  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  Fintégration 
de  inéquation  peut  se  faire  en  termes  finis.  Cette  circonstance 
présente  un  certain  intérêt,  parce  que,  en  dehors  de  l'intégration 
formelle  qu'elle  fournit  de  certains  t^pes  d'équations,  il  est  remar- 
quable de  constater  que  les  conditions  pour  qu'il  y  ait  centre 
entraînent,  si  elles  sont  vérifiées,  l'intégration  dé  Téquation.  11  ja 
une  coïncidence  curieuse  au  premier  abord,  mais  cependant  expli- 
cable entre  certains  des  cas  examinés  et  les  cas  où  des  circonstances 
particulières  permettent  l'intégration  de  l'équation  au  moyen  des 
méthodes  données  par  M.  Darboux  (*). 


(*)  Voir  Painlevb,  Encyclopàdie  der  mathematischen  Wissenscha/len,  II, 
A4  0ï  Noie  113,  p.  220. 

(>)  Des  difficullés  du  même  genre  se  présentent  lorsque,  considérant  une  équa- 
tion (i)  où  les  termes  de  degré  minimum  de  X  et  Y  sont  de  degré  q,  supérieur 
au  premier,  on  cherche  dans  quel  cas  l'intégrale  générale  de  l'équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

où  A„  A,,  . . .,  A  sont  des  fonctions  holomorphes  et  nulles  pour  j?  =  o,  y  =  o. 
Voir  les  Mémoires  que  j'ai  publiés  :  Journal  de  l'École  Polytechnique,  1903, 
p.  gS;  Annales  de  Grenoble^  igoS,  p.  18. 

(*)  Le  cas  de  X  =  —  i  offre  un  intétét  particulier.  C'est  son  étude  qui  a  donné 
naissance  à  la  dénomination  de  centres  et  à  leur  théorie. 

(*)  Bulletin  dm  Sciences  mathématiques,  1878,  Mclangos. 
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Le  problème  que  nous  examinons  nous  donne  un  nouvel  exemple 
d^inlégralion  d'une  catégorie  d'équalions  formées,  non  en  vue  de 
salisfaire  à  une  méthode  d*intégralion  donnée,  mais  seulement  en 
vue  de  vérifier  des  conditions  analvlîqucs  données. 

Si,  considérant  le  cas  de  l'équation  (a)  où  X  et  Y  sont  des 
polynômes,  on  se  demande  quelle  conséquence  relative  à  ce  cas 
général  on  peut  tirer  de  l'étude  du  cas  particulier  que  nous  avons 
traité,  il  paraîtra  probable  que,  dès  que  le  degré  de  X  et  Y  dépasse 
le  second,  la  formation  et  la  résolution  des  équations  exprimant 
qu^'l  j  a  centre  sont  pratiquement  irréalisables,  à  moins  que  le 
problème  ne  puisse  être  abordé  par  une  tout  auti*e  méthode  que 
celle  employée. 

2.  Écrivons  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(  4  )  {ax-hby-^,.,)cly=i  (a'x  -h  by -^  .. .)  dx. 

On  sait  que,  si  la  forme  quadratique 

(5)  (ax -h  bjr) jr  -^ ( a' X -^  by) X 

est  le  produit  de  deux  facteurs  linéaires  xr  +  !V»  T^  ~^"  V»  ^^  ^^ 
l'on  fait  le  changement  de  variables 

(6)  a?'=flLr-hftr,        y=Yar-+-8>^, 
l'équation  devient 

(X,  x'-^  ,..)dy=^  (X,y-f-. . .  )  dx\ 

)v|  et  Xa  étant  les  deux  racines  de  Téquation 

(7)  X«—  (a  -+•  ^')  X  -h  a6'—  *a'=  o. 

Nous  nous  proposons  de  considérer  le  cas  particulier  où  le 
rapport  des  deux  racines  de  cette  équation  est  égal  à  —  i.  On  a 
a  +  b^=o.  Nous  supposerons,  bien  entendu,  en  même  temps  que 
la  forme  (5)  ne  soit  pas  un  carré  parfait,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  Téquation  (7)  n'ait  pas  ses  deux  racines  égales  à  o. 
Il  faudra  donc  qu'on  ait 

a  =   --  b',         a-  -h  ba'  /■  o. 
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Nous  ol)lcnons  alors  Téqualion 

(8)  (ar'-4-  ...)dy-^  (r'-t-  .,.)dx'=  o. 

La  mclhode  suivie  s'applique  aussi  bien  au  cas  de  racines  X|,  Xs 
réelles  qu'an  cas  des  racines  imaginaires. 

Si  l'on  a  une  équation  à  coefficients  réels  et  qu'on  ne  veuille 
employer  que  des  changements  de  variables  réels,  on  pourra,  dans 
le  cas  où  les  racines  de  (7)  sont  imaginaires,  ramener  l'équation  (4) 
à  la  forme 

(9)  (y -+-  . . .  )  dy-\-  (a?' -h  ,..)dx'  =  o 

employée  par  M.  Poincaré.   Il  suffira  de  prendre  pour  cLX-^^y 
et  ya? -f- Sj^  deux  facteurs  imaginaires  conjugués  de  (5)  et  de  poser 

a?' -4-  ly  =  aar  -4-  P/,         x'  —  iy'  =  ya:  -h  0/. 

Ce  changement  de  variables  peut  également  êlre  employé  dans 
tous  les  cas;  mais,  s'il  semble  indispensable  d'employer  la  forme 
d'équation  (9)  pour  étudier  les  intégriiles  réelles,  il  nous  sera  plus 
commode,  pour  les  résultats  que  nous  avons  en  vue  et  qui  sont 
relatifs  à  la  forme  analytique  de  l'intégrale  générale,  de  nous  ser- 
vir de  la  forme  d'équation  (8).  Pour  déduire  drs  résultats  relatifs 
à  cette  équation  des  conséquences  relatives  à  (9),  nous  n'aurons 
qu'à  remplacera:'  par  x'  -\-  iy  et  y  par  a?' — iy  (*). 

Si  nous  considérons  maintenant,  comme  nous  Favonsdit,  le  cas 
où  les  coefficients  de  dy  et  de  dx  sont  des  polynômes  du  second 
degré,  nous  voyons  que,  le  changement  de  variables  indiqué  étant 
fait,  nous  pouvons  prendre  l'équation  sous  la  forme 

(10)  (x-h  a'y-H  b'xy-h  c'x^)dy  -h  {y  -hax^-i-  hxy  -H  cy^)dx'=i  o. 

Nous  allons  chercher  à  déterminer  tous  les  syslcmes  de  valeurs 
de  a,  6,  c,  a',  6',  d  tels  qu'on  ait  un  centre,  c'est-à-dire  tels  que 

(')  Le  cas  signalé  par  M.  Poincaré  {Journal  de  Mathématiques,  i8S5,  p.  198; 
voir  aussi  LurouNOFF,  Annales  de  Toulouse,  t.  XIX,  1907,  p.  353),  cas  où  l'é- 
quation (9)  a  nécessairement  un  centre  à  l'origine,  revient,  si  l'on  emploie  la  forme 
d'équation  (8), 

[a?'-+-/(a7',y)]  ûiy-f-[y-+-9(j:',y)]  û?j?'  =  o, 

au  cas  où  l'on  a  /(x, ^)  ^  -f  {y,x).  Nous  rencontrerons  ce  cas  au  n"  «. 
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réqualion  aux  dérivées  partielles 

(n)      {x-h  a'y^-^b'xy  -^c'a;^)  -^  =  {y-h  ax^-h  bxy -^  cj'^)-r- 

puisse  élre  vérifiée  par  un  développemeol  de  la  forme 

(12)  ?  =  ay^-+-?3(ar,J^)-i-<p4(ar,7)-h..., 

^3,  Ç4,  . . .  étant  des  polynômes  en  a:  et  j^  homogènes  et  de  degré 
égal  à  Tindice.  Eu  cherchant  les  conditions  nécessaires  pour  qu'il 
y  ait  centre,  nous  pousserons,  suivant  les  cas,  le  calcul  jusqu^à  la 
détermination  des  termes  de  o^  ou  de  Og.  Les  conditions  ainsi 
obtenues  seront  suffisantes,  comme  nous  le  vérifierons  par  l'inté- 
gration. 

Remarquons  que,  sans  changer  la  forme  de  l'équalion  (lo),  ni 
la  forme  de  l'intégrale  générale  (12),  nous  pourrons  remplacer  x 
par  hx  ely  par  ky.  L'équation  (10)  devient 


(i3) 


a:-4-  (  —. —  y^-h  b'kxy  -^c' hx^j  dy 
-h  (  y  -t — T-  ^*  -+-  hhxy  4-  ck^y"^  \  dx  -=^0. 


On  voit  immédiatement  que,  si  dans  (12)  deux  coefficients  sont 
différents  de  o,  on  peut,  en  choisissant  convenablement  h  et  A*, 
faire  en  sorte  que  les  coefficients  correspondants  de  (i3)  soient 
égaux  à  I.  Cette  remarque  nous  servira  dans  la  suite  à  simplifier 
certains  calculs.  On  pourrait  employer  également  la  substitution 
A^hxk  X  et  de  hy  ky  pour  établir,  a  priori,  la  forme  des  condi- 
tions pour  qu'il  y  ait  centre.  On  se  servirait  de  considérations 
d'homogénéité  en  attribuant  à  6  et  a,  par  exemple,  les  dimensions 
respectives  A,  h^  A"~*. 

3.  Recherche  des  différents  types  d^  équations  pour  lesquelles 
il  y  a  centre.  —  L'équation  (i  i)  s'écrit 

^  -r  --y  :r  =  (ax^-^bxy-^cy^)  -£  —  (a'y^  -^  b' xy  -^  a' x^)  --?  • 

(JX  ^y  j  QJL 

Le  polynôme  ^ 3  est  déterminé  par  la  relation 

X  -^  —y  -Si  =  (aa7*H-  bxy  -h  cy-)  x  --{a'y^^^  b'xy  -^  c'x^)y, 
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d'où 

Nous  avons  ensuite 

(^)x^--y^  =  (ax*-^bxy-^cy^)^--(ay^^b'xy-^&x^)^-^. 

Le  premier  membre  de  (i4)  ne  contient  pas  de  terme  en  x^y^^ 
il  doit  donc  en  être  de  même  du  second.  On  obtient  ainsi  la 
condition 

(i5)  bc^b'c'. 

On  remarquera  la  svmétrie  qui  se  présente  dans  les  calculs  :  les 
deux  derniers  termes  de  03  se  déduisent  des  deux  premiers  en 
permutant  x^  a,  6,  c  respectivement  avec  y,  a\  6',  d\  les  deux 
produitsqui  sont  dans  le  second  membre  de(i4)  se  déduisent  Tun 
de  Tautre  par  la  même  règle.  Cette  remarque  simplifie  les  calculs 
et  permet  des  vérifications. 

Distinguons  maintenant  les  cas  suivants  : 

1"  On  a  cd  ^o.  On  peut  alors,  d'après  ce  qui  a  él«î  dit,  faire 
C  =  i,  c'=i  ;  on  aura  b=:^b\  Nous  écrivons  l'équation  sous  la 
forme 

(A)       (rF-+-rF*-4-  |jia?K-+-  by^)  dy  -^  { y  -¥ y^  +  \l^xy -^  ax*)dx  =  o. 

2"  On  a  c  =  Oj  c'yéo.  Il  en  résulte  qu'on  a  b'=o.  Nous  écri- 
rons l'équation  sous  la  forme 

(  B)  (a?  -+T  a?» -h  a'y^)  dy  -^iy-^-  ax^ -h  bxy^  dx=zo. 

En  permutant  le  rôle  de  x  et  de  j^,  nous  considérerons  en  même 
temps  le  cas  où  l'on  a  c  7^  o,  c'=  o,  6  =  o. 
3"  On  a  c  =  o,  c'=  o.  L'équation  s'écrit 

(G)  (ar  -h  a!y^-^  b'xy)dy  -H  (^  -+-  aar* 4-  bxy)  dx  —  o. 

Examinant  ensuite  chacun  des  trois  types  d'équation,  nous 
allons  chercher  quelles  sont  les  nouvelles  relations  qui  doivent 
être  vérifiées  pour  qu'il  y  ait  centre.  Nous  serons  obligés  de  refaire 
pour  chacun  de  ces  cas  des  calculs  analogues.  On  pourrait  penser 
qu'il  y  a  avantage  à  faire  une  fois  pour  toutes  ces  calculs  avec  une 
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équation  du  lype  général  (lo).  Il  m^a  semblé  r|u^il  élait  plus  court 
et  plus  sûr  de  traiter  séparément  chacun  des  trois  cas  :  dans  cha- 
cun d'eux  se  présentent  des  simplifications  que  ne  comporte  pas 
le  cas  général. 

Nous  remarquerons  que,  pour  les  équations  (A.),  (B),  (C),  le 
coefficient  du  terme  en  x^y^  dans  04  peut  être  pris  arbitrairement; 
il  en  sera  de  même  pour  le  terme  en  x^y^  si  une  nouvelle  condi- 
tion est  vérifiée,  et  ainsi  de  suite.  Nous  pourrons  toujours  prendre 
ces  coefficients  arbitraires  égaux  à  zéro.  J'ai  démontré  en  effet 
{Journal  de  V École  Polytechnique,  igoS,  p.  aa)  que  les  valeurs 
qu'on  peut  donner  à  ces  constantes  arbitraires  nMnterviennentpas 
dans  les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  qu'on  ait  un 
centre.  Cette  remarque,  bien  que  n'étant  pas  indispensable,  abrège 
des  calculs  déjà  suffisamment  longs. 

4.  Équations  du  type  (A).  —  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (A)  est  donnée  par 

^ 5I -.r  ^  =  (.r*  +  f^arj^ -4- aa?»  )  jjî -.  (ar« -4- txa^j^ -+- 6^«  )  j| . 

Nous  avons 

En  posant  ensuite 

a  =  a(HL-i),        6  =  P(|x-i), 
nous  obtenons  successivement 

-l-[aP(fJi  — 1)  — aa  -f-  \  —  Z\a,]x*y^ 
H-  [«PC fx -1)  —  51P-+-1  —  3tJiJ  a?V* 

fx-3-P(;x-^3)  P'(u-,)^P(|x-3) 

f  0  est  ensuite  donné  par  l'identité 
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en  remarquant  que  le  second   membre  ne  doil  pas  contenir  de 
terme  en  x^y^^  on  obtient  la  condition 

(,^  _  P^)  (|x  —  I)  {i(2îA -h  0  (a  -  P)  =  o, 

qui  revient  à 

(jx  —  a)  fi(2{jn-i)(a  —  ô)  =  o. 

Suivant  que  nous  annulons  l'un  ou  l'autre  des  quatre  facteurs 
du  premier  membre  de  cette  équation,  nous  obtenons  les  quatre 
catégories  suivantes  d'équations,  pour  lesquelles  il  peut  y  avoir 
centre  : 

I <*  a=:  b.  On  a  l'équation 

(Aj)     (iF-+-ar*-H  \ixy  -\-  ay^) dy  -^(y  -h^'-H  \i-xy  -^  ax^)dx  =  o. 

2?  jx=  2.  On  a  l'équation 
(A,)     (a?-i-a7«-4-  ixy  -t-  by^)dy  -\-  {y  -hj'^-H  ixy  ■+■  ax^)  dx  —  o. 

3"  [X  =  o.  On  a  l'équation 

(A3)  {ar-f-iF*-i-  by^)  dy  -+-0'-h^*-h  ax^)dx  =  o. 

4"*  2jjL  4-  1  =  o.  On  a  Téqualion 
(A4)   (  ar-hiF* ^  -\-  by^  )  dy  -^  (^H-J*—  ^  -^  ax^\  dx  =  0. 

Si  Ton  continue  les  calculs  pour  (  A|),  (A2),  (Aj)  et  si  l'on  dé- 
termine 07  et  Og)  on  voit  qu'aucune  nouvelle  condition  ne  se  pré- 
sente dans  lu  détermination  de  Og.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour 
l'équation  (A'^);  pour  qu'on  puisse  déterminer  Og,  il  faut  qu'on 

ait  ab  =  7- 

4 

En  changeant,  dans  A^,  x  'en  [2a?  et  ^  en  2j^,  nous  pourrons 
écrire  cette  équation  sous  la  forme 

(A4)     (x  -h  ix^  —  xy  -h  by^)dy  -+-(jK  -H  2^* — xy  -^  ax^)dx  =  o, 

avec  la  condition 

aô  =  I. 

5.  Equations  du  type  (B).  —  L'équation  est 

{x  -\-  x^-\-  a'y^)dy  -\-(y  -\~  ax^-h  bxy)dx  =  o. 
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Nous  pouvons  dislingiier  les  deux  cas  suivants  : 
1®  a'=  G.  On  a  l'éqiialion  linéaire  eny 

(Bj)  {x  ~h  x^)  dy -\- (y -\- ax^-h  ùx}^)  dx  =  o. 

2"  rt'péo.  Ou  peut  alors,   comme  nous   l'avons  dit,  supposer 
rt'z=  I,  et  Ton  a  Tëquation 

{x  -h  x^-+-jr^)djr  -h{y'h  ax^-^  bxy){ix  —  o. 
En  opérant,  comme  précédemment,  on  obtient  successivement 

?3=   -r--H(6-l)a?«^-  Y' 

Ç5  =  (6  —  2)    —^ — -. -x^-h' Y -x^y-^ax^jr^  —  'xx^y^-i-'^    . 

Pour  qu'on  puisse  déterminer  Ço(^,^),  il  faut  qu'on  ait 

de  là  les  cas  suivants  : 

(a).   On  a  hz=9..  L'équation  devient 

(Bj)  (a:  H-  x^-\-y^)  dy  -{- (y -h  ax^-^  ■ixy)dx  =  o. 

0).   On  a  b  =  o.  L'équatîon  devient 

(B3)  {x  -^-x^-hy^)  dy  -{-{y  -{-  ax^)dx  =  o. 

(y).   On  a  b  =  — ^7-  Si  l'on  fait  b  =  —  -  dans  les  expressions 

déjà  obtenues  pour  ^3,  ©4,  05,  et  si  Ton  calcule  y»  etcpï,  on  trouve 
que  la  condition,  pour  que  cpg  existe,  est 

a  =  o. 

En  changeante?  en  2X  ely  en  y  yZ  dans  l'équation  obtenue,  on 
obtient  l'équation 

(B4)  (x-h2x^-hy^)dy'h(y  —  xy)dx=io. 

6.  Equations  du  type  (C).  —  On  a  l'équation 

ôx       -^  Oy       ^  -^  '  dy       ^  -^  '  Ox 
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On  obtient 

9j=  -- — z ^a:»-+-  -i ^i ' x^y  •+-  b( CM  —  3bb')  x*y^ 

■^b'(aa'-'^bb')x^y^-^b'(b'*-ba)xy^-^  ^ilÈ£plÈll jrK 

En  cherchant  à  calculer  <j?0y  on  obtient  la  condition 

d*où  les  trois  cas  suivants  : 

1®  On  a  bb'yéo.  On  peut  alors  supposer  6=1,  b'=i;  on  a 
alors  a  =  a'  et  l'équation  devient 

(  Cl  )  (x-hxjr  -^  ay* )  dy  -^  {y  -^  xy  -\-  ax^  )dx  =  0. 

2"  On  a  6'=  o,  6p^o.  On  a,  par  suite,  a'=o,  et  Téquation 
devient 

(Cj)  xdy  '^-{y-^-xy  -^  ax^^dx  =  0, 

En  permutant  les  rôles  de  a?  et  dej/-,  nous  considérerons  comme 
rentrant  dans  ce  cas  le  cas  où  Ton  a  b  =  o^  b^^é  o. 
3®  On  a  6  =  o,  b'=  o.  On  obtient  Téqualion 

(Ca)  (X'^a'y*)dy'^(y'^ax^)dx=::o, 

7.  Classement  des  équations  obtenues.  —  Écrivons,  avec  de 
légers  changements  dans  les  notations,  les  onze  équalions  ob- 
tenues : 


(A 
(A 
(A 
(A; 


(Bi 
(B« 
(B, 

(B4 
(G, 
(C, 
(C3 


(a?  H- 07»-+-  iJixy-\-ay^)dy-h(y'i'y^'h  \»-xy  -^  ax^)dx  =  o, 
(a?-+-ar'H-2iFX-4-  by^)dy  ->r(y'^y^-^ixy-^ax^)dx:==o, 
{x-^x^-^  by^)dy  -^iy -^y^-h  ax^)  dx  =  o, 

(x-^ax* — xy-{-  hy^)  dy  -h  (y  -^^y^  —  ay-h  ax^)dx  =  o 

(avec  a6  =  I), 
{x'^x^)dy  -h(y-i-ax^-hbxy)dx  =  o, 

(x -^- x^ -h y^ )  dy  -^-iy-h  ax^-^-  '2xy)dx  =0, 

(x-^x^-hy^)dy  -^(y-^ax^)dy  =  o, 

(a?-+- 2ar*-+-7*)fl[^       -h(y  -^xy)dx  =  o, 

(x -h  xy -h  ay^)  dy  •+- {y -h  xy -i- ax^)  dx  =0, 

X  dy  -4-  (jK  -H  ^J^  -H  «^'  )  ^J^      =0, 

(x  -h  by^  )dy  -+-(>'  +  ««2^-  )  dx  =  o. 
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Nous  pouvons  grouper  ces  équations  de  telle  manière  que  dans 
chaque  groupe  on  ait  similitude  de  forme  : 

1°  Les  premiers  membres  des  équations  (A2)  et  (Ba)  sont  des 
difl'érentielles  exactes;  leur  intégration  est  immédiate  et  montre 
que  ar  =  o,  y  =  o  est  bien  un  centre. 

2"  Les  équalions  (A|)  et  (Ci)  ne  changent  pas  lorsqu'on  per- 
mute X  ely> 

3"*  Les  équations  (B|)  et  (C2)  sont  linéaires  en^. 

4**  Les  équations  (As),  (B3),  (G3)  rentrent  dans  la  forme  gé- 
nérale 

(ar-H  xx^-h  ^y^)  djr  -^  (y  -^  bx^-h  ay'^)  dx  =  o. 

5"*  et  ô**  Nous  considérons  enfin  les  équations  A4  et  B4 
Avant  de  passer  à  l'intégration  de  ces  diverses  équations, 
qui  nous  permettra  de  vérifier  qu'on  a  bien  un  centre,  voyons 
sous  quelle  forme  se  présentent  les  équations  (10)  correspon- 
dantes, lorsqu'on  n'a  pas  remplacé  au  préalable  x  par  hx  Qi  y 
par  kyy  de  manière  à  donner  la  valeur  i  à  certains  coefficients. 
Pour  obtenir  cette  forme,  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  équalions 
obtenues,  x  par  hx  eiy  par  ky. 

I»  Les  équations  Aa  et  Ba  prennent  la  forme 

(I)  (a? -H  /ia?«-H  ikxy  -h  ^y^)dy  -\-{y  -4-  kjr^-^ikhxy  -k-  (tx^)dx  =  o; 

pour  (Bj)  on  a  A  ==  o. 

2^  En  posant  a=z^hk^  les  équations  A4  et  C|  deviennent  res- 
pectivement 

(II)  {x-k-hx^-^  \kkxy-\-%k^y^)dy-^  (y -^ ky^ -h iihxy -^a h^ x*) dx  =^ o^ 
(Ul)  (x-hkxy'\-(xk*y^)dy  -*-(y -^  hxy -hoih^x^)dx  =  o. 

3®  Quelles  que  soient  les  valeurs  de  h  et  de  A:,  les  équations  (B|  ) 
et  (Ca)  sont  de  la  forme 

(IV)  (x  -^cx^)dy  -h{y-^  ax^H-  bxy)  dx  =  o, 

4**  De  môme  les  équations  (A3),  (B3),  (C3)  sont  toujours  de  la 
forme 

(V)  (x-h(xx^-¥-  Py^)  dy  -h  (y  ^  ay^  -\-  bx^)  dx  =  o. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  XXMI.  (Août  1908.)  iT) 
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5°  L'équation  (Aj^)  prend  la  forme 

(VI)  {x  -h  2^a?* —  kxy  h-  P^*)  dy-{-{y  -h  ^Arj^* —  hxy  -+-  0LX^)dx  =  o, 

avec  la  condilion 

a^  =  hk. 

6®  L'équalion  (B4)  prend  la  forme 
(Vil)  {X'^'ihx^-\-^y^)dy'\-{y  —  kxy)dx^o. 

Il  faut  ajouter  à  ces  équations  celles  qui  s'en  déduisent  en  chan- 
geant a?  en  y  et  j^  en  x, 

8.  Intégration  des  équations  (II)  et  (III).  —  Nous  prendrons 
ces  deux  équations  sous  les  formes  réduites  (  A|  )  et  (C|  ),  ou  plutôt 
sous  la  forme 

(16)  (a;  H-  bx^+  \Lxy  h-  ay^)  dy  -^  {y  -^  by^-^  \s.xy  -+-  aa?*)  cte  =  o, 

qui  comprend  (A|)  et  (C|)  comme  cas  particuliers. 

Posons 

xy  =  u,        x-^yr^v; 

Téquation  devient 

(n-ôp  —  av)  du  -h  {[lu  -^  bu  —  au  -h  aw*)  dv  =  o, 

qui,  en  posant 

s'écrit 

du 

(17)  {^-^?^)-j — h  a  M -+- ai**  =  o. 

L'intégrale  générale  ^{u,  v)  =  Gde  cette  équation  sera  donnée 
par 

(i-t-pp)^  =(aaH-aP«)^. 

Sans  même  intégrer  celte  équation,  on  peut  mettre  en  évidence 
qu'on  a  toujours  un  centre.  En  efTet,  celte  équation  admet  pour 
solution  une  fonction  holomorphe  pour  a  =  o,  ^  =  o,  et  qui  se 
réduit  à  u  pour  r  =  o.  En  remplaçant  a  et  (^  par  leurs  valeurs, 
cette  solution  donne  bien  la  forme  de  développement  convenant 
à  un  centre.  Il  est  facile  d'obtenir  explicitement  ce  développement. 
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On  a 

(18)  ^{x,y)  =  u\  i-haPH ^ h  -^ ilil- tL'pS^... 


•[? 


1.2 


(a-P)(a-2P)(«~3P)  t;* 
1.2.3  6 


]■ 


développement  qui  est  convergent  pour  |  ^{x  +y)  |  <  i  • 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  intégrant  l'équation  li- 
néaire (17).  On  obtient 

a(a-+- B)(a-f-2Û)  w-+-ara(a-h  a)ii«  — 2ap-h2l 

(19)        1. L «    ^ — i- i  =  const. 

(i-hPO    ^ 

En  retranchant  2  aux  deux  membres  et  développant  le  premier 
membre  en  série  de  Mac-Laurin,  on  obtient  bien  la  forme  d'inté- 
grale qui  convient  à  un  centre.  Nous  laisserons  de  côté  les  cas 
particuliers  faciles  à  traiter  où  l'on  a 

Dans  ces  cas,  Tintégrale  en  termes  finis  se  présente  sous  une 
forme  un  peu  différente  de  (19),  mais  la  forme  (18)  d'intégrale 
générale  subsiste  toujours. 

9.  Intégration  des  équations  (IV).  —  Nous  avons  l'équation 

(20)  (x -^  ca;*)dy -^(y -h  ax*-h  bspy)cLxr  =  o. 

Si  nous  considérons  d'abord  le  cas  où  c  n'est  pas  nul,  nous 
pouvons  supposer  c  =  i  pour  simplifier  récriture.  Nous  obtenons 
immédiatement  l'intégrale  générale 

6(6' —  \)xv  -^  ab(b  —  i)a:* —  ia(b  —  i)x  -hia 
■ ; 7 =  coivst. 

En  retranchant  2a  aux  deux  membres  et  développant  le  premier 
en  série  de  Mac-Laurin,  on  obtient  la  forme  d'intégraje  convenant 
à  un  centre. 

Dans  le  cas  où  l'on  a 

6(6i-i)=o, 
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on  aurait  une  forme  un  peu  dîfTérente  d'inlégralc  avec  un  tnrmc! 
en  log(i  -+-  ^)  ;  mais,  en  développant  encore  en  série,  on  voit  encore 
qu'on  a  un  centre.  Par  exemple,  si  l'on  a  6  =  o,  on  a  pour  in- 
tégrale générale 

xy  ■+-  a5?'-4-  lax  —  2a(n-  ar)  lo^d  -h  x) 


1  -ha? 


=  const. 


Si  nous  considérons  ensuite  le  cas  où  c  ^  o,  c^est-à-dire  le  cas 
de  Péquation  (C|),  nous  avons  Tintégrale 

{b^xy  —  ab^x^ —  labx  —  2a)c-*'*^=  const. 

Le  cas  où  Ton  a  en  même  temps  6  =  0  sera  considéré  dans  la 
suite. 

10.  Intégration  des  équations  (W).  —  Soit  l'équation 
(11)  {x  -h  aar«-+-  Py*)dy  -h(y-h  ay^-h  bx^)dx  =  o. 

Cherchons  si  cette  équation  admet  pour  solution  une  droite 

I  -+-  ux-^-  vy  =  o. 
Il  faut  pour  cela  qu'on  ait 

(22)  {x  -Haar*-4-  p^')  a  —  ( j' -H  aT"' -4- ^ a:* ) l' s  {ux  —  vy){\  ■+-  ux-h  vy). 
On  doit  donc  avoir 

(23)  au  —  bv  =  tt'y 

(24)  av  —  Ptt  =  p». 

Considérons  dans  ces  équations  u  et  ^  comme  les  coordonnée» 
d'un  point.  Ces  deux  équations  représentent  deux  paraboles  passant 
par  l'origine  et  qui  auront  en  général  trois  autres  point»  d'inter- 
section distincts.  Il  j  a  donc,  en  général,  trois  droites  qui  sont 
des  solutions  particulières  de  l'équation  (21).  Pour  obtenir  les 
solutions  communes  aux  deux  équations  (aS)  et  (24)9  on  peut 
former  Téq nation  homogène 

(25)  {av  —  pa)  m'— («M  — ^c)f*  =  o, 

qui  donne  les  rapports  des  quantités  u  el  if  relatives  aux  points 
communs.  Celte  équation  ne  dilTèrc  que  par  le  changement  de.u 
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en  y  et  de  v  en  —  «r  de  réquaitoii 

qui  donne  les  points  singuliers  à  TinGni  de  Téquation  (p.i). 

En  examinant  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans 
rinterseclion  des  deux  paraboles  (28)  et  (24)  nous  sommes  amenés 
à  étudier  les  cas  suivants  : 

I"  Les  paraboles  se  coupent  en  trois  points  distincts  autres 
que  l'origine.  —  Soient  ^i,  P|  ;  Ma,  ^2;  m,,  ^, les  coordonnées  des 
trois  points  dMntersection  et  /^  /i,  /^  les  premiers  membres  des 
équalions  des  trois  droites  correspondantes.  Il  est  toujours  possible 
de  trouver  trois  nombres  X|,  X2,  Xs  dont  aucun  n'est  nul  et  tels 
qu^on  ait  ' 

Xi(M|a7  — i»i>)-4-X,(w,a7  — t>,>^)-i-X,(w3a7  — V37)  —  o. 

On  a  donc,  d'après  l'identité  (22),  où  u  et  v  sont  remplacés 
successivement  par  u^,  v^]  u^^  s?^]  <<.i)  ^d* 

Il  en  résulte  que  l'équation  (21)  admet  poUi*  intégrale  géhé- 
rale  (') 

On  vérifie  facilement  qu'en  retranchant  1  aux  deux  membres  de 
celle  égalité  et  en  développant  le  premier  membre  en  série,  ce 
développement  prend,  en  vertu  des  relations  que  vérifient  les  m, 
les  s^^  les  \  la  forme  qui  convient  à  un  centre. 

2**  Les  paraboles  sont  tangentes  à  l'origine  et  se  coupent  en 
deux  autres  points  distincts  entre  eux.  —  On  voit  immédiate- 
ment que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait 

(27)  aa=6p. 


(*>  On  verra,  en  consultant  le  Mémoire  cité  de  M.  Darboux,  que  fes  procédés 
d'iotégration  employés  dans  ce  cas  et  dans  les  suivants  sont  l'application  des 
méthodes  données  dans  ce  Mémoire. 

Bull,  des  Sciences  maihém.,  a'  série,  t.  XXXII.  (Août  1908.)  16. 
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Soient  W|,  v^;  W2,  ^2  'es  coordonnées  des  deux  points  d'inter- 
section autres  que  l'origine,  communs  aux  deux  paraboles;  /*, 
et/2  'es  droites  correspondantes.  Remarquons  que,  d'après  (27), 

on  a 

(x  -+■  OLX^  -\-  ^y^)  a  —  {y  •+■  ay^  -h  bx^)  ^^ax  —  ^y. 

On  peut  trouver  des  nombres  X,  [a,  v  dont  aucun  n'est  nul  et  tels 
qu'on  ait 

\{uxx  —  vxy)  -h  ^  (  Utx  —  ç^y)  -+-  v  (ax  —  ^y)  =  o. 
Nous  avons  par  suite  l'identité 

d'où  il  résulte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  est  donnée  par 

(  28  )  y^  /Ç  cv«*+vpr  =  const., 

qui,  en  opérant  comme  précédemment,  met  en  évidence  que  l'ori- 
gine est  un  centre.  Je  remarquerai  du  reste,  une  fois  pour  toutes, 
qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  les  calculs  pour  être  certain 
qu'après  avoir  retranché  i  aux  deux  membres  de  l'égalité  et  après 
avoir  développé  le  premier  membre,  les  termes  de  degré  minimum 
en  X  et  en^se  réduisent  au  terme  xy.  En  efl'et,  de  l'égalité  (28)  il 
résulte  que  l'équation  est  vérifiée  par  un  développement  procédant 
suivant  les  puissances  de  x  et  j^,  développement  n'avanl  pas  de 
terme  constant.  Or,  un  pareil  développement  ne  peut  commencer 
que  par  un  terme  en  xy.  Les  termes  du  premier  degré  en  x, 
en  y  et  les  termes  en  x^  ety*  disparaissent  donc  dans  le  dévelop- 
pement du  premier  membre  de  (28). 

Le  raisonnement  que  nous  avons  (ait  suppose  que  a  et  ^  ne  sont 
pas  nuls  tous  les  deux.  S'ils  étaient  nuls,  on  ferait  jouer  à  6  et  à  a 
les  rôles  respectifs  joués  par  b  et  ^.  Si  i  et  a  étaient  aussi  nuls 
l'intégrale  serait  :ry  =  const. 

3®  Les  paraboles  ne  sont  pas  tangentes  à  V  origine,  mais  sont 
tangentes  en  un  autre  point,  —  Pour  obtenir  des  valeurs  des 
coefficients  a,  p,  a,  b  telles  que  ces  conditions  soient  vérifiées, 
procédons  de  la  façon  suivante,  en  considérant  tout  d'abord  un  cas 
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un  peu  plus  général  et  qui  comprend  tous  ceux  laissés  de  côté  par 
1°  et  2**.  Ce  cas  est  celui  où  l'équation  (aS)  et  par  suite  l'équa- 
tion (26)  admettent  une  racine  double.  Si  le  facteur  du  premier 
membre  de  (26)  qui  correspond  à  cette  racine  double  n'est  ni  x^ 
nijK*î  nous  pouvons  toujours  en  remplaçante:  par  A j;  supposer  que 
ce  facteur  est  (a: +j^)^;  soit  ex  -\-  ey  le  facteur  correspondant  à  la 
troisième  racine.  En  identifiant  le  premier  membre  de  Féqua- 
tien  (26)  avec  le  produit  {x  -^yY  (c:c  -f-  ey)^  nous  avons  les  valeurs 
de  a,  p,  a,  h  et  l'équation  (ai)  s'écrit 

(29)  [a?-h(2C-+-  c)a7«-f-  ex*]rf^-H[^4-crF«H-(2CH-c)7«]^  =  o. 

On  trouve  immédiatement  que  l'équation  admet  pour  solution 
les  deux  droites 

(30)  H-(c-l-c)(a:-f-^)  =  o, 

(31)  I -+-  2Ca7 -H  2€y  =  o. 

Prenons  ces  deux  droites  pour  nouveaux  axes  O'X  et  O'Y,  et 
faisons  le  changement  de  variables 

X  =  n-(c-i- tf)(a?H-^), 
Y  =  I  -f-  2ca7-+-  ley. 

On  obtient  par  un  calcul  relativement  court  l'équation 
X  [(c«—  e«)X  — (c -4-  e)« Y]  dX  -H  Y[(c  -h  e)« Y  -  4ceX  -  (c  — e)«]rfX=  o. 

En  divisant  par  X^Y,  le  premier  membre  devient  une  différen- 
tielle exacte,  d'où  l'intégrale  générale  (*) 

(c  —  e)»  —  (c  -h  e)«  Y  -+-  4ccX -h  (c«—  e«)  X  logY  —  4cgX  logX 
^T =  const. 

En  remplaçant  X  et  Y  par  leurs  expressions,  on  met  en  évidence 
que  l'origine  est  centre. 


(^)  On  est  conduit  à  cette  façon  d'opérer  en  cherchant  à  déterminer  un  multi- 
plicateur au  moyen  de  solutions  particulières.  On  peut  du  reste  démontrer  que 
si  l'équation 

(«  •+- a'y^-^-  b'xy  -h c' JT*)  dy-^{y-¥  clx^-\-  bxy  H-  cy')  dx  =  o 

admet  pour  solutions  particulières  deux  courbes  A  =  o,  B  =  0  ne  passant  pas  par 
lorigine,  mais  dont  les  équations  contiennent  des  termes  du  premier  degré  en  x 
et  y,  l'équation  admet,  en  général,  un  multiplicateur  de  la  forme  A^Bi*. 
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Notre  solution  relative  au  ca«  où  l'équation  (a6)  admet  une 
racine  double  laisse  de  côté  les  cas  suivants  : 

a.  Ltes  deux  droites  (3o)  et  (3i)  sont  parallèles.  —  On  a 

i.  La  droite  (3o)  est  rejetée  à  V infini.  —  On  a  c  = —  e. 

c.  Le  facteur  double  de  (26)  est  soit  x^,  soit  y^.  —  Nous 
pouvons  toujours  supposer,  en  changeant  les  rôles  de  x  et  de  y^ 
que  ce  facteur  est  x^. 

Il  n^est  pas  inutile  de  remarquer  que,  si  l'un  n'est  dans  aucun  de 
ces  trois  cas,  les  deux  paraboles  (23)  et  (24)  ont  un  point  de 
contact  et  un  point  d'intersection  distincts  et  distincts  de  l'origine. 
Nous  avons  donc  bien  traité  le  cas  3^.  Dans  les  cas  (a),  (6),  (c) 
on  a  les  circonstances  suivantes  : 

a.  Les  paraboles  sont  osculatrices  en  un  point  distinct  de 
l'origine. 

b.  Les  paraboles  sont  osculatrices  à  l'origine. 

c.  Une  des  paraboles  est  une  droite  double. 

Examinons  successivement  ces  trois  cas  sous  les  titres  4^,  5"^  6^. 
4**  Les  paraboles  sont  osculatrices  en  un  point  distinct  de 
l^ origine.  —  On  a  c  =  e  et  l'équation  (29)  devient 

(a?  -f-  3 ca?» -+-  cy^)  dy  -^  {y  ■+■  ca?*  -h  3 cy^)  dx  =  0, 

Cette  équation  ne  change  pas  en  changeant  x  en  y  eiy  en  .r, 
elle  rentre  dans  le  cas  que  nous  avons  considéré  de  l'équation  (16). 
En  employant  les  notations  employées  pour  cette  équation  nous 

aurons 

P  =  2C,         a=  —  4  c,         a-l-2p  =  o. 

Nous  sommes  dans  un  des  cas  où  l'intégration  introduit  des 
termes  logarithmiques.  En  faisant  c  =  ~  comme  on  peut  le  faire 
sans  diminuer  la  généralité^  on  obtient  l'intégrale  générale 

jxy  -h  a(i4-a?-h^)«  log(  i-h  x-hy)  —  i(x  -^y)  —  3(a:-4-j^)»  __ 

L'origine  est  encore  centre. 

5**  Les  paraboles  sont  osculatrices  à  l^ origine.  —  On  a 
e  =  —  c.  L'équation  (29)  s'écrit 

(a?  H-  cx\ —  cy*)  dy  -^(y  -\~  ex*  —  cy*)  dx  =  o. 
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En  changeanl  j^  en  — y  celle  équation  devient 

(a?  -♦-  cx^  —  c/*)  rf^  -h  (/■  -f-  cy^  —  cj?»)  dx  =  o, 

qui  est  encore  un  cas  particulier  de  Féquation  (16).  On  a  a  =  o, 
en  employant  les  notations  einpioj'ées  pour  (16).  En  faisant  c  =  - 
on  a  rinlégrale  générale 

ixy  —  2log(i-+-ir-h^)-4-  2{x  -^-y) — (a?-+-j^)*=  const. 

L*orij;iiie  est  un  centre. 

6"  Une  f /es  paraboles  est  une  droite  double.  —  Celte  droite 
double  étant  x^=  o,  Féquation  (21)  devient 

{x  -h  ax^)dy  -f-(^  H-  bx^)  dx  ^o. 

Si  a  est  nul,  Tintégrale  générale  est 

bx* 
xy  H — «-  =  const. 

Si  a  n*est  pas  nul,  on  peut  le  supposer  égal  à  i  et  Tinlégrule  est 

xy-'r'i.bx  -h  6^*—  9.6(1  -f-a7)logO-+-a7) 

-^ ^ — 2 L  —  const. 

i-+-a? 

On  a  un  centre. 

H.  Intégration  des   équations   (VI).   —  Nous  prenons  ces 
équations  sous  la  forme 

(3a)         (a?-+-  T.x^'-xy  -+-  by^)dy  -^  {y  -+-  a/'  —  xy  -^  ax*)dx  =  o, 

avec  la  condition  ab  =  1.  Nous  prenons,  dans  (VI),  A  =  i ,  A:  =:  1 , 
comme  nous  en  avons  le  droit.  On  voit  immédiatement  qu'en 
général  Téquation  n'admet  pas  de  droite  pour  intégrale  particulière. 
Cherchons  si  celte  équation  admet  pour  solution  une  conique  ne 
passant  pas  par  l'origine 

/(^*y)  =  «  -+-  uix-hviy  -h  aia?»-h  Pi^^  -+-  yi^«=  o. 

Nous  devons  avoir 

(33)  (x  -+-  2x^  —  xy-^  by*)  -^ 

àf 

^(y^2yi'-'Xy'hax'^)^^{UiX^Viy)/{x,y). 
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L'idenlificalion  des  deux  membres  conduit  à  sept  équations  à 
cinq  inconnues,  qui  se  trouvent  avoir  des  solutions  en  vertu  de  la 
condition  ai  =  i .  Nous  trouvons 

(34)  /(^>^)  =  iH-  2a?  H-  îj/" -h ax^-h  ixy  -\-  hy^. 

Cherchons  si  Téquation  admet  pour  solution  une  cubique  ne 
passant  pas  par  l'origine 

F(iP,^)  =  i-+-  3aar-f-3p^ 

-H  3  aa?»-h  3  ^xy  -f-  3yj«+  Aar^  h-  3  Ba?»j^  4-  3Ca;^*-+-  Dj^'  =  o. 

On  doit  avoir 

dF 

(35)  (xH-aa?*  — a:^-4- 6^*)  — 

— {y  •+-  2^*  — a?^-f-aa?*)—  =  3(iM7  —  t'^)  F(a7,j'). 

L^dentificatiou  fournit  douze  équations  à  neuf  inconnues  qui 
admettent  encore  des  solutions  en  vertu  de  la  condition  ab  =  i» 
Nous  trouvons 

3 

F{x,y)si-h3(X'hy)-h  -  [(a-4- i)ar«-l-(2 -t-a-h  b)xy-h{b  H-i)^'] 

g  (g -Hi)  37^-4-  3  (g  '■^i)x\y  -+-  3(6  -f-  T)ary»-t-  b(b  -hi)y* 

2 

Gomme  nous  avons 

UiX  —  Viy  =  a(a:  — ^),         3(Ma:  —  (^7)=  3(ar  — ^), 

on  conclut  immédiatement  des  identités  (33)  et  (35)  que  Téqua- 
tion  (32)  admet  pour  intégrale  générale  (*) 

[F(^.^)J' 

En  développant  en  série  de  Mac-Laurin,  on  voit  encore  qu'on  a 
un  centre. 

On  peut  remarquer  que  la  coniqur/(x,  j^)  =  o  est  tangente  à 


(*)  Comparer  avec  le  résultat  obtenu  par  M.  Darboux  dans  le  Mémoire  cité 
page  154.  On  aurait  pu  encore  intégrer  l'équation  (32)  en  montrant  que  /''  est 
un  multiplicateur. 
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la  droile  de  Tinfini  au  point 

La  cubique  est  tangente  en  ce  même  point  à  la  droite  de  Tinfini 
et  y  présente  de  plus  un  point  double.  Elle  a  par  conséquent  une 
direction  asympto tique  triple. 

12.  Intégration  des  équations  (VII).  —  Prenons,  comme 
nous  pouvons  toujours  le  faire,  ces  équations  sous  la  forme 

(36)  {X'h^x*-\'y*)dy-h(y  —  xy)dx  =  o. 

Cette  équation  n'admet  comme  solution  pas  d'autre  droite  que 
la  droite  j/'  =  o.  Si  nous  posons  par  raison  de  symétrie  ^^y^ 
nous  aurons 

(37)  (ar-+-aar«+j^«)^-(^  — arx)^=(— n-a:)4;. 

Cherchons  si  Téquation  admet  pour  solution  une  conique  ne 
passant  pas  par  Torigine 

/(x,^)=i-l-  tw7 -H  v^ -H  A ar» -+-  Bir^-f-Cj«=  o. 
Nous  devons  avoir 

(38)  (x -^  ix^-hjrt)^  ^  (y  -^  xY)^  ^{ux  --  çy)/(x,  y). 

Les  équations  obtenues  par  TidentiHcation  sont  compatibles, 
bien  que  necontenantque  cinq  inconnues  pour  sept  équations.  On 
obtient,  tous  calculs  faits, 

UX  —  Vy  ^  'IX, 

Cherchons  si  l'équation  n'admet  pas  pour  solution  une  conique 
passant  par  l'origine.  Comme  nous  avons  déjà  la  solution  ^=::  o, 
correspondant  à  une  des  deux  courbes  analytiques  passant  par  le 
point  singulier,  cherchons  si,  pour  l'autre  direction  possible  de 
tangente  à  l'origine,  la  direction  x  =  o,  il  n'y  a  pas  comme  solution 
une  conique  tangente  à  Oy 
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Nous  devons  avoir 

dF  dF 

(39)     (ar-+-2a7*-t-^«)  — -(^  — XX)—  s(n-tt,af4-(^,j^)F(a:,^). 

Les  équations  obtenues  par  ridcnlificalion  sont  compatibles  et 
Ton  trouve 

F(x,^)  =  a?-h^; 

1  -h  iiifl?  -»-  Vtjr  a  I  -4-  2ar. 

Si  nous  considérons  les  facteurs  qui  multiplient  respectivement  «j^, 
/  et  F  dans  les  seconds  membres  de  (Sj),  (38),  (Sg),  nous  voyons 
immédiatement  qu'on  a 

a(— I  -h  a?)—  3(aa7)-h  2(1-+-  2ir)so. 
L*intégrale  générale  de  l'équation  (36)  est  par  conséquent 

-^ 5^-4:-  =  const. 

U  ■+-  207  4-^*) 

On  a  bien  un  centre. 

On  aurait  pu  encore  intégrer  l'équation  en  remarquant  que 

(i  4- 2x4-^^^)  *  est  un  multiplicateur. 
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FABRY  (E.).   —    Traité    de    Mathématiques  générales  a   l'usage   des 

CHIMISTES)     PHYSICIENS,    INGÉNIEURS     ET     DES     ÉLÈVES     DBS     FACULTÉS     DES 

Sciences,  i  volume  in-8,  x-44o  pages.  Paris,  Hermann  et  fils,  1909. 

La  période  qui  s'est  écoulée  depuis  1889  jusqu'au  commence- 
inenl  du  xx"  siècle  a  vu  s'accomplir  de  profonds  changements  dans 
l'organisation  et  le  régime  des  Facultés  des  Sciences.  Dès  iSgS, 
elles  avaient  reçu  la  mission  très  honorable  d'organiser  une  pre- 
mière année  A' études  physiques,  chimiques  et  naturelles  prépa- 
ratoire à  la  carrière  médicale.  Mais  le  régime  des  études  de  licence 
conservait  encore,  à  cette  époque,  la  l'orme  invariable  qui  lui  avait 
été  attribuée  par  le  décret  de  mars  1808.  Seules  de  tous  nos  éta- 
blissements d'Enseignement  supérieur,  les  Facultés  des  Sciences 
restaient  soumises  à  des  programmes  minutieusement  réglés,  qui 
portaient  toujours,  depuis  l'origine,  sur  les  mêmes  branches  de  la 
Science  et  laissaient  peu  d'initiative,  soit  aux  maîtres,  soit  aux 
étudiants. 

Pourtant,  depuis  1808,  les  cadres  de  notre  Enseignement  s'étaient 
notablement  élargis.  Â  mesure  que  naissaient  des  sciences  nou- 
velles, l'État  créait  des  chaires  correspondantes,  soit  dans  les  dépar- 
tements, soit  à  Paris.  Nous  avons  vu  apparaître  dans  les  Facultés 
des  chaires  de  Chimie  organique,  de  Chimie  industrielle,  de 
Chimie  biologique;  à  côté  de  la  Physique  générale  était  venue 
se  placer  la  Physique  mathématique,  cette  création  de  la  Science 
française,  qui  joue  aujourd'hui  un  rôle  prépondérant;  des  ensei- 
gnements distincts  avaient  été  institués  pour  la  Physique  indus- 
trielle,  pour  V  Algèbre,  l^ar  trois  décrets  rendus  le  même  jour  sous 
le  gouvernement  de  Louis-Philippe,  TÉtat  avait  créé,  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris,  trois  chaires  consacrées  respectivement  à 
la  Géométrie  supérieure,  à  la  Mécanique  céleste,  au  Calcul  des 
probabilités  et  à  la  Physique  mathématique.  Tandis  que  le  pro- 
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gramme  des  trois  licences  :  licence  es  sciences  mathématiques  y 
licence  es  sciences  physiques,  licence  es  sciences  nature  lies, 
aurait  pu  être  développé  avec  sept  à  huit  chaires  seulement,  cer- 
taines Facultés  comptaient  dix  et  onze  chaires;  celle  de  Paris  en 
avait  vingt  et  une. 

Pendant  que  s'élargissaient  ainsi  les  cadres  de  l'Enseignement, 
ceux  des  examens  de  licence  demeuraient  à  peu  près  invariables. 
Sans  doute,  en  1877,  on  avait  remanié  et  étendu  beaucoup  les 
programmes,  pour  essaj'er  de  les  mettre  plus  en  harmonie  avec 
les  découvertes  qui  se  succèdent  chaque  jour.  Mais  les  remanie- 
ments n'avaient  modifié  en  rien  le  caractère  de  l'examen.  La  vieille 
conception  subsistait  toujours.  La  licence  éiait  un  grade  d'Etat.  Ce 
grade  devait  être  partout  identique  à  lui-même,  et  l'État,  se  rappe- 
lant la  vieille  dénomination  :  licentia  docendi,  faisait  figurer  dans 
ses  programmes  les  seules  matières  qui  lui  paraissaient  devoir 
être  exigées  des  aspirants  à  l'Enseignement. 

Cette  organisation,  qui  était  le  contre-pied  de  celle  des  Univer- 
sités allemandes,  présentait  des  inconvénients  et  des  dangers  de 
plus  d'une  sorte.  Les  étudiants,  assujettis  à  des  études  qui  étaient 
limitées  par  un  programme  à  la  fois  trop  précis  et  trop  chargé,  les 
poursuivaient  le  plus  souvent  sans  ardeur  et  sans  goût.  D'autre 
part,  comme  des  garanties.de  culture  générale  étaient  à  bon  droit 
exigées  des  candidats  aux  agrégations,  on  n'avait  eu  d'autre  res- 
source que  de  demander  à  chacun  d'eux  deux  diplômes  de  licen- 
cié. On  imposait  ainsi  aux  étudiants,  au  moment  décisif  où  l'esprit 
se  forme  et  s'oriente,  un  travail  qui  pouvait  leur  paraître  fastidieux 
et  inutile,  au  moins  dans  plusieurs  de  ses  parties.  Il  semblait  véri- 
tablement que  nos  Facultés  n'eussent  d'autre  but  et  d'autre  raison 
d'être  que  la  préparation  des  futurs  professeurs.  Et  d'ailleurs, 
elles  s'attachaient  à  remplir  leur  tâche  avec  une  telle  précision 
que,  lorsque  l'encombrement  des  cadres,  ou  l'insuccès  aux  exa- 
mens, obligeait  les  étudiants  à  renoncer  à  TEnseignement,  ils  ne 
pouvaient,  il  faut  bien  le  dire,  tirer  presque  aucun  parti  des  études 
trop  spéciales  qui  leur  avaient  été  imposées  pendant  les  plus  belles 
années  de  leur  carrière. 

Le  décret  soumis  aux  délibérations  du  Conseil  supérieur  vers 
la  fin  de  iSqS  et  promulgué  le  28  janvier  1896  est  venu,  par  les 
moyens  les  plus  simples,  porter  remède  à  cet  état  de  choses.  Il  a 
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institué  des  certificats  d^études  supétieures,  qui  sont  délivrés 
par  chaque  Fac«lté  et  qui  correspondent  aux  matières  enseigfnées 
par  elles.  Trois  de  ces  certificats  obtenus,  soit  dans  la  même  ses- 
sion, soit  dans  des  sessions  différentes,  permettent  à  Tétudiant  de 
réclamer  le  diplôme  de  licencié  es  sciences.  Mention  est  faite  sur 
le  di|)lôme  de  ces  trois  certificats;  et  si,  après  cela,  l'étudiant  eh 
recherche  et  en  obtient  d'autres,  on  ajoute,  sur  le  diplôme  même, 
les  mentions  relatives  aux  nouveaux  certificats.  Telle  est  en  deux 
mots  l'économie  du  nouveau  projet;  il  a  substitué  aux  trois  types 
fournis  par  les  anciennes  licences  une  foule  de  combinaisons  va- 
riées, très  propres  à  encourager  l'initiative  personnelle,  à  éveiller 
les  vocations  scientifiques,  à  conserver  l'originalité  de  l'esprit.  Des 
dispositions  très  habilement  prises,  et  dans  le  détail  desquelles  il 
«st  inutile  d'entrer  ici,  ont  permis  d'ailleurs  de  maintenir  les  ga- 
ranties que  l'État  avait  exigées  jusque-là  des  aspirants  à  l'Ensei-' 
gnement.  On  peut  même  affirmer  que  la  souplesse  de  la  nouvelle 
organisation  a  déterminé  un  meilleur  aménagement  des  examens 
tout  à  fait  supérieurs,  tels  que  Vagrégation,  destinés  à  une  élite 
<jui  doit  demeurer  toujours  l'objet  de  nos  préoccupations. 

Douze  ans  se  sont  écoulés  depuis  qu'a  commencé  à  fonctionner 
la  nouvelle  organisation  dont  nous  venons  d^esquisser  les  traits 
principaux.  Et  l'on  peut  dire  aujourd'hui,  en  toute  justice,  qu'elle 
n'a  cessé  de  réaliser,  de  dépasser  même  les  espérances  de  ceux  qui 
l'avaient  accueillie  et  votée  dès  le  premier  jour.  Elle  nous  a  donné,' 
sous  la  forme  la  plus  heureuse  et  la  plus  pratique,  cette  liberté  des 
études  qui  nous  paraissait  nécessaire  et  que  nous  ne  cessious  de 
réclamer.  Au  lieu  d'affaiblir  la  licence,  comme  le  craignaient 
<}uelques-uns,  elle  l'a  plutôt  fortifiée.  En  même  temps^  elle  a  ou- 
vert, dans  les  meilleures  conditions  et  sur  le  pied  d'égalité,  les 
•portes  de  nos  Facultés  à  ces  étudiants  qu'attirait  dans  nos  labo- 
ratoires le  désir  d'acquérir  les  notions  de  Science  pratique  qui 
deviennent  de  plus  en  plus  indispensables  à  tout  progrès  industriel 
ou  agricole.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  progrès  matériels 
se  rattachent  chaque  jour  plus  directement  aux  recherches  les  plus 
élevées  de  la  Science  pure.  C'est  un  physicien  mathématicien, 
lord  Kelvin,  qui  a  donné  les  moyens  de  lancer,  pour  la  première 
fois,  un  câble  à  travers  l'océan  Atlantique.  Ces  progrès  de  Tindus- 
Xrie  électrique,  de  l'industrie  chimique,  qui  valent  à  nos  voisins 
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des  bénéfices  annuels  de  plusieurs  centaines  de  millions,  ont  été 
accomplis  par  des  hommes  sortis  des  Universités  allemandes. 

Tout  cela,  il  ne  faut  pas  craindre  de  le  dire,  a  été  admirable- 
ment compris  par  mes  collègues  des  Facultés  des  Sciences.  Ils  ne 
se  sont  pas  bornés  à  accueillir  la  réforme  avec  entrain  ;  ils  ont  mi» 
tout  leur  dévouement  à  la  faire  réussir.  Toutes  les  Facultés  au- 
jourd'hui distribuent  un  grand  nombre  de  certificats.  Paris  en 
a  23,  Nancy  20,  Lille  16,  Besançon  i5,  etc.  Et  il  ne  faut  pas  ou- 
blier qu'il  ne  suffit  pas  de  créer  un  certificat  sur  le  papier^  Confor- 
mément au  décret  de  1896,  il  faut  d'abord  que  la  Faculté  institue 
l'Enseignement  correspondant.  Beaucoup  de  nos  collègues  ont  été 
ainsi  conduits,  pour  le  seul  bien  des  études,  pour  réaliser  des 
progrès  qui  leur  tenaient  au  cœur,  à  s'imposer  des  travaux  supplé* 
menlaires  et  à  augmenter  notablement  le  nombre  d'heures  qu'ils 
donnaient  auparavant. 

Il  y  avait  autrefois  trois  manières,  et  trois  seulement,  de  devenir 
licencié.  On  s'est  amusé  quelquefois  à  chercher  le  nombre  des 
combinaisons  qui,  dans  la  nouvelle  organisation,  donneraient  le 
diplôme  de  licencié.  Le  calcul  est  à  la  portée  d'un  élève  de  nos 
lycées.  Avec  les  28  certificats  de  la  Faculté  de  Paris,  il  y  aurait 
17^1  manières  de  devenir  licencié.  Avec  les  20  certificats  de 
Nancy,  il  n'y  en  aurait  plus  que  i44û'  Avec  les  ii  certificats  de 
Marseille,  il  n'y  en  aurait  plus  que  i65.  C'est  encore  un  chiffre 
respectable.  Mais  quel  nombre  gigantesque  obtiendrions-nous  si 
nous  remarquions  qu'on  peut  additionner  des  certificats  pris  dans 
les  différentes  Facultés?  Ces  calculs  mettent  en  évidence,  d'une- 
manière  frappante,  un  des  avantages  de  la  nouvelle  organisation. 
Mais  il  faut  les  regarder  comme  un  pur  jeu  de  l'esprit.  Il  y  a  des- 
certificats  qui  ne  vont  pas  ensemble  et  «  hurleraient  de  se  voir 
accouplés  )).  J'imagine  que'Ies  temps  ne  sont  pas  proches  où  ui> 
étudiant  viendra  réclamer  le  diplôme  de  licence  en  présentant  le 
certificat  d^œnologie,  celui  de  chrononiétrie  et  celui  d'analyse- 
supérieure. 

Parmi  les  certificats  les  plus  nécessaires  et  le  plus  répandus  dans 
nos  Facultés,  se  trouve  certainement  celui  des  mathémati(|ues  gé- 
nérales, ou  des  mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences* 
pliysi(|ues.  11  correspond  à  un  enseignement  qui  forme  en  quelque 
sorte  la    transition  entre  les  mathématiques  de  nos  lycées   et  les- 
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mathémaliques  supérieures  de  dos  Facultés.  La  nécessité  de  cet 
enseignemeut  est  reconnue  par  tout  le  monde. 

Il  s^est  imposé  de  tout  temps  pour  la  Mécanique  et  la  Physique; 
il  commence  à  devenir  nécessaire  pour  la  Chimie.  En  lisant  les 
belles  Leçons  sur  le  Carbone,  que  vient  de  publier  mon  collègue 
et  confrère  Le  Chalelier,  j'étais  frappé  de  l'importance  qu'il  y  a 
donnée,  à  juste  titre  d'ailleurs,  aux  développements  mathématiques. 
Décidément  il  faut  en  revenir  au  mot  de  Platon  :  «  Pour  com- 
prendre l'Univers,  il  sera  nécessaire  d*étre  un  géomètre.  » 

Mais  il  y  a  deux  manières  d'étudier  une  science.  Les  uns  l'aiment 
et  la  cultivent  pour  elle-même,  en  vue  de  son  développement 
propre.  D'autres  viennent  y  chercher  les  notions  qui  leur  sont 
indispensables  pour  des  études  extérieures.  Dans  un  passage  que 
j'aimerais  à  citer  textuellement^  si  je  savais  où  le  retrouver, 
Schiller  marque  bien  cette  différence  des  points  de  vue  sous  les- 
quels on  peut  considérer  toute  étude.  Pour  les  uns,  selon  le  poète, 
la  Science  est  une  haute  et  sublime  déesse;  les  autres  la  traitent 
comme  une  bonne  vache  laitière,  révérence  parler,  et  se  bornent 
à  lui  demander  du  lait  et  du  beurre.  Après  tout,  les  uns  et  les 
autres  ont  raison.  Et  l'on  ne  peut  pas  s'attendre  à  ce  que  de  futurs 
chimistes  s'intéressent  passionnément  aux  mystères  des  fonctions 
abéliennes  ou  de  la  géométrie  non  euclidienne. 

M.  Fabry,  mon  très  distingué  collègue,  a  très  bien  compris, 
dans  l'Ouvrage  que  je  suis  heureux  de  présenter  aujourd'hui,  le 
caractère  de  l'enseignement  qui  convient  à  tous  ceux,  chimistes, 
physiciens,  ingénieurs,  statisticiens,  qui  ne  voient  et  ne  recher- 
chent dans  les  mathématiques  qu'un  levier  dont  il  leur  suffira  de 
connaître  la  puissance  et  le  maniement. 

Un  cours  de  ce  genre  est  beaucoup  plus  difficile  à  faire  qu'on  ne 
le  croit  généralement.  11  faut  y  être  à  la  fois  simple  et  rigoureux  ; 
il  est  devenu  possible  aujourd'hui  d'allier  ces  deux  qualités.  Si 
Lagrange  renaissait  aujourd'hui,  lui  qui  avait  le  goût  des  belles 
méthodes  générales  et  des  points  de  vue  fondamentaux  d'où  dé- 
coule toute  la  Science,  ce  qu'il  admirerait  le  plus  peut-être  dans 
toutes  nos  découvertes,  c'est  cette  belle  et  simple  démonstration 
de  la  série  de  Taylor,  devenue  courante,  qui  lui  aurait  permis  de 
réaliser  son  rêve  et  d'asseoir  sur  un  fondement  solide  toute  sa 
théorie  des  Fonctions  analytiques  comme  il  a  fait  reposer  5a  Mé- 
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caniquè  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles  combiné  avec   le 
principe  de  d'Alemberl. 

M.  Fabry  me  parait  avoir  songé  à  tout;  il  a  su  s'élever  depuis 
les  parties  ies  plus  élémentaires  de  l'Algèbre  jusqu'à  la  théorie  des 
équations  aux -dérivées  partielles. 

Nos  futurs  techiniciens  trouveront  dans  son  exposé  toutes  les 
potions  d'Algèbre,  de  Géométrie  analytique,  de  Calcul  différentiel 
et  intégral,  de  Mécanique  qui  leur  sont  indispensables.  Un  Tableau 
des  principales  formules  termine  TOuvrage  et  sera  pour  les  lec- 
teurs un  secours  .des  plus  précieux. 

Gaston  Darboux. 


BAIRE  (R.).  —  Leçons  sur  les  théories  générales  de  l'Analyse.  Tome  II. 
In-8'  de  347  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1908. 

La  deuxième  Partie  de  ces  Leçons  est  en  concordance  parfaite 
avec  la  première  Partie.  Les  principes  ayant  été  soigneusement 
établis  à  la  base,  on  sait  exactement  sur  quoi  portent  les  raison- 
nements qui  soutiennent  les  parties  les  plus  élevées;  la  précision  et 
l'habileté  de  la  construction  ont  réduit  au  minimum  le  nombre  des 
pièces  intermédiaires  et  la  structure  de  l'ensemble  apparaît,  solide 
et  élégante. 

On  peut  n'être  pas  entièrement  de  l'avis  de  l'auteur  sur  la  façon 
d'interpréter  cette  remarque  évidente,  qu'un  Cours  d' Analyse  n'est 
pas  un  Cours  d'histoire  de  l'Analyse,  mais  un  auteur  a  le  droit  de 
prendre  un  parti  suivant  ses  idées  et  la  synthèse  des  différentes  mé- 
thodes que  M.  Baire  a  faite  ici  est  certainement  très  intéressante, 
et,  à  beaucoup  d'égards,  nouvelle. 

Le  second  Volume  contient  quatre  Chapitres  : 

Chapitre  IV,  Fonctions  analytiques,  p.  1-84  ; 
Chapitre  V,  Équations  différent ie lies,  p.  85- 167  ; 
CBkviTïiE\l,  Applications  géométriques,  p.  168-280; 
Chapitre  VWy  Fonctions  elliptiques,  p.  281-847. 

\ .   Sans  suivre  pas  à  pas  l'ordre  des  Chapitres,  j'essaierai  d'abord 
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d^indiquer  comment  l'auteur  expose  les  propriétés  des  fonctions 
analytiques. 

Les  définitions  relatives  aux  quantités  complexes  sont  reprises 
depuis  le  commencement.  Voici  en  détail  la  définition  donnée 
pour  une  fonction  holomorphe.  On  dit  qu'une  fonction 

est  une  fonction  holomorphe  de  la  variable  z  =  x -^iy  si  P  et  Q 
sont  des  fonctions  continues  de  x,  y  dans  un  certain  domaine  D 
du  plan  des  x^  y  et  si  ces  fonctions  admettent  des  dérivées  du 
premier  ordre,  continues  dans  le  domaine  D,  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

dx  ^  dy*         dy  ~'       àx^ 

appelées  ici  conditions  d'holomorpkie. 

On  reviendra  aux  fondions  réelles  P  et  Q  le  plus  souvent  qu'il 
sera  possible  de  le  faire  sans  introduire  les  propriétés  des  fonc- 
tions harmoniques  et  la  formule  de  Green  relative  à  ces  fonctions. 
On  le  fait  en  particulier,  et  très  simplement,  pour  l'étude  des  fonc- 
tions composées,  l'existence  d'une  fonction  implicite  et  de  ses  dé- 
rivées. A  ce  point  de  vue,  il  serait  peut-être  bon  de  remarquer 
explicitement  que,  si  en  partant  d'équations  entre  variables  réelles 
on  a  obtenu  une  relation  linéaire  entre  difierentielles  totales, 

dx  -^  idy  =  {ai"{-  ibx )  {dxi  -h  i (iy\  )  -f-  ( aj-i-  ib^ )  (dxt -h  *  dy^ ), 

dont  les  coefficients  ne  dépendent  pas  des  différentielles, z=j: -F  (x 
admet  une  dérivée  par  rapport  à  chacune  des  variables  complexes 
Zt  =  Xi-^  iytj  Z2  =  X2-i-  iy -2^  tît  ces  dérivées  sont  a^  +  ibij 
a^-^ib^' 

L'intégrale  de  variable  complexe 


f  {\'-^i^)(dx-\-idy) 

se  ramène  à  deux  intégrales  curvilignes  réelles  :  ce  sont  ces  inté- 
grales curvilignes  qu'on  fera  intervenir  pour  généraliser  les  règles 
simples  relatives  aux  intégrales  de  variables  réelles,  en  particulier 

la  règle  de  différentiation  sous  le  signe    /  .  Le  théorème  fondamen- 
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tal  de  Cauchy, 


est  rattaché,  suivant  Tidëe  de  Riemann,  aux  mêmes  intégrales  cur- 
vilignes, et  la  démonstration  suppose  la  continuité  des  dérivées 
du  premier  ordre  de  P  et  de  Q. 

On  revient  au  calcul  des  quantités  complexes  pour  établir  la  for- 
mule de  Cauchy 

résultat  obtenu  si  simplement  en  se  servant  de  la  proposition  à  peu 

près  évidente  qu'une  intégrale  de  variable  complexe   /  /{z)dz  a 

son  module  plus  ^etit  que  M/,  /  étant  la  longueur  du  chemin  d'in- 
tégration et  M  une  limite  supérieure  du  module  de/(^)  le  long  de 
ce  chemin,  tandis  que  le  même  résultat  est  beaucoup  moins  appa- 
rent quand  on  le  déduit  des  propriétés  des  fonctions  harmoniques 
réelles. 

C'est  à  rintégrale  de  Cauchy  qu'est  rattachée  l'expression  d'une 
limite  supérieure  du  module  d'une  dérivée  quelconque  de  la  fonc- 
tion, expression  qui  ne  fait  intervenir  que  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion elle-même  sur  un  cercle  et  qui,  comme  on  le  sait,  est  beaucoup 
moins  facile  à  obtenir  quand  on  veut  se  passer  de  l'intégrale  de 
Cauchy. 

2.  Dans  l'étude  des  séries  de  fonctions,  placée  avant  la  définition 
des  fonctions  complexes  élémentaires,  l'auteur  fait  très  heureuse- 
ment un  usage  systématique  d'un  caractère  de  convergence  de 
Weierstrass.  H  propose  de  dire  qu'une  série  de  fonctions  est  nor- 
malement convergente  dans  un  certain  domaine  si  les  nombres 
positifs,  limites  supérieures  des  modules  des  termes  de  la  série 
dans  ce  domaine,  forment  une  série  convergente. 

Cette  condition  est  réalisée  si,  dans  le  domaine  considéré,  le  mo- 
dule du  terme  général  est  inférieur  au  terme  général  d'une  série 
numérique  convergente.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  série  est  uni- 
form.ément  convergente  dans  le  domaine  considéré. 

Inversement,  le  cas  de  la  convergence  uniforme  peut  se  ramener 
à  celui  de  la  convergence  normale,  au  sens  qui  va  être  précisé. 
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Soît  une  série  uniformément  convergente;  définissons  un  grou- 
pemenl  de  termes  consécutifs  de  celle  série  en  posant,  avec  les 
notations  ordinaires, 

Uo  =  S«,,        U/=  S/i,—  S„._j» 
Comme  on  peut  écrire 

U,=  (S„,-S)-(S„,_-S), 

on  voit  facilement  qu'on  peut  choisir  les  nombres  ni  de  façon  que 

l'on  ait 

|U/|<2a/, 

oLi  étant  le  lerme  général  d'une  série  numérique  décroissante  et  con- 
vergente, de  sorte  que  la  série  'SU i  e&l  normalement  convergente > 
L'importance  de  cette  remarque  est  mise  en  évidence  à  propos 
de  la  dérivation  des  séries.  M.  Baire  démontre,  de  façon  très 
simple,  le  théorème  suivant  : 

Si  une  série  de  fonctions  d'une  variable  réelle  est  conver- 
gente dans  un  intervalle  et  si  la  série  des  dérivées  est  normale- 
ment convergente  dans  cet  intervalle ,  la  série  des  dérivées  est  la 
dérivée  de  la  fonction  définie  par  la  série  donnée, 

Ot  résultat  s'étend  au  cas  où  Ton  suppose  seulement  que  la  série 
des  dérivées  est  uniformément  convergente.  Il  suffit,  pour  cela, 
d'opérer  dans  la  série  des  dérivées  un  groupement  de  termes  con- 
sécutifs conduisant  à  une  série  normalement  convergente  et,  dans 
la  série  donnée,  le  groupement  correspondant,  enfin  d'appliquer 
aux  nouvelles  séries  le  théorème  précédent. 

La  considération  de  séries  normalement  convergentes  est  égale- 
ment utile  dans  l'étude  du  produit  infini  dont  les  facteurs  sont  des 
fonctions  d'une  variable 

P  =  (l-+- 1*1  )(!-+-  a,)... (H-Mn)..., 

que  l'auteur  remplace  par  la  série  équivalente 

i-4-ai-t-P,w,-+-  Pi  lia -h... -+-P«M„H.t -+-..., 

Vn  désignant  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  produit  P. 

La  propriété  fondamentale,  pour  une  fonction  holomorphe,  de 
pouvoir  être  développée  en  série  entière,  est  déduite,  dans  le  cas 
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d'une  fonction  d'une  seule  variable  de  Tinlégrale  de  Cauchy,  par 
la  méthode  classique. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  y(:r,  y,  z)^ 
holomorphe  lorsque  les  points  j?,  y,  z  sont  intérieurs  à  des  courbes 
de  centre  Xo^yo^  ^o  ^^  ^®  rayon  R,  R',  R",  on  évite  l'introduction 
des  intégrales  multiples  en  faisant  la  substitution 

—g—  -  ^  ^,     -  ï,  ^.    -  ', 

qui  introduit  une  fonction  auxiliaire  de  t^  ^{^)* 

Le  développement  de  ^{t)  conduit  à  un  développement  de 
f{x^  y,  z),  où  tous  les  termes  en  x'^y^zy  correspondant  à  une  même 
valeur  de  la  somme  a+P  +  y  sont  réunis  en  un  seul.  On  dé- 
montre ensuite  facilement  que  l'on  peut  séparer  les  termes 
et  les  placer  dans  un  ordre  quelconque,  en  se  servant  de  la  fonc- 
tion majorante 

M 


(— «)(-f)(-^-) 


L'étude  des  fonctions  analytiques  est  poussée  assez  loin  pour 
que  l'auteur  puisse  donner  en  une  cinquantaine  de  pages  les  pro- 
priétés des  fonctions  elliptiques  (avec  les  notations  de  WeierstVass) 
et  en  faire  l'application  aux  courbes  de  genre  un  et  à  l'équation 
d'Euler. 

3.  Dans  le  Chapitre  consacré  aux  équations  différentielles,  on 
lira  avec  un  intérêt  particulier  la  démonstration  de  Texistence  des 
solutions  pour  un  système  diff^érentiel  de  forme  canonique,  le 
changement  de  variables  dans  une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  et  dans  le  système  différentiel  équivalent,  la  réduction 
qui  résulte  de  la  connaissance  de  p  intégrales  premières  indépen- 
dantes. 

Les  équations  aux  différentielles  totales  complètement  intégrales 
sont  traitées  dans  le  cas  de  n  variables  indépendantes,  et  il  serait 
certainement  difficile  de  réduire  les  trois  pages  qui  leur  sont  con- 
sacrées sans  sacrifier  une  partie  des  résultats  qui  sont  établis. 

Pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non 
linéaires,  kn  variables  indépendantes,  on  obtient  les  équations  des 
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caractéristiques  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t^  suivant 
une  marche  indiquée  par  M.  Darboux.  La  notion  d'intégrale  com- 
plète est  expliquée  dans  le  cas  général  «t  la  recherche  d'une  inté- 
grale complète  est  détaillée  pour  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
dantes, d'après  la  niéthode  de  Lagrànge  et  Charpit. 
L'équation  du  second  ordre 

est  interprétée  comme  définissant  le  mouvement  de  l'air  dans  un 
tuyau  cylindrique  fermé  à  une  extrémité  et  indéfini  dans  un  sens, 
en  supposant  que  la  paroi  et  la  colonne  d'air  sont  en  repos  à 
l'instant  t  =  o  et  qu'on  imprime  à  la  tranche  initiale  un  mouvement 
dont  la  loi  est  donnée  par  la  relation 

a=/(f)        pour        a?  =  o,         t^o, 

4.  Les  applications  géométriques  sont  exposées  de  manière  à 
préparer  le  lecteur  à  une  étude  plus  approfondie  de  la  Géométrie 
supérieure.  En  particulier,  on  explique  les  notions  fondamentales 
sur  les  surfaces  applicables,  les  propriétés  invariantes  de  la  cour- 
bure totale  et  des  lignes  géodésiques  dans  la  déformation  d'une 
surface,  les  lignes  géodésiques  étant  définies  par  la  propriété  de 
leurs  plans  osculateiirs. 

Une  indication  précise  sur  la  variation  d'une  intégrale  de  la 
forme 


/ 


v(x,7,y)^ 


permet  d'établir  que  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  autre  sur 
une  surface  ne  peut  être  qu'une  ligne  géodésique;  puis,  en  rappor- 
tant la  surface  à  une  famille  de  géodésiques  et  à  leurs  trajectoires 
orthogonales,  on  vérifie  que  les  lignes  géodésiques  sont  bien  des 
courbes  de  longueur  minimum,  tout  au  moins  dans  une  région 
suffisamment  petite.  Ë.  Lacour. 
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CONTRIBUTION  A  LA  6Ë0MËTRIE  DES  ÉLËMENTS  ISOTROPES; 
Par  m.  L.   RAFFY. 


Je  vais  traiter  quelques  questions  qui  ne  tarderont  pas,  sans 
doute,  à  devenir  classiques,  car  les  élémients  isotropes  acquièrent 
chaque  jour  plus  d^'mportance  en  Géométrie.  Ces  questions  se 
rapportent  à  la  courbure  et  à  la  torsion,  aux  développantes  et  aux 
développées  des  droites  isotropes,  des  courbes  minima  et  de  celles 
qui  sont  tracées  sur  un  plan  isotrope. 

La  solution  de  certaines  d'entre  elles  diffère  absolument  des 
énoncés  correspondants  de  la  Géométrie  ordinaire.  Ainsi,  les  dé- 
veloppées des  droites  isotropes  et  les  développantes  des  courbes 
minima  dépendent  d'une  fonction  arbitraire. 

Les  courbes  tracées  sur  un  plan  isotrope  sont  caractérisées  par 
la  propriété  d'avoir  en  tous  leurs  points  leur  rayon  de  courbure 
infini.  Elles  admettent  comme  développantes  des  droites  isotropes. 
Quant  à  leurs  développées,  que  nous  représentons  par  des  formules 
entièrement  explicites,  elles  doivent  être  considérées  comme  des 
hélices  particulières,  car  ce  sont  des  géodésiques  de  cylindres  à 
génératrices  isotropes,  et  elles  constituent  l'ensemble  des  courbes 
dont  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  dans  un  rapport 
égal  à  l'unité  imaginaire. 

L  —  DaoïTES  isotropes;  développante  et  développées. 

1.  Les  droites  isotropes  sont  les  droites  qui  rencontrent  le 
cercle  de  l'infini.  Elles  sont  caractérisées,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, par  l'évanouissement  de  la  somme  des  carrés  de  leurs 
coefficients  directeurs  : 

/« -»- m* -H  71*  =  o. 
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Un  plan  isotrope  est  un  plan  langent  au  cercle  de  l'infini;  en 
coordonnées  rectangulaires,  il  est  représenté  par  l'équation 

Ix  -»-  my  -I-  nz  -+-/?  =  o, 

ly  m  et  n  vérifiant  Tégalilé  précédente. 

On  reconnaît  aisément  que  par  toute  droite  isotrope  passe  un 
seul  plan  isotrope,  que  par  chaque  point  d'un  plan  isotrope 
passe  une  seule  droite  isotrope,  que  toute  courbe  minima  (ou 
de  longueur  nulle)  tracée  sur  un  plan,  isotrope  ou  non,  est  une 
droite  isotrope. 

Convention.  —  Deux  droites  (D)  et  (D^)  étant  rapportées  à  un 
système  d'axes  rectangulaires,  nous  dirons  qu'elles  sont  perpendi- 
culaires entre  elles  si  leurs  coefficients  directeurs  (l^  m,  n)  et 
(/,,  m^,  /i|)  satisfont  à  la  condition 

(i)  //i-f- m/wi  H- n/i|  =  o. 

Celte  convention  s^accorde,  quand  aucune  des  droites  considé- 
rées n'est  isotrope,  avec  la  condition  relative  au  cosinus 

(2)  cos(D,Di)=  


mais  elle  en  difFèrti  quand  l'une  d'elles  est  isotrope,  car  alors  le 
cosinus  de  Tangie  des  deux  droites  a  son  dénominateur  nul,  comme 
son  numérateur,  de  sorte  qu'il  est  indéterminé.  Notre  convention 
n'exige  pour  Torlhogonalité  que  l'évanouissement  du  numérateur* 
Elle  entraîne  comme  conséquences  immédiates  les  deux  lemmes 
suivants,  dont  nous  aurons  à  (aire  usage  : 

Lemme  I.  —  Toute  droite  du  plan  isotrope  qui  contient  une 
droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  cette  droite;  en  parti- 
culier, toute  droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  elle-même. 

Toute  droite  isotrope  peut  être  représentée  par  les  équations 

y  =  ix,  -5  =  0. 

Ses  coefficients  directeurs  sont  /=i,  m^=i^  n  =  o.  Le  plan 
isotrope  qui  la  contient  est  le  plan  y  =  ix.  Toute  droite  de  ce  plan 
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est  donc  parallèle  à  une  droite 

dont  les  coefficienls  directeurs  sont  /|  =  i,  /w^  =  «  et  /i|.  Quelle 
que  soit  la  constante  /i^,  on  a  visiblement 

En  supposant  n^  =  o,  on  voit  que  la  droite  isotrope  est  perpen- 
diculaire à  elle-même. 

Lemmk  II.  —  Toute  droite  qui  rencontre  une  droite  isotrope 
et  qui  lui  est  perpendiculaire  est  tracée  sur  le  plan  isotrope 
qui  contient  cette  droite  isotrope. 

Soit  encore  la  droite  isotrope  (D), 

y  ■=.  ix^  -5  =  0. 

Menons  par  Torigine  une  droite  (D|), 

y  "=  m\X^        z  •=^  ¥i\X^ 

qui  lui  soit  perpendiculaire.  On  a,  d'après  la  convention  faite  sur 
Torthogonalité, 

I  -H  im\  =  o, 

c'est-à-dire  m\  =  i.  Ainsi  la  droite  (D|)  appartient  au  plan  y  =  ix 
qui  est  le  seul  plan  isotrope  contenant  la  droite  (D). 

Remarque.  —  La  formule  générale  (2)  donne  immédiatement 

Si  la  droite  (D)  est  isotrope  et  si  la  droite  (D^)  n'est  point  pa- 
rallèle au  plan  isotrope  qui  contient  (D),  le  numérateur  du  second 
membre  est  nul  et  son  dénominateur  est  dilTérent  de  zéro  (lemme  II). 
En  conséquence,  une  droite  isotrope  fait ^  avec  toute  droite  non 
parallèle  au  plan  isotrope  qui  la  contient,  un  angle,  dont  la 
tangente  est  égale  à  V unité  imaginaire. 
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2.  Une  droite  isotrope  peut  être  considérée  comme  sa  propre 
développante;  car,  étant  perpendiculaire  à  elle-même,  elle  est  nor- 
male à  ses  tangentes.  D'ailleurs,  elle  n'a  point  d'autre  dévelop- 
pante qu'elle-même,  puisque  les  tangentes  d'une  droite  quel* 
conque  se  confondent  avec  cette  droite. 

Une  droite  isolrope  peut  aussi  être  considérée  comme  étant  l'une 
de  ses  développées,  puisqu'elle  est  l'enveloppe  d'une  infinité  de 
droites  coïncidant  avec  elle-même  et  dont  chacune  lui  est  normale. 
Mais  elle  admet  d'autres  développées.  Il  résulte,  en  effet,  du 
lemuie  I  que  toute  courbe  tracée  sur  le  plan  isotrope  qui  con- 
tient une  droite  isotrope  admet  cette  droite  comme  dévelop- 
pante, puisque  ses  tangentes  sont  perpendiculaires  à  cette  droite. 
D'ailleurs,  en  vertu  du  lemme  II,  la  droite  isotrope  n'a  point 
d'autres  développées  que  les  courbes  du  plan  isotrope  qui  la  con- 
lient.  En  conséquence,  Vensembie  des  développées  d'une  droite 
isotrope  se  compose  de  toutes  les  courbes  tracées  sur  le  plan  iso- 
trope qui  la  contient. 


IL  —  Courbure  et  torsion  des  courbes  minima. 

3.  Nous  définirons  le  ra;yon  de  courbure  R  et  le  ra^on  de 
torsion  T  des  courbes  minima  par  les  formules  qoi  expriment  pour 
les  courbes  réelles  la  définition  géométrique  de  ces  éléments, 
savoir 


•^  v/A«-4-B«-»-  C«  A 

Dans  ces  formules  les  accents  indiquent  les  dérivées  prises  par 
rapport  au  paramètre  u  en  fonction  duquel  sont  exprimées  les 
<:oordonnées  rectangulaires  x^  y^  z  des  points  de  la  courbe,  et  l'on 
a  posé 


B  =  z'x^'-x'z'',        A  = 

c  =  x'y-yx^, 


y  y  y" 

z'     z"     z" 


L'arc  indéfini  de  la  courbe  étant  représenté  par  5,  on  a 

j'«  =  x'»-f-y*H->5'«,      5'/= x'x"  -^yy  -\-z'  ^, 
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Mais  une  identité  bien  connue  permel  d'écrire 

de  sorte  qu'il  vient 

Appliquons  ces  formules  aux  courbes  miniina  (s  =  o)  qu'on  peul 
représenter  par  les  formules 

(3)    x  =  — - — ç-haç— <p,     —ij^  =  — - — 9'— af— <p,    z  =  u^'—^'y 

où  cp  désigne  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  u.  On  déduit 
aisément  de  là 

Or  on  doit  supposer  'f'"^  o,  sans  quoi  le  point  (x,  y^  z)  serait 
fixe.  En  conséquence,  le  dénominateur  de  R  et  celui  de  T  ne 
sont  pas  nuls.  Comme  s'-^  est  nul,  le  rayon  de  courbure  R  et  le 
rayon  de  torsion  T  sont  nuls  en  tous  les  points  d'une  courbe 
minima, 

11  n^y  a  donc  pas  lieu,  semble-t-il,  de  parier  de  leur  rapport. 
Néanmoins,  si  l'on  divise  membre  à  membre  les  deux  équations  (2), 
on  obtient  la  relation  générale 

(5)  ?= '- 


où  ne  figure  plus  le  facteurs"  dont  l'évanouissement  entraîne  celui 
de  R  et  de  T.  Or  il  suffit  d'avoir  égard  aux  formules  (4)  pour  re- 
connaître que  le  second  membre  de  l'égalité  (5)  se  réduit  à  1  unité 
imaginaire  i.  On  peut  donc  dire  que,  pour  toute  courbe  minima, 
le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de  torsion  est  con- 
stamment égal  à  l'unité  imaginaire  (*).  Il  convient  même  de  le 

^)  Les  conclusions  du  texte,  relatives  à  H  et  à  T,  ne  s'appliquent  pas  aux 
droites  isotropes,  parce  que  les  équations  (3)  ne  peuvent  pas  représenter  une 
droite.  Si  Ton  égale,  en  effet,  à  zéro  les  trois  coefficients  A,  B,  C  du  plan  oscu- 
lateur,  on  trouve  l'unique  condition  tp*  =  o,  qui  réduit  à  des  constantes  les  expres- 
sions de  Xt  y,  z.  Pour  une  droite  isotrope,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de 
torsion  sont  indéterminés. 
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faire,  car  la  propriété  R  =  iT  caractérise,  comme  nous  l'établirons 
plus  loin,  les  développéesdescourbes  tracées  sur  un  plan  isotrope, 
et  nous  allons  voir  que  toute  courbe  minima  admet  comme  déve- 
loppantes une  double  infinité  de  courbes  de  cette  espèce. 

III.  —  Développantes  et  développée  d'une  courbe  mijnimà. 

4.  On  sait  (lemme  I)  que  toute  droite  du  plan  isotrope  qui  con- 
tient une  droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  cette  droite.  Il  suit 
de  là  <\K%^ étant  donnée  une  courbe  gauche  minima  (C),  si  Von 
coupe  par  un  plan  isotrope  quelconque  (P)  la  développable 
isotrope  {Y^)  formée  par  les  tangentes  à  cette  courbe  y  la  sec- 
tion (Co)  est  une  développante  de  (C).  Soient,  en  effet.  M©  un 
point  de  la  courbe  plane  (Co)  et  MqTo  la  tangente  en  Mq.  Cette 
tangente  à  une  courbe  tracée  sur  la  développable  (D)  appartient 
au  plan  tangent  de  la  développable  en  Mq;  or  ce  plan  est  un  plan 
isotrope  et  contient  la  génératrice  isotrope  MqM  tangente  à  l'arête 
de  rebroussement  (C).  Les  deux  droites  MoM  et  MoTq  étant  rec- 
tangulaires d'après  le  lemme  I,  la  proposition  est  établie.  Comme 
il  y  a  00*  plans  isotropes,  toute  courbe  minima  admet  00*  dévelop- 
pantes tracées  chacune  sur  un  plan  isotrope. 

Mais  il  y  a  plus  :  toute  courbe  minima  admet  une  infinité  de 
développantes,  dépendant  d'une  fonction  arbitraire.  Soit,  en 
effet,  sur  la  tangente  au  point  M (j?,  y^  z)  d'une  courbe  minima, 
le  point  Mo,  défini  par  les  formules 

où  X  est  une  fonction  de  u.  On  a,  pour  les  coefficients  directeurs 
de  la  tangente  au  lieu  de  ce  point, 

On  déduit  immédiatement  de  là  l'identité 

a^'a^i  -ny/o  -«- -«'^'o  =  (1  + V)*''-H  ^''*% 

dont  le  second  membre  s'évanouit,  quelle  que  soit  la  fonction  X, 
quand  s!  est  nul. 

BulL  des  Sciences  mathém.,  ^*  série,  t.  XXXII.  (Septembre  1908.)  18 
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5.  Les  tangentes  d'une  courbe  mini  ma  étant  des  droites  iso- 
tropes, on  peut  considérer  une  courbe  mini  ma  comme  étant  sa 
propre  développée,  puisqu'elle  est  tangente  à  une  infinité  de 
droites  qui  lui  sont  normales,  étant  perpendiculaires  à  elles-mêmes 
(lemme  I).  Mais  il  y  a  plus  :  une  courbe  minima  n'a  point  de 
développée  autre  qu'elle-même.  En  effet,  les  seules  droites  qui 
soient  perpendiculaires  à  ses  tangentes,  droites  isotropes,  sont 
(lemme  II)  les  droites  des  plans  isotropes  dont  chacun  contient 
Tune  de  ces  tangentes  :  ce  sont  donc  des  droites  situées  dans  les 
plans  osculateurs  de  la  courbe  minima.  Or,  quand  on  mène  par 
chaque  point  d'une  courbe  gauche  une  droite  située  dans  son 
plan  osculateur,  cette  droite  ne  peut  avoir  une  enveloppe  que  si 
elle  se  confond  avec  la  tangente  à  la  courbe.  On  est  donc  ramené 
à  la  cburbe  minima  elle-même,  puisqu'il  s'agit  ici  de  courbes 
minima  gauches. 

IV.  —  Courbes  tracées  sur  un  plan  isotrope. 

6.  Ces  courbes,  que  nous  avons  trouvées  comme  développées 
des  droites  isotropes,  se  présentent  d'elles-mêmes  quand  on 
cherche  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  constamment 
infini.  En  efifet,  d'après  la  formule  générale 

,  ,  I  A«-+-B«-hC« 


R«       (ar'«-hy*H-a'«)3 


OÙ  A,  B,  C  sont  les  coefficients  du  plan  osculateur,  pour  que  R  soit 
constamment  infini,  il  faut  qu'on  ait 

c'est-à-dire  que  tous  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  soient  des 
plans  isotropes.  Or  la  considération  du  cône  isotrope  montre  que 
la  caractéristique  d'un  plan  isotrope  variable  est  une  droite  iso- 
trope. Si  donc  le  plan  osculateur  de  la  courbe  était  variable,  sa 
caractéristique,  qui  est  la  tangente  de  la  courbe,  serait  une  droite 
isotrope  et  la  courbe  serait  une  courbe  minima;  mais  alors  (n®  3) 
le  rayon  de  courbure  serait  constamment  nul,  au  lieu  d'être  infini. 
Il  faut  donc  conclure  que  le  plan  osculateur  est  fixe  et,  par  suite, 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES  9.71 

que  la  courbe  est  tracée  sur  un  plan  isotrope.  Cela  étant,  si  l'on 
exclut  les  droites  isotropes,  le  dénominateur  de  la  formule  (1)  est 
différent  de  zéro  etR  est  infini.  Ainsi,  toute  courbe  dont  le  rayon 
de  courbure  est  constamment  infini  est  tracée  sur  un  plan  iso- 
trope, et  réciproquement,  La  droite  est  Tune  de  ces  courbes. 

7.  Pour  les  étudier  de  plus  près,  supposons-les  tracées  sur  le 
plan  X  +  iy=^  o.  Nous  pourrons  les  représenter  par  les  équations 

(2)  x  =  x(z),        y  =  ix{z), 

en  prenant  pour  variable  la  coordonnée  3,  ce  qui  exclut  les  droites 
isotropes.  LMdentité  générale 

se  réduit  ici  à  ds^=  dz^^  ce  qui  permet  de  prendre  5  =  ^.  On  voit 
que  la  tangente  fait  un  angle  constamment  nul  avec  une  droite 
fixe,  Taxe  des  z.  Réciproquement,  si  la  tangente  à  une  courbe 
fait  un  angle  constamment  nul  avec  l'axe  des  z^  la  courbe  est 
tracée  sur  l'un  des  plans  isotropes  x±iy  =  const. 
L'équation  du  plan  normal  au  point  {x,  y,  z)  est 

{X  —  x)  x' -h  i(y  —y)  x' -^  Z  -  z  =  o 

ou,  à  cause  de  la  relation  x  -h  «^  =  0,  vérifiée  en  tous  les  points 
de  la  courbe, 

ar'(X -h  *¥)-+- Z-z  =  o. 

La  normale  principale,  intersection  du  plan  normal  avec  le  plan 
de  la  courbe 

X  -h  i  Y  =  o, 

est  représentée  par  les  deux  équations 

X-+-«Y  =  o,        Z— ^  =  0. 

Ainsi,  la  normale  principale  est  la  droite  isotrope  du  plan  de 
la  courbe,  menée  par  le  point  considéré.  Sa  direction  ne  change 
pas  avec  son  point  d^incidetice;  mais,  en  vertu  du  lemme  I,  elle 
est  bien  perpendiculaire  à  la  tangente. 

La  droite  polaire,  caractéristique  du  plan  normal,  est  repré- 


Digitized  by 


Google 


vjT,  PREMIÈRE  PARTIE, 

sentée  par  Téquation  de  ce  plan, 

a?'(XH-tY)-f-Z  — ^  =  0, 

et  par  F  équation  dérivée, 

a:'(X-4-*Y)— 1  =  0. 

On  voit  que  c'est  une  droite  isotrope  et  qu'elle  est  parallèle  à  la 
normale  principale;  ce  résultat  s'accorde  avec  la  valeur  infinie 
trouvée  pour  le  rayon  de  courbure. 

La  surface  polaire,  lieu  de  la  droite  polaire,  est  un  cylindre  à 
génératrices  isotropes,  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  élimi- 
nant z  entre  les  relations 

X  +  .-Y  =  i,,         Z  =  z-^. 

Comme  il  est  parallèle  au  plan  a:  -f-  «y  =  o,  il  n'y  a  point  de 
développée  dans  le  plan  de  la  courbe, 

V.  —  Développantes  et  développées  des  courbes 

TRACÉES    SUR    UN    PLAN    ISOTROPE. 

8.  D'après  ce  qui  a  été  vu  au  n®  2,  une  courbe  tracée  sur  un 
plan  isotrope  admet  comme  développantes  toutes  (es  droites 
isotropes  de  ce  plan.  Le  calcul  suivant  prouvera  qu'elle  n'en  a 
point  d'autres.  Soient  toujours 

les  équations  de  la  courbe  considérée  (C).  Comme  elles  entraî- 
nent ds  =  dzy  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  x\  ix' 
et  1,  la  dérivée  x'  étant  prise  par  rapport  à  z.  Les  expressions  gé- 
nérales des  coordonnées  a?©,  ^o>  ^o  d'une  développante 

,  ^        .dx  /  n        \^y  ,r^^dz 

370  =  a?-»- (G  — 5)-^,         J'o  =  r-»-(G  — *)-^*  ^,  ==«_»- (G  — 5)^ 

deviennent  ici 

a:o=  a?  -H  (G  —  -5)  x\        70=  t[a?-4-(G  —  ^)a?'],         Zo=  G. 

Ainsi,  l'on  n'obtient  que  les  droites  isotropes  du   plan   de  la 
courbe  (C)  et  on  les  obtient  toutes, 
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9.   Pour  trouver  les  développées  de  ^C),  remarquons  qu^une 
Dorroale  quelconque  est  représentée  par  les  équations 

X  —  ^  _  Y  — y  ^  Z  —  z 
a       ~~       b      ~       c     ^ 

avec  la  condition 

(i)  c  =  —  {a'hib)x*. 

Il  faut  déterminer  cette  normale  de  façon  que  l*un  de  ses  points 

X=ar-f-ap,        Y  =  y-i-6p,        Z  =  z — (a-^  ib)x'p 

décrive  une  courbe  qui  lui  soit  tangente.  Exprimant  cette  con- 
dition par  les  relations  bien  connues 

X;  _  Y  '  _  Z'  _ 

a  ""  b  ~  —{a-h  ib)x'  "  ^^ 

nous  obtenons,  en  développant  les  calculs,  les  trois  équations 

(2)  x'-h  a(p'—  k)-+-  «'p  =  o, 

(3)  eV-h6(p'-fx)-H6'p  =  o, 

(4)  i-  ar'(a-4-  Î6)(p'-  ^i)  -  [x'(a-^ib)]'  p  =  o. 

L'élimination  de  p' —  [jl  et  de  p  fournit  la  relation 

(5)  a6'—  6a' -h  *(«-+-  ib)^x'x^=  o, 
qui  peut  s'écrire 

Intégrant  et  désignant   par   h  une  constante   arbitraire,    nous 
avons 

a  0?'*  -H  A  —  I 


(6) 


a -H  ib 


Mais  l'élimination  de  (p' — |jl)  entre  les  équations  (2)  et  (3) 

donne 

*(a6'—  6a')  p  -^ix'ia-^ib)  =  o, 

ce  qui,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (6),  revient  à 

a?'îH-A  — I 


ap=  — 


aa?" 


18. 
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Multipliant  par  le  rapport  b  \  a,  tiré  de  réquatîon  (6),  on  trouve 

,  .  a?'*  ■+•  A  ■+•  I 

Enfin  la  condition  (i)  donne 

cp=  —  (a-i-i6)a7'p=  —  -j. 

Nous  avons  donc  pour  les  coordonnées  d'une  développée  les 
expressions  suivantes  : 

Toutes  les  développées  sont  tracées  sur  le  cylindre  à  génératrices 
isotropes 

X-hiY=-i,         Z  =  z-2i, 

que  nous  avons  trouvé  comme  surface  polaire.  Employons,  pour 
former  son  élément  linéaire,  les  relations  (7),  où  h  sera  considéré 
comme  la  seconde  coordonnée  curviligne;  nous  trouvons 


'«•—'(?)■'(?)■ 


Remarquons,  en  passant,  que  l'élément  linéaire  d'un  cylindre  à 
génératrices  isotropes  n'est  pas  un  carré  parfait,  comme  celui  des 
autres  développables  isotropes. 

Remarquons  aussi  que  la  développée  particulière  A  =  o  est  une 
courbe  minima,  puisque  son  élément  d'arc  est  nul.  C'est  là  un 
résultat  dont  l'explication  géométrique  a  été  donnée  au  n°  4;  il 
conduit  à  représenter  une  courbe  minima  quelconque  par  les  for- 
mules très  simples 

V              a?'*— 1                              .a7'2-+-i           _               a?' 
A.  =  a? -=—  9  \  =iix  —  i =— ,  L  =.  z =  • 

10.  La  droite  rectifiante  d'une  courbe  fait  avec  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  au  quotient 
changé  de  signe  du  rayon  de  torsion  par  le  rayon  de  courbure 
(Lancret).  De  plus,  la  droite  rectifiante   d'une  développée   (C|) 
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d'une  courbe  (C)  est  ia  droite  polaire  de  (C).  Or  ici  la  droite  po- 
laire de(C)  est  isotrope  (n®  7)  et  parallèle  à  la  normale  principale. 
Quant  à  la  normale  de  (C)  qui  touche  la  développée  (C|),  elle 
n^est  pas  dans  le  plan  de  (C),  c'est-à-dire  dans  le  plan  isotrope  qui 
contient  la  normale  principale  :  d'après  la  remarque  du  n^  %  ces 
deux  normales  font  entre  elles  un  angle  dont  la  tangente  est  î.  On 
a  donc 

Ainsi,  pour  toute  développée  d'une  courbe  tracée  sur  un 
plan  isotrope,  le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de 
torsion  est  constamment  égal  à  l* unité  imaginaire.  Cette  pro- 
priété constitue  une  première  analogie  entre  les  hélices  et  les  déve- 
loppées en  question. 

11.  Pour  compléter  le  rapprochement,  rappelons  que  toute 
hélice  est  une  ligne  géodésique  du  cylindre  dont  elle  coupe  les 
génératrices  sous  un  angle  constant.  Considérons  maintenant  l'une 
des  développées  (C|)  d'une  courbe  (C),  tracée  sur  un  plan  iso- 
trope, etlecjlindre  isotrope,  surface  polaire  de  la  courbe  (C),  qui 
porte  toutes  ses  développées.  La  droite  rectifiante  de  (C|),  étant 
la  droite  polaire  de  (C),  est  la  génératrice  du  cylindre.  Son  plan 
rectifiant,  déterminé  par  la  tangente  et  la  droite  rectifiante,  coïn- 
cide avec  le  plan  tangent  du  cylindre.  Or  les  géodésiques  d'une 
surface,  ayant  leur  plan  osculateur  normal  à  la  surface,  sont  préci- 
sément les  courbes  qui  ont  pour  plan  rectifiant  le  plan  tangent  de 
la  surface.  Ainsi,  les  développées  d'une  courbe  tracée  sur  un 
plan  isotrope  sont  des  géodésiques  de  cylindre  à  génératrices 
isotropes. 

Pour  établir  la  réciproque,  considérons  un  tel  cylindre 

Son  élément  linéaire  est 

dx^-^  dy*-^  dz*  =  d(x  -h  iy)  [d(x —  îy)  •+■  «p'*(jr  -h  iy)d{x  -+-  iyjl. 

Ses  géodésiques  ont  pour  équation  finie 

X  —  iy  -^  I  <?'*(a?  -h  iy)  d{x  -f-  iy)  =  m*(x  h-  iy)  -t-  n, 
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m  el  n  désignant  deux  constantes  arbitraires.  L'élément  d*arc  de 

l'une  d'elles  est 

ds  =  m  d{x  -h  iy). 

Si  donc  on  désigne  par  Xq^  y^^  z^  les  coordonnées  de  l'une  des 
développantes  de  cette  géodésique,  on  n'aura  qu'à  appliquer  les 
formules  générales  du  n°  8  pour  trouver  en  particulier 

I  C 

rro-+-tyo=  3û-\-iy  -^ [C  —  m(ar -hi^)]  =  —, 

ce  qui  prouve  que  toutes  les  développantes  sont  tracées  sur  des 
plans  isotropes.  Ainsi,  toute  géodésique  de  cylindre  à  généra- 
triées  isotropes  est  une  développée  de  courbe  tracée  sur  un  plan 
isotrope.  L'hypothèse  m  =  o,  qui  met  la  démonstration  en  défaut, 
donne  précisément  la  courbe  minima  signalée  au  n^  9;  mais  cette 
courbe  jouit  aussi  (n®  4)  de  la  propriété  considérée. 

VL  —  Courbes  dont  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion 

SONT    dans    un    rapport    CONSTANT. 

12.  Pour  trouver  celles  de  ces  courbes  qui  ne  sont  point  des 
courbes  minima,  appelons  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente, af,  ^'',  y  ceux  de  la  binormale,  et  employons  les  formules 

fondamentales 

daf_  d^_df_K 

Ces  rapports  égaux  étant  supposés  avoir  une  valeur  constante  H, 
l'intégration  donne 

(I)  a''=Hon-a,        p^=Hp-h^,        Y'=HY-i-c, 

avec  trois  constantes  arbitraires  a,  6,  c.  De  là  résulte 

aLOL'-\-  PP'h- yy'=o  =  aa-f-ôp-hCYH-H. 

Si  donc  la  direction  (a,  6,  c)  n'est  pas  isotrope,  la  tangente  fait 
un  angle  constant  avec  elle  et  la  courbe  est  une  hélice. 

Supposons  maintenant  a^+6*+c^  =  o.  Les  équations  (i) 
donnent 

2(a'--Ha)«  =  n-H«=o; 
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le  rapport  R  :  T  est  donc  égal  à  l'unité  imaginaire.  Récipro- 
quement, si  H  est  égal  à  «,  les  équations  (i)  s'écrivent 

a'— ia=a,         P' — l'P  =  6,        Y"— *Y  =  c 

et  elles  entraînent  visiblement  a^  + 6^+  c^=o.  Or  les  coefficients 
directeurs  de  la  droite  rectifiante  d'une  courbe  quelconque  sont 
proportionnels  aux  binômes 

£_a  E_l  i!-l. 

R       T'  R        T'  R       T' 

quand  R  =  «T,  ils  deviennent  proportionnels  aux  coefficients  de 
la  direction  isotrope  (a,  6,  c).  Si  donc  on  fait  passer  par  la  courbe 
cherchée  un  cylindre  isotrope  de  direction  (a,  6,  c),  son  plan 
tangent  sera  le  plan  rectifiant  de  la  courbe,  qui,  par  suite  (n®  10), 
sera  une  géodésique  du  cylindre. 

D'autre  part,  les  courbes  minima  qui  échappent  à  cette  ana- 
lyse jouissent  de  la  propriété  R  =  «T  (n**  3)  et  sont  lignes  géodé- 
siques  de  toute  surface  qui  les  contient.  En  conséquence,  toute 
courbe  jouissant  de  la  propriété  R  =  iT  est  une  géodésique  de 
cylindre  à  génératrices  isotropes.  Ce  théorème  figure  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  G.  Scheflers,  Einleitung  in  die  Théorie  der  Curven 
(p.  284-286). 

Dans  ce  même  Ouvrage  (p.  224)9  1^^  courbes  en  question  sont 
représentées  à  l'aide  de  l'intégrale 


où  s  désigne  l'arc  et  R  la  fonction  arbitraire  de  S  choisie  pour  le 
rayon  de  courbure,  par  des  formules  qu'on  peut  écrire  comme 
suit: 


(2)         XH-lYrrr-TrfS,  X  -  l  Y  =     /^(Oî  -  I  )  rfS,  Z  =  -   ^^ô 


d^. 


Ces  formules  s'accordent  avec  les  équations  (7)  du  n**  9.  En 
efiet,  ces  dernières  donnent 

(3)         X-4-tY=i„         X-^tY  =  23r— ^'^T^,         Z  =  ^-~. 
Comme  h  n'est  nul  que  pour  la  courbe  minima  de  la  famille, 
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nous  pourrons  poser 

et  il  viendra 

ce  qui  prouve  que  toutes  les  courbes  qui  correspondent,  une  fois 
la  fonction  Ç  donnée,  aux  diverses  valeurs  de  A,  sont  égales  enlre 
elles.  Leur  forme  étant  indépendante  de  la  valeur  de  A,  nous  pou- 
vons prendre  A  =  —  i]  nous  aurons  alors 

On  déduit  aisément  de  là 

de  sorte  qu'il  suffit  de  poser  6  =  —  il'  pour  relrouver  les  équa- 
tions (a). 

Nos  équations  (3)  ne  mettent  pas  en  évidence  la  fonction  choisie 
pour  R,  mais  elles  ont  l'avantage  de  donner  pour  X,  Y,  Z,  S  et  R 
des  expressions  débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature. 
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FORSYTH  ( A.-R.).  —  Theory  of  differkntial  équations.  Parts  II,  III,  IV. 
5  volumes  in-8.  Cambridge,  University  Press;  1900-1906. 

On  a  déjà  rendu  compte  dans  le  Bulletin  {*)  du  premier  Volume 
de  rOuvrage  de  M.  Forsyth.  Cinq  Volumes,  parus  depuis  lors  et 
allant  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  aux  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  les  pins  générales,  en  tou> 
chant  à  une  foule  de  doctrines  nouvelles,  complètent  cet  Ouvrage. 
Il  y  avait  là  de  quoi  faire  reruler  un  g<^omètre  moins  intr(^pide  ou 
m(»ins  laborieux  que  M.  Forsyth.  Parmi  la  masse  énorme  de  ma- 
tériaux qu'il  avait  à  sa  disposition,  il  va  de  soi  que  Tauteur  a  dû 
faire  un  choix,  et  il  est  bien  probable  que  le  choix  eût  été  un  peu 
différent  avec  un  autre  auteur.  Pour  ma  part,  je  crois  que  beau- 
coup de  lecteurs  auraient  sacrifié  sans  peine  la  plus  grande  partie 
des  longs  développements  consacrés  aux  intégrales  singulières,  s  ils 
avaient  été  remplacés  par  quelques  Chapitres  sur  les  invariants 
intégraux,  par  exemple,  ou  les  solutions  périodiques,  etc.  Tel  qu'il 
est,  cet  Ouvrage  n'en  est  pas  moins  destiné  à  rendre  de  grands 
services  aux  professeurs  comme  aux  étudiants  ;  il  me  suffira,  pour  le 
prouver,  de  donner  quelques  rapides  indications  sur  les  sujets  qui 
y  sont  traités. 

Tomes  II  et  III  :  Équations  différentielles  non  linéaires. 

Les  questions  traitées  dans  l'Introduction  ont  un  caractère 
nettement  algébrique.  L'auteur  explique  en  détail  comment  un 
système  de  n  équalions  différentielles  du  premier  ordre  à  n  incon- 
nues MPo(V2,  ...,  Wni  dont  les  premiers  membres  sont  des  fonc- 
er) Voir  t.  XV,  2*  série,  p.  48-5o. 

BulL  des  Sciences  mathém»,  2*  série,  t.  XXXII.  (Octobre  1908.)  19 
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lions  entières  de  la  variabilité  2,  des  inconnues  wi  et  de  leurs 

dérivées  -^>  peut  être  ramené  à  un  type  normal 

-^  =  R/(^,  z,  ai,  a„  ...,  Un)        {i  =  i,i,  ...,  n), 

Ri  étant  une  fonction  rationnelle  d'une  variable  auxiliaire  t^ 
définie  par  une  équation  unique 

(i)  F(^«i,  W,,   ...,tt„,5)  =  0 

algébrique  en  t.  En  appliquant  à  cette  relation  les  théorèmes 
d'existence  relatifs  aux  fonctions  implicites,  on  par\nent  enfin  à 
une  forhie  normale  pour  tout  système  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre.  Le  Chapitre  se  termine  par  une  démonstration 
tout  à  fait  générale  du  théorème  classique  de  Weierstrass,  sur  la 
forme  d'une  fonction  analytique  de  plusieurs  variables,  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  valeurs  qui  annulent  cette  fonction. 

Avec  le  Chapitre  II,  consacré  au  théorème  d'existence  de 
Caucliy,  nous  entrons  vraiment  dans  la  théorie  des  équations 
diflférentielles.  L'existence  des  intégrales  d'un  système 

(2)  -^  =  fi(ui,ut,  ...,a„,^)        (1  =  1,2,  ...,/i), 

prenant  des  valeurs  initiales  données 

pour  z=  Cf  lorsque  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  régu- 
lières des  variables  e^/,  ^,  dans  le  voisinage  de  ce  système  de 
valeurs,  est  établie  par  la  méthode  classique  du  calcul  des  limites. 
Il  résulte  immédiatement  de  la  démonstration  que  le  système  (2) 
ne  peut  admettre  qu'un  système  d'intégrales  holomorphes  répon- 
dant à  ces  conditions  initiales.  M.  Forsyth,  qui  attache  une  grande 
importance  à  cette  proposition,  l'établit  directement  de  plusieurs 
manières. 

Une  question  bien  plus  importante,  quoique  très  voisine  de 
celle-là,  est  relative  à  Tunicité  des  intégrales,  régulières  ou  non, 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  données.  Briol  et  Bouquet, 
qui  se  sont  occupés  les  premiers  de  la  question,  avaient  démontré 
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que  Féquation  différentielle 

dw       -.        . 

n'admettait  pas  diantre  intégrale  que  Pintégrale  holomorphe, 
prenant  la  valeur  w  =:  6  pour  z=a,  lorsque  /((v,  z)  est  une 
fonction  régulière  des  deux  variables  (V,  z,  dans  le  voisinage  des 
valeurs  (v=6,  z  =  a.  Au  début  du  Chapitre  III,  M.  Forsyth 
rapporte  Tobjection  que  Fuchs  a  tirée  de  l'exemple  simple 

dw       w* 

cette  objection,  quoique  facile  à  lever,  a  eu  du  moins  le  mérite  de 
rappeler  Tattention  des  mathématiciens  sur  ce  sujet  fondamental 
et  de  faire  préciser  le  problème  qu'il  s'agissait  de  résoudre  et 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

hts  fonctions  fi  («/«,  Ma»  •  •  m  "/d  ^)  étant  supposées  régulières 
dans  le  voisinage  des  valeurs  Ui  =  a/,  s  =  c,  existe-t-il  un 
système  d^ intégrales  des  équations  (2),  différentes  des  inté- 
grales holomorphes,  tel  qi£on  puisse  faire  décrire  à  la  variable  z 
un  chemin  tel  que,  \z  —  c\  tendant  vers  zéro,  il  en  soit  de  même 
de  tous  les  modules  \ui  —  a/l? 

La  démonstration  de  Briot  et  Bouquet  supposait  que  le  chemin 
décrit  parla  variable  z  avait  une  longueur^me.  Les  preuves  plus 
récentes  de  M.  E.  Picard  et  de  M.  Painlevé  (qui  ne  sont  pas 
essentiellement  différentes)  n'exigent  aucune  hypothèse  sur  ce 
chemin  et  conduisent  à  une  réponse  négative.  M.  Forsjth  semble 
croire  que  de  nouvelles  recherches  sont  nécessaires  pour  trancher 
la  question.  J'avoue  que  je  ne  puis  comprendre  les  raisons  de  son 
scepticisme,  et  je  considère  l'unicité  des  intégrales  d'un  système 
d'équations  différentielles,  correspondant  à  des  conditions  initiales 
données  dans  les  conditions  énoncées,  comme  une  proposition 
capitale  acquise  à  la  Science  d'une  façon  définitive  (^). 


(')  J'engage  le  lecteur  qui  conserverait  quelques  doutes  à  lire  une  Communi- 
cation sur  ce  sujet  de  M.  Painlevé  {Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
t.  XXVIII,  1(^0,  p.  191). 
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L'étude  des  intégrales  non  régulières  n'en  est  pas  moins  d'une 
grande  importance  dans  cette  théorie,  mais  ces  intégrales  ne 
peuvent  correspondre  qu*à  des  valeurs  initiales  exceptionnelles, 
pour  lesquelles  les  conditions  requises  par  le  théorème  d'existence 
de  Cauchy  ne  sont  pas  satisfaites. 

Prenons  par  exemple  une  équation  unique  du     remier  ordre 

(3)  ë  =/(-.-); 

les  conditions  initiales  (v=  a,  5==c  ne  sont  exceptionnelles  que 
si  la  fonction /((^,  .z)  n'est  pas  régulière  dans  le  domaine  des 
valeurs  iv  =  a,  z  =  c.  Une  classification  de  toutes  les  conditions 
initiales  exceptionnelles  reviendrait  à  une  classificalion  de  toutes 
les  singularités  possibles  pour  une  fonction  analytique  de  deux 
variables.  Considérant  d'abord  des  fonctions  uniformes  /(w,  5), 
M.  Forsyth  distingue,  d'après  Weierslrass,  les  singularités 
possil)l<s  en  singularités  accidentelles  et  en  singularités  essen^ 
tielles. 

Une  singularité  ((v  =  a,  z  =  c)  est  accidentelle  s'il  est  possible 
de  trouver  une  série  entière  en  w  —  a^  z  —  c,  P© (w  —  a,  z  —  c), 
telle  que  le  produit  Pa(iv  —  a,  z  —  c)  /{w^z)  soit  une  fonction 
régulière  dans  le  domaine  des  valeurs  «'  =  a,  z=c.  Dans  le  cas 
contraire,  la  singularité  est  dite  essentielle.  Les  singularités 
accidentelles  sont  elles-mêmes  de  deux  sortes.  Si  Ton  peut  choisir 
la  série  entière  Pq{w  —  cl^  z  —  c)  de  façon  que  le  produit  Po/soit 
une  fonction  régulière  ne  s* annulant  pas  pour  w  =  a,  2  =  c,  la 
singularité  (pp  =  a,  2  =  0)  est  une  singularité  accidentelle  de 
première  espèce.  Si,  au  contraire,  parmi  les  séries  entières 
Po  («^ —  a,  z  —  c)  telles  que  le  produit  Po/  soit  holomorphe,  il 
n'en  existe  aucune  pour  laquelle  ce  produit  soit  différent  de  zéro 
pour  w  =  o.^  3  =  c,  la  combinaison  (a,  c)  est  une  singularité 
accidentelle  de  deuxième  espèce.  Le  théorème  de  Weierslrass 
permet  encore  une  classification  de  ces  singularités,  qui  se  retrou- 
vera dans  la  discussion  ultérieure. 

Chapitre  IV.  —  L'élude  d'une  singularité  accidentelle  de  pre- 
mière espèce  est  de  beaucoup  la  plus  facile.  L'équation  diffé- 
rentielle 

5ï  =/(»'.») 
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où  ^est  une  fonclion  régulière  dans  le  domaine  du  point  wp=  a, 

z  =  c,  s'annulant  en  ce  point,  admet  en  général  une  intégrale 
prenant  la  valeur  a  pourz=:c,  et  ^=c  est  un  point  critique 
algébrique  pour  cette  intégrale.  U  y  a  exception  si  le  développe- 
ment de  ^  contient  en  facteur  une  puissance  de  z  —  c;  il  n^y  a 

plus  alors  d'intégrale  tendant  vers  a  lorsque  z  tend  vers  c. 

L^auteur  traite,  à  la  suite  de  cette  question,  des  points  d'indé- 
termination (Fuchs)  |)Our  les  intégrales  d'une  équation  de  la 
forme 

OÙ  s  est  un  nombre  entier  positif,  g(y^Jc)  une  fonclion  régulière 
telle  que  ^(^,0)  ne  soit  pas  identiquement  nulle.  D'après  Fuchs, 
le  point  x  =  o  est  un  point  d'indétermination  s'il  existe  des  inté- 
grales de  l'équation  précédente  pouvant  prendre  une  infinité  de 
valeurs  distinctes  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Il  me  semble  que 
ce  problème  ne  se  rattache  qu'un  peu  artificiellement  à  celui  qui 
est  traité  au  début  du  même  Chapitre,  et  que  leur  rapprochement 
peut  entraîner  quelque  confusion  dans  l'esprit  du  lecteur.  Prenons 

par  exemple  l'équation  -^  =  ^  qui  n'admet,  d'après  le  résultat 

rappelé  tout  à  l'heure,  aucune  intégrale  tendant  vers  une  valeur 
limite  e,  différente  de  zéro,  lorsque  \x\  tend  vers  zéro.  Cepen- 
dant, rintégrale  générale  de  cette  équation 

peut  prendre  une  infinité  de  fois  toute  valeur  t^  Oy  dans  un  cercle 
de  rayon  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  ayant  pour  centre  l'origine. 
Cette  propriété  n'est  nullement  en  contradiction  avec  ce  qui  a  été 
dit  tout  à  l'heure,  car  on  ne  peut  trouver  pour  x  un  chemin  se 
rapprochant  indéfiniment  de  l'origine,  et  tel  que  \y  —  /|  tende 
vers  zéro  en  même  temps  que  \x\. 

Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Forsyth  rappelle  la  classification  des 
points  d'indétermination  de  Fuchs  et  les  résultats  obtenus  par  ce 
géomètre  grâce  à  l'introduction  d'une  variable  auxiliaire. 

L'étude  des  singularités  accidentelles  de   seconde   espèce  est 
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beaucoup  plus  difficile.  M.  Forsyth  y  cousacre  deux  Chapitres 
(p.  83-ao8)  sans  épuiser  le  sujet,  qui  est  sans  doule  inépui- 
sable, le  nombre  des  cas  possibles  distincts  paraissant  illimité.  On 
est  dans  tous  les  cas  ramené  à  Tétude  d'une  équation  différentielle 
de  la  forme 

r  et  5  étant  des  nombres  entiers,  p  (y,  x)  et  q  (y,  x)  des  poly- 
gones entiers  en  ^  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  régu- 
lières de  a?,  s'annulant  pour  :r  =  o,  tels  que  p  (o,  x)  et  q  (o,  x) 
ne  soient  pas  identiquement  nuls,  et  G(^,  x)  une  fonction  régu- 
lière. Il  s'agit  de  rechercher  les  intégrales  de  cette  équation  qui 
tendent  vers  zéro  avec  x.  Si  Ton  admet  que  l'intégrale  cherchée 
est  d'un  degré  infinitésimal  déterminé  pi,  cet  ordre  pi  peut  dans 
tous  les  cas  s'obtenir  au  moyen  d'un  diagramme  analogue  au  dia- 
gramme de  Puiseux  pour  trouver  les  degrés  infinitésimaux  des 
racines  d'une  équation  algébrique.  Ce  degré  [x  étant  supposé 
connu,  l'équation  peut,  par  une  suite  de  transformations,  être 
ramenée  à  une  forme  simple  appartenant  à  un  petit  nombre  de 
types  : 


"S- 

4^(v 

,  0      (*> 

I), 

"S= 

g^n 

-hbt-h,.. 

hçm 

-+-c£-h... 

(A:èi,m^i,nèi). 

Le  premier  de  ces  types,  de  beaucoup  le  plus  étudié,  peut  être 
considéré  comme  à  peu  près  complètement  élucidé,  grâce  aux. 
recherches  de  Briot  et  Bouquet,  de  MM.  Poincaré  et  Picard,  et 
d'autres  encore,  qui  sont  résumées  par  M.  Forsyth. 

Les  autres  types  réduits  ont  été  moins  bien  étudiés.  Prenons, 
par  exemple,  l'équation 

(4)  r'2j  =  aP^6/H-...        (*>i). 

Briot  et  Bouquet  avaient  remarqué,  sur  un  cas  particulier,  qu'en 
cherchant  à  déterminer  une  série  entière  en  t  sans  terme  constant, 
satisfaisant  formellement  à  l'équation  (4),  on  obtient  une  série 
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avec  un  rayon  de  convergence  nul.  Il  s*ensuil  qu'une  équation  de 
ce  type  n'admet  pas  en  général  d'intégrale  régulière  s'annulant 
pour  ^  =  o.  D'après  les  recherches  plus  récentes  de  MM.  Horn  et 
Bendixon,  le  point  ^  =  o  est  en  général  un  point  d'indétermination 
pour  les  intégrales  de  l'équation  (4).  En  employant  un  artifice, 
dont  la  première  idée  paraît  due  à  M.  Picard,  si  l'on  introduit 
une  variable  auxiliaire 


1      1 


pour  qu'une  relation  de  la  forme 

(5)  U(P,  r.r.)  =  G 

définisse  une  intégrale  de  l'équation  difierentielle  (4)>  il  faut  et  il 
snffit  que  U  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Ayant  obtenu  une  intégrale  de  cette  équation  (6),  la  relation  (5) 
définit  en  général  v  comme  fonction  de  l  et  de  7),  si  la  constante  C 
n'a  pas  été  choisie  d'une  façon  particulière,  mais  il  peut  se  faire 
que,  pour  des  valeurs  convenables  de  C,  la  variable  auxiliaire  7^ 
ne  figure  plus  dans  l'expression  de  (^.  Il  est  clair  que  ces  indica- 
tions exigeraient  une  étude  plus  approfondie.  M.  Forsyth  discute 
en  détail  difiérents  exemples  empruntés  à  l'équation  de  Riccati  et 
termine  ce  Chapitre  par  Texamen  de  quelques  cas  particuliers  des 
derniers  types  réduits  qui  se  ramènent  aux  formes  précédentes. 

On  ne  sait  encore  rien  de  général  relativement  aux  intégrales 
de  l'équation  du  premier  ordre 

(7)  è  =/(«'.  ^) 

dans  le  voisinage  d'un  couple  de  valeurs  (oc,  c),  formant  une  sin- 
gularité essentielle  pour  /{w^  z).  L'auteur  démontre,  dans  le 
Chapitre  VII,  le  théorème  de  M.  Painlevé  concernant  les  sin<;ula- 
rités  mobiles  [parametric  singulariùes)  des  intégrales  de  l'équa- 
tion (7),  lorsque /(i^,  z)  est  une  fonction  rationnelle  de  pp,  ana- 
lytique en  z.  Un  certain  nombre  d'exemples  bien  choisis  montrent 
clairement  que  ces  singularités  mobiles  sont  toujours  des  pôles  ou 
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des  points  critiques  algébriques,  tandis  que  les  intégrales  des 
équations  diiTérentielles  du  deuxième  ordre  ou  d'ordre  plus  élevé 
peuvent  avoir  des  singularités  mobiles  de  nature  bien  plus  com- 
pliquée. 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  (Chap.  VIII)  une 
élude  complète  des  singularités  des  intégrales  de  IVquation 
F  (zj  iv,  -^  j  =T  o,  F  étant  un  polynôme  en  -j-y  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  analytiques  uniformes  de  w,  z.  Soit  -5  =  c, 
(V:=a,  ^r=Y  "ïi  système  de  solutions  de  Téquation  proposée; 
si  Y  est  une  racine  simple  de  Téquation  enp 

(8)  F(c,  «;/>)  =  o, 

Téquation  difTérentielle  admet  une  intégrale  et  une  seule  pre- 
nant la  valeur  a  pour  z  =  Oj  tandis  que  sa  dérivée  prend  la 
valeur  y,  et  cette  intégrale  est  régulière  dans  le  domaine  dû 
point  z=c.  Si  p  =  y  est  racine  multiple  d'ordre  m  de  l'équa- 
tion (8),  saus  que  -: — h  Y  T"  ®°'^  ^^^9  à' cette  racine  y  correspond 
une  intégrale  pour  laquelle  2  =  c  est  un  point  critique  algébrique. 
Enfin,  lorsqu'on  a  à  la  fois  pour  un  système  de  valeurs  c,  2,  y 

^,  s  àF  à¥         dF 

quelques  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  em- 
ployées dans  les  Chapitres  précédents  permettent  de  ramener 
l'équation  aux  formes  types  déjà  étudiées.  Ces  résultats  conduisent 
tout  naturellement  à  la  théorie  des  solutions  singulières,  et 
M.  Forsyth  étudie  en  détail  les  relations  de  la  solution  singulière, 
quand  elle  existe,  avec  les  autres  intégrales. 

Le  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Painlevé  relatif  aux  équations  différentielles  F(w,  tv',  z)  =  o, 
où  F  est  algébrique  en  iv  et  w',  analeptique  en  z.  D'après  cette 
importante  proposition,  qui  généralise  une  proposition  déjà  éta- 
blie, les  intégrales  d'une  équation  différentielle  de  cette  espèce  ne 
peuvent  avoir  de  singularités  essentielles  mobiles. 

Les  résultats  exposés  dans  ce  Chapitre  permettent  aisément  de 
résoudre  la  question  suivante  ,  (jui  a  d'abord  fait  Tobjet  des 
recherches  de  Fuchs  ; 
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Trouver  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  coefficients 
de  Inéquation  F(pp,  iv',  5)  =  o  pour  que  les  intégrales  n^ad^ 
mettent  pas  de  points  critiques  mobiles. 

Ces  conditions  étant  algébriques  et  d'une  forme  simple,  on  pou- 
vait espérer  que  Tétude  des  équations  différentielles  satisfaisant  à 
ces  conditions  conduirait  à  des  transcendantes  uniformes  nouvelles, 
mais  il  n'en  est  rien.  En  efiet,  M.  Poincaré  démontrait  peu  après 
que,  toutes  les  fois  que  les  conditions  de  Fuchs  sont  satisfaites, 
rîntégration  de  l'équation  difTérentielle  s'elTectue  algébriquement, . 
ou  se  ramène  à  des  quadratures,  ou  à  une  équation  de  Riccati.  La 
démonstration  fait  usage  des  transformations  birationnelles,  qui 
ont  depuis  lors  joué  un  si  grand  rôle  dans  l'étude  des  équations 
différentielles.  Après  avoir  établi  les  résultats  de  M.  Poincaré, 
M.  Forsyth  traite  comme  exemple  les  équations  binômes 

R  étant  une  fonction  rationnelle  de  (V,  et  détermine  toutes  les 
équations  de  cette  espèce  qui  satisfont  aux  conditions  de  Fucbs, 
ce  qui  fournit  une  vérification  du  théorème  de  M.  Poincaré. 

Au  même  ordre  d'idées  se  rattachent  les  recherches  plus  an- 
ciennes de  Briot  et  Bouquet  concernant  les  équations  différen- 
tielles algébriques  F  ((v,  (^)  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  une 
fonction  uniforme.  M.  Forsyth  établit,  d'après  la  méthode  même 
suivie  par  les  auteurs,  les  conditions  nécessaires  pour  qu'il  en 
soit  ainsi.  Il  est  à  remarquer  que  Briot  et  Bouquet  admettaient 
que  les  conditions  obtenues  étaient  suffisantes,  ce  qui  ne  résultait 
nullement  de  leur  raisonnement,  et  ce  qui  revenait  en  réalité  à 
admettre  implicitement  le  théorème  de  M.  Painlevé.  Leur  conclu- 
sion s'est  trouvée  juste,  mais  il  n'en  aurait  pas  été  de  même  s'ils 
avaient  étudié  des  équations  du  second  ordre. 

L'exposition  des  recherches  plus  récentes  sur  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  dont  l'intégrale  générale  n'acquiert 
qu'un  nombre ^ni  de  valeurs  se  permutant  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  et  sur  Tiniégration  algébrique,  était  en  dehors  du 
cadre  de  l'Ouvrage.  M.  Forsvth  renvoie  aux  Mémoires  originaux, 
en  donnant  cependant  quelques  indications  sur  la  méthode.  Il 
montre,  en  particulier,  comment  le  problème  est  lié  tout  naturel- 
lement à  Tétude  des  transformations  birationnelles  ou  simplement 
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rationnelles  des  courbes  algébriques.  Ainsi,  étant  donnée  une 
équation  dont  le  premier  membre  F(^,  pp^,  z)  est  un  polynôme  en 
w  et  pp^,  on  est  conduit  à  examiner  si  l'expression  dvff  —  tv^dz 
admet  un  facteur  intégrant  M  qui  soit  égal  à  une  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce  relative  à  la  relation  algébrique  entre 
w  et  v(/. 

Avec  le  Tome  III  nous  revenons  à  la  théorie  générale  des  sys- 
tèmes d^équations  différentielles.  Etant  donné  le  système 

où  les  dénominateurs  sont  des  fonctions  régulières  s^annulant  pour 
a7|  =  a?2=...=  Xn=^o^  et  ^  une  variable  auxiliaire,  les  intégrales  qui 
prennent  ce  système  de  valeurs  initiales  pour  t=o  échappent  au 
théorème  général  de  Cauchy.  M.  Forsyth  montre  d'abord  comment 
une  substitution  linéaire  permet  de  ramener  les  dénominateurs  X| 
à  une  forme  simple.  Cette  transformation  dépend  de  la  résolution 
d'une  équation  algébrique  de  degré  n,  F(j;)  =  o,  attachée  au 
système  (9),  qui  se  réduit  à  l'équation  classique  dont  dépend  l'in- 
tégration de  ce  système,  lorsque  les  dénominateurs  se  réduisent  à 
leurs  termes  du  premier  degré.  Dans  le  cas  général  où  l'équation 
en  X  a  /i  racines  simples  X|,  X2,  ...,  X»,  on  peut  supposer  qu'on  a 

X|-  =  X|iP/-f-  des  termes  de  degré  supérieur. 

Si  X  =  (1)  est  une  racine  iniiJliple,  on  obtient  une  forme  réduite 
correspondante  comme  d.ins  le  cas  de  la  réduction  cl'nnc  subsiitu- 
tion  linéaire  à  sa  forme  canonique. 

Dans  la  suite,  l'auteur  se  borne  la  plupart  du  temps  à  considérer 
un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre,  ce  qui  rend  les 
calculs  beaucoup  plus  faciles  à  suivre  et  est  tout  aussi  instructif 
que  l'étude  du  cas  le  plus  général.  Un  système  de  deux  équations 
du  premier  ordre  étant  donné, 

(10)  5i  =/("»  •'''^)'       3i  ='?("' ^' *)» 

un  système  de  valeurs  «  =  a,  v  =  ^^  z  =  c  est  exceptionnel  si 
l'une  ou  l'autre  des  fonctions  /{u,  ç,  5),  ©(w,  ^,  :;)  n'est  pas  régu- 
lière dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs.  Se  bornant  au  cas 
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où  le  système  (a,  p,  c)  est  une  singularité  polaire,  M.  Forsjlh  est 
conduit  à  distinguer , cinq  cas  différents,  dont  le  plus  général  est 
celui  d'un  système  de  la  forme 

du  _  P(a,  p,  z)  dv  _  q{u,  v,  z) 

^    '  y    dz^  R{u,9.z)'         rf«  "  R(a,  P,  ^)' 

P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  régulières  dans  le  domaine  des 
valeurs  u  =  v  =  z  =  Of  et  s'annulant  pour  ces  valeurs.  Pour 
rechercher  si  ce  système  admet  des  intégrales  u  et  v  s'annulant 
avec  z,  on  suppose  d'abord  que  ces  intégrales  sont  de  degrés  infi- 
nitésimaux déterminés  par  rapport  à  z.  Les  nombres  p  et  7  s'ob- 
tiennent à  l'aide  d'un  diagramme  de  l'espace,  tout  à  fait  analogue 
à  celui  de  Puiseux,  les  droites  étant  remplacées  par  des  plans. 
Ayant  obtenu  un  système  de  valeurs  admissibles  pour  p  et  v,  les 
équations  sont  ensuite  ramenées  à  des  formes  simples.  La  forme 
type,  qu'on  peut  considérer  comme  normale,  est  la  suivante  : 

dV 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  second  degré  en  U,  V,  t. 
Mais  cette  forme  (la)  ne  contient  pas  tous  les  types  possibles,  pas 
plus  que  dans  le  cas  d'une  seule  équation. 

Tout  le  Chapitre  XII  (p.  4<>-ido)  est  consacré  à  l'étude  détaillée 
des  intégrales  du  système  (12)^  régulières  ou  non  régulières,  qui 
tendent  vers  zéro  avec  t,  M.  Forsyth  commence  par  intégrer  les 
équations  élémentaires 

*'dz  =*«^"+"P«^"*"T«*"' 

où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  positifs,  qui  rentrent  bien 
dans  le  type  (la),  et  les  résultats  obtenus,  dans  ce  cas  très  particu- 
lier, permettent  à  la  fois  de  prévoir  la  complexité  des  résultats 
dans  le  cas  général,  et  de  se  rendre  compte  des  éléments  qui 
doivent  jouer  un  rôle  essentiel  dans  la  discussion.  Les  premiers  de 
ces  éléments,  et  les  plus  importants,  ce  sont  les  racines  de  l'éqna- 
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tion  quadratique 

(i3)  (Ç-a,)(Ç_p,)_a,p,=  o. 

Si  cette  équation  a  deux  racines  distinctes  Ç|  et  Ç«,  on  peut,  par  un 
changement  linéaire  d'inconnues,  ramener  le  système  (12)  à  la 
forme 

l 

si  Téquation  (i3)  a  une  racine  double  Ç,,  la  forme  réduite  est  la 

suivante  : 

I      fin 

(i5) 


i     dv 


4>i  et  4>2  sont  des  fonctions  régulières  qui  s'annulent  pour 
u=zç=ztz=o  et  qui  ne  renferment  pas  de  termes  du  premier 
degré  en  u  el  ç, 

La  recherche  des  intégrales  holomorphes  s'annulant  pour  /  =  o 
s'efiectue  par  les  procédés  classiques,  et  la  discussion  conduit  aux 
résultats  suivants  : 

Si  aucune  des  racines  Ç(,  Ç2  de  Téquation  (i3)  n'est  égale  à  un 
nombre  entier  positif,  le  système  (i4)  admet  un  système  unique 
d'intégrales  holomorphes  nulles  à  l'origine.  Si  une  seule  des 
racines  de  l'équation  (i3)  est  égale  à  un  nombre  entier  positif,  le 
système  (i4)  ne  possède  pas  en  général  d'intégrales  holomorphes 
s'annulant  pour  /=:o,  à  moins  qu'une  condition  subsidiaire  ne 
soit  remplie,  et  il  existe  alors  une  infinité  simple  d'intégrales 
holomorphes  nulles  pour  t=o. 

Lorsque  les  deux  racines  (1,  (2  sont  des  nombres  entiers  posi> 
tifs,  il  n'existe  pas  en  général  de  système  d'intégrales  holomorphes 
nulles  pour  /  =0;  mais,  dans  certains  cas,  il  peut  y  avoir  une 
simple  infinité,  ou  même  une  infinité  double  d'intégrales  holo* 
morphes  satisfaisant  à  cette  condition.  On  a  des  conclusions  ana- 
logues lorsque  l'équation  quadratique  (i3)  a  une  racine  double 
égale  à  un  nombre  entier  positif. 

La  recherche  des  intégrales  non  holomorphes  s'annulant  pour 
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/  =  o  oiïre  naturellement  de  bien  plus  grandes  difficultés,  si  l'on 
veut  traiter  le  problème  dans  toute  sa  généralité.  L'auteur  traite 
d'abord  en  détail  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  deux  racines 
distinctes  Ç|,  (3,  dont  aucune  n'est  égale  à  un  nombre  entier  positif. 
Le  système  (i4)  admet  alors  des  intégrales  holoraorphes  s'annu- 
lant  avec  t,  et  Ton  peut,  par  une  transformation  simple,  le  rame- 
ner à  la  forme 


(16) 


OÙ  $1  et<l^2  sont  des  fonctions  régulières  dont  le  développement  ne 
contient  aucun  terme  de  degré  inférieur  au  second.  L'artifice 
employé  consiste  à  introduire  deux  variables  auxiliaires  ^^1  =  Z|, 
t^=z  Z2  et  les  équations  (16)  sont  alors  remplacées  par  un  système 
de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées 

^'7)  {      .,  .,  ., 

et  l'on  cherche  à  satisfaire  à  ce  nouveau  système  par  des  fonctions 
régulières  des  variables  tj  z^ ,  z^^  s'annulant  pour  ^  =  ^,  =  52  =  0. 
Si  aucune  des  quantités 

ne  s*  annule  pour  un  système  de  nombres  entiers  positif  s  \,  ^,  v, 
tels  que  X-f-  [jl  -f- v^i,  on  voit  aisément  qu'on  peut  trouver  une 
infinité  de  développements  suivant  les  puissances  entières  de  t^ 
^1,  jja,  satisfaisant  formellement  aux  équations  (17).  On  peut 
même  choisir  arbitrairement  les  coefficients  A  et  B  de  z^  et  de  ^2 
dans  ces  développements.  A  l'aide  d'une  fonction  majorante  con- 
venable, on  démontre  que  ces  séries  entières  admettent  des  rayons 
de  convergence  différents  de  zéro,  ce  qui  conduit  aisément  aux 
conclusions  suivantes  : 

i"*  La  condition  énoncée  plus  haut  étant  supposée  satisfaite,  si 
les  parties  réelles  de  Ç|  et  Ça  sont  positives,  le  système  (17)  admet 
une  double  infinité  d'intégrales  s'annulant  pour  ^  =  o; 
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2''  Si  la  partie  réelle  de  (i  est  positive,  et  celle  de  I2  négative 
(ou  inversement),  le  système  (17)  admet  une  infinité  simple  d'in- 
tégrales s'annulant  pour  ^  =  o  ; 

3^  Si  les  parties  réelles  de  ii  et  de  ^2  sonl  négatives,  on  n'ob- 
tient aucune  intégrale  non  holomorphe  s'annulant  pour  ^  =  o. 

Dans  ces  énoncés,  Tauteur,  on  le  voit,  se  borne  à  considérer  les 
intégrales  qui  tendent  vers  zéro  lorsqu'on  fait  décrire  à  la 
variable  indépendante  t  un  chemin  aboutissant  à  l'origine,  de 
telle  façon  que  l'argument  ne  croisse  pas  indéfiniment. 

La  recherche  des  intégrales  non  holomorphes,  qui  sont  nulles 
pour  ^  =  o,  dans  les  autres  cas  particuliers,  s'eflfectue  par  des  arti- 
fices du  même  genre.  Seulement,  on  est  conduit  à  choisir  comme 
variables  auxiliaires  nouvelles  t  logt  ou  fi  log/,  ou  même  t  (log^)^. 
La  discussion  est  poussée  assez  loin  pour  que  le  lecteur  puisse  de 
lui-même  l'étendre  au  cas  général  d'un  nombre  quelconque 
d'équations. 

Le  Chapitre  XIII  contient  une  exposition  détaillée,  éclaircie  par 
de  nombreux  exemples,  de  la  théorie  classique  des  intégrales 
singulières.  Étant  donné  un  système  de  deux  équations  différen- 
tielles  du  premier  ordre 

(.8)      F(^.^,*.g'S)=o,      *(-.r.'«.È.ë)  =  o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  polynômes  en  ^  et  -j-*  dont 

les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  uniformes  de  x, 
Yy  z,  soit 

(19)  x  =  a,        y  =  b,        z  =  c,        g  =  P,         jj  =  T 

un  système  de  solutions  de  ces  équations  tel  que  le  jacobien 

D(F,  *) 


J  = 


\dx^  dx) 


ne  soit  pas  nul  pour  ce  système  de  valeurs.  La  théorie  générale 
des  fonctions  implicites,  rapprochée  du  théorème  d'existence  de 
Cauchy,    prouve   que  les    équations  (18)  admettent   un  système 
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d'intégrales  et  un  seul  correspondant  aux  conditions  initiales  don- 
nées. En  d'autres  termes,  par  le  point  (a,  6,  c)  de  l'espace,  il 
passe  une  courbe  intégrale  et  une  seule  tangente  à  la  droite  D 
représentée  par  les  équations 

(20)  X  — a=— g— .  = 

11  n'en  est  plus  de  même  si  le  jacobien  J  est  nul.  En  éliminant 
^et^entre  les  relations  (18)  et  l'équation  J  =  o,  on  obtient 
l'équation  d'une  surface 

(ai)  e(a:,y,z)  =  o, 

telle  que  pour  tout  point  de  cette  surface  les  trois  relations 
F(a,  6,  c;/>,  g)  =  o,        *(a,  b,  c\  p,  q)  =  o,        J(a,  6,  c;  p,  q)  =  o 

admettent  une  solution  commune  p  =  ^,  5^  =  Y*  ^^  général  la 
droite  D  représentée  par  les  équations  (ao)  n'est  pas  située  dans  le 
plan  tangent  au  point  (a,  6,  c)  à  la  surface  6,  et  ce  point  est  alors  un 
point  singulier  pour  l'intégrale  répondant  à  ces  conditions  initiales. 
Mais  il  en  est  tout  autrement  si  en  chaque  point  de  la  surface  6  la 
droite  D  correspondante  est  tangente  à  cette  surface.  En  effet,  les 
courbes  de  la  surface  6  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  à  la  droite  D  correspondante  forment  des  intégrales  sin- 
gulières du  système  (18).  Ces  intégrales  sont  déterminées  par  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  qui  peut  à  son  tour 
admettre  elle-même  une  solution  singulière.  Cette  remarque  con- 
duit à  distinguer  deux  sortes  de. solutions  singulières  pour  les 
systèmes  considérés.  M.  Forsyth  montre  comment  on  peut  recon- 
naître directement,  en  partant  des  équations  (18),  l'existence  des 
solutions  singulières  des  deux  espèces  et  étudie  ensuite  leurs  rela- 
tions avec  l'intégrale  générale. 

Une  équation  différentielle  du  second  ordre  pouvant  être  ramenée 
à  un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre,  les  résultats 
précédents  s'y  appliquent  immédiatement.  En  ce  qui  concerne  le 
théorème  général  d'existence,  M.  Forsylh  cite  un  cas  d'exception 
apparente  analogue  à  l'exemple  de  Fuchs  et  nous  ne  pouvons  que 
renouveler  le»  réserves  qui  oui  déjà  été  formulées. 
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Lorsque  les  conditions  de  régularité  requises  pour  l'application 
du  théorème  de  Cauchj  à  Téquation 

(•22)  «.'  =  /(«,',   «,,5) 

ne  sont  pas  satisfaites,  le  système  équivalent  formé  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre  est  de  ceux  qui  ont  été 
étudiés  en  détail  dans  les  Chapitres  précédents.  Mais,  d'autre  part, 
il  est  aisé  de  concevoir  que  la  forme  particulière  de  ce  système 
puisse  conduire  dans  certains  cas  à  des  conclusions  plus  précises. 
Aussi  M.  Forsyth  reprend  Tétude  directe  de  Téquation  (22)  dans 
quelques  cas  spéciaux,  tels  que  les  équations 

z   w''=zf{w\  w,  z), 

et  plus  généralement  du  cas  où  les  conditions  initiales  corres- 
pondenlà  une  singularité  accidentelle  du  second  membre /((v',  w,  z). 
Le  Chapitre  suivant  contient  de  même  une  étude  extrêmement 
détaillée  des  intégrales  singulières  d'une  équation 

(23)  ¥{w\  w\  w,  3)  =  o, 

où  F  est  un  polynôme  entier  en  w^',  «/,  tv,  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  analytiques  de  z. 

L'existence  possible  de  singularités  essentielles  mobiles  dans 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  d'ordre  supérieur 
au  premier  rend  singulièrement  difficile,  pour  une  équation  de  la 
forme  {'^^)i  la  résolution  du  problème  qui  a  été  complètement 
élucidé  pour  les  équations  du  premier  ordre  (Chap.  IX).  On  peut 
encore,  avec  plus  ou  moins  de  difficulté,  obtenir  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  générale  ne  puisse  admettre  Ae  point  critique 
algébrique  mobile;  mais,  ces  conditions  étant  supposées  satis- 
faites, on  ne  peut  affirmer  que  l'intégrale  générale  n'admet  que  des 
points  critiques  fixes.  Prenons,  par  exemple,  Téquation  diffé- 
rentielle 

2(  w'* —  wM'')'-h  27«'tv'5=  o; 

on  s'assure  aisément  qu'une  valeur  quelconque  >z  =  a  ne  peut  être 
un  point  critique  algébrique  pour  une  intégrale.  Cependant,  l'inté- 
grale générale 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  297 

où  a  et  c  sont  les  deux  constantes  arbitraires,  n'est  pas  une  fonction 
uniforme,  le  point  z  =  c  étant  un  point  critique  essentiel  mobile. 
On  dit,  avec  M.  Picard,  que  l'intégrale  générale  d^une  équation 
différentielle  est  éia/?/;are/icc  uni/orme  {subuniform)^  lorsqu'elle 
n'admet  pas  de  point  critique  algébrique  mobile,  et  l'objet  essen- 
tiel du  Chapitre  XVI  est  la  détermination  explicite  des  équations 
du  second  ordre  de  la  forme' 

(a4)  w'^V^{w,w'\ 

R  étant  une  fonction  rationnelle  de  w  et  w^^  dont  l'intégrale  générale 
est  à  apparence  uniforme.  Le  lecteur  serait  sans  doute  très  étonné 
de  ne  pas  voir  au  moins  citées  les  remarquables  recherches  de 
M.  Painlevé  qui  ont  fait  faire  tant  de  progrès  à  cette  théorie,  s'il 
n'avait  pas  pris  garde  à  la  date  de  1900,  inscrite  à  la  première  page 
de  ce  Volume.  Malgré  cette  lacune,  qu'on  ne  saurait  imputer  à 
l'auteur,  la  lecture  de  ce  Chapitre  sera  une  excellente  préparation 
à  l'étude  des  beaux  travaux  de  M.  Painlevé. 

La  variable  z  ne  figurant  pas  dans  Téquation  (24)1  il  est  évident 
qu'il  ne  peut  y  avoir  de  points  critiques  fixes.  Les  divers  artiHces 
employés  pour  former  les  conditions  voulues  se  rattachent  à 
quelques  idées  très  simples.  Il  s'agit  tout  d'abord  d'exprimer  qu'on 
ne  peut  obtenir  d'intégrale  de  l'équation  (24)  représentée  par  un 
développement  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
fractionnaires  de  z  —  c,  et  ne  renfermant  qu'un  nombre  fini  de 
termes  à  exposants  négatifs.  On  démontre  ainsi  successivement  que 
le  second  membre  de  Téqualion  (24)  doit  être  un  polynôme  en  w^ , 
du  second  degré  au  plus,  de  la  forme  Ao+A|«''  + A2iv'2;  A©,  A,, 
A2  étant  des  fonctions  rationnelles  de  (v,  de  degrés  au  plus  égaux 
à  3,  1 ,  — 1 ,  respectivement.  L'équation  proposée  peut  donc  s'écrire 

,   ,,  ,      P(w)-+-Q(tv)w'-i- R(tv)tv'« 

(25)  Vir  =s.  j— ^^ > 

P,  Q,  R,  D  étant  des  polynômes  en  w.  On  démontre  ensuite  que 
D  {w)  ne  peut  avoir  que  des  racines  simples 

D(tv)  =  (tv  — a)(iv  — P)...(tv-X). 

D'autre  part,  si  l'intégrale  générale  de  l'équation  (26)  n'admet 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XXXII.  (Octobre  1908.)  20 


Digitized  by 


Google 


298  PREMIÈRE   PARTIE. 

que  des  discontinuités  polaires  à  distance  finie,  w  et  ^^'sont  infinis 
en  même  temps.  Par  suite,  si,  pour  une- valeur  finie  de  5,  vp  prend 
la  valeur  a,  v(/  doit  prendre  en  même  temps  une  valeur  finie  Ç  telle 
qu'on  ait 

(26)  P(a)H-Q(a)Ç-i-R(a){«=o. 

Soient  Pi  et  p^  les  deux  racines  de< l'équation  précédente;  pour 

que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a5)  soit  une  fonction  méro- 

morphe,  il  est  encore  nécessaire  que  cette  équation  admette  une 

infinité    d'intégrales    holomorphes    dépendant   d'une    constante 

arbitraire,  correspondant  aux  valeurs  initiales  «>  =  a,  «>'=JD|, 

pour  une  valeur  arbitraire  z  =  e.  Supposons  d'abord  que  P  (ff)  ne 

soit  pas  nul  ;  p^  est  différent  de  zéro,  et  le  développement  desv  —  a 

suivant  les  puissances  de  z  —  c  commence  par  un  terme  du  premier 

degré,  de  sorte  que  (^,  considéré  comme  fonction  de  w  —  a,  est 

aussi  une  fonction  régulière  dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Mais  iv\  considéré  comme  fonction  de  (^,  satisfait  à  l'équation  du 

premier  ordre 

dW       P  4-  QW  -h  RW« 

^3sr  = D ' 

et  cette  équation  doit,  par  conséquent,  admettre  une  infinité  d'in- 
tégrales holomorphes  prenant  la  valeur  W  =  )9|  pour  wp  =  a.  On 
est  ainsi  ramené  à  une  question  qui  a  été  traitée  en  détail  anté- 
rieurement. Les  conditions  qu'on  a  trouvées  sont  au  nombre  de 
deux;  il  faut  d'abord  qu'un  certain  coefficient  soit  un  nombre 
entier  positif  et,  en  outre,  qu'une  certaine  relation  d'égalité  soit 
vérifiée.  Ces  conditions  doivent  être  satisfaites  pour  les  deux 
racines  pi  et  p2  de  l'équation  (26),  correspondant  à  chaque  racine 
(V  =  a  de  D  (çv)  =  o,   et  il  doit  en  être  de  même  de  l'équation 

obtenue  en  changeant  (v  en-»  Une  discussion  spéciale  est  néces- 
saire lorsque  a  est  racine  de  l'équation  P(a)  ==  o  et  conduit  à  des  con- 
ditions nouvelles.  On  oblientde  cette  façon  des  conditions  nécessaires 
pour  que  l'intégrale  générale  soit  à  apparence  uniforme  ;  mais,  ainsi 
qu'on  Ta  déjà  fait  remarquer,  ces  conditions  sont  insuffisantes 
pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  singularités  essentielles  mobiles,  et  c'est 
grâce  à  une  idée  nouvelle  toute  différente  que  M.  Painlevé  a  pu 
pousser  plus  loin  la  solution  du  problème. 
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M.  Forsyth  pousse  les  calculs  jusqu'au  bout  dans  le  cas  de 
l'équation  du  type  le  plus  simple 

étudié  d'abord  par  M.  Picard,  puis  par  M.  Mittag-Leffler.  Les  con- 
ditions obtenues  par  l'application  de  la  méthode  générale  sont  eflec- 
tiveroenl  suffisantes  pour  que  l'intégrale  générale  soit  une  trans- 
cendante méroraorphe,  et  cette  inlégrale  s'exprime  au  moyen  des 
transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Le  sujet  du  Chapitre  XVII,  qui  termine  l'étude  des  équations 
diflTérentielles,  ne  se  rattache  qu'assez  indirectement  aux  dévelop- 
pements antérieurs,  mais  on  ne  peut  que  savoir  gré  à  l'auteur  de 
l'avoir  introduit  dans  son  Ouvrage.  Il  s'agit  en  effet  de  l'important 
théorème  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  Bruns,  d'après 
lequel  toute  intégrale  algébrique  du  problème  des  n  corps  (n  ^  3  )  est 
une  combinaison  des  intégrales  classiques.  M.  Forsyth  considère 
d'une  façon  générale  un  système  d'équations  différentielles  de  la 
forme 

(27)       'dT^^'''         -^  =  A;.(a?„  a?,,  ...,  a?,„)  (r  =  i,  a,  . . .,  m), 

où  les  Kr  sont  des  fonctions  algébriques  homogènes  de  degré  N 
des  varial)les  ^/.  Ces  fonctions  n'étant  pas  nécessairement  ration- 
nelles, on  peut  toujours  les  rendre  rationnelles  par  l'adjonction 
d'une  variable  auxiliaire  5,  liée  aux  a:,  par  une  équation  algébrique 
irréductible.  On  montre  que  toutes  les  intégrales  algébriques  de  ce 
système,  qui  ne  contiennent  pas  explicitement  le  temps  t^  peuvent 
se  déduire  de  certaines  intégrales  4>,  entières  par  rapport  aux^v, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  Xi  et  de  5, 
qui  possèdent  une  certaine  homogénéité.  Si  l'on  ordonne  ^  par 
groupes  de  termes  homogènes  par  rapport  aux  y, 

<ï>o  étant  de  degré  /?,  4>2  est  de  degré  />  —  a,  4>4  de  degré  p  —  ^^  ei 
ainsi  de  suite.  La  discussion  donne  aussi  des  renseignements  plus 
précis  sur  la  forme  spéciale  du  premier  pol^^nonie  4>o. 

Si  l'on  applique  ces  résultats  généraux  au  problème  des  n  corps, 
il  arrive  qu'on  peut  déterminer  de  proche  en  proche  la  forme  des 
fonctions  ^0,^2)^4;  •..,  ce  qui  conduit  au  théorème  de  M.  Bruns. 
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.  ToMK  IV  :  Équations  différentielles  linéaires. 

Après  ces  théories  générales,  M.  Forsyth  étudie  en  détail,  dans  le 
Tome  IV,  les  propriétés  particulières  des  équations  diU'érentielles 
linéaires.  La  plupart  des  problèmes  dont  on  avait  reconnu  Textrénie 
difficulté  quand  on  cherche  à  les  résoudre  pour  les  équations  diffé- 
rentielles de  forme  quelconque  deviennent  singulièrement  plus 
faciles  quand  on  se  borne  à  cette  classe  d'équations,  et  il  serait 
peut-être  plus  logique  de  commencer  par  les  étudier  avant  d'aborder 
les  équations  dilTérenlielles  les  plus  générales.  Mais  il  faut  recon- 
naître que  la  marche  suivie  par  fauteur  offre  aussi  des  avantages, 
ne  serait-ce  que  de  montrer  immédiatement  au  lecteur  combien 
les  é<|uations  linéaires  sont  intéressantes  pour  les  mathématiciens, 
qui  ont  trouvé  là  un  admirable  champ  d'applications  pour  leurs 
théories  générales. 

Le  premier  Chapitre  est  un  résumé  très  clair  des  propriétés 
classiques  qui  sont  exposées  aujourd'hui  dans  tous  les  Cours  d'Ana- 
lyse :  ihéorèmes  d'exislence,  déterminant  de  Wronski,  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales,  etc.  M.  Forsyth  suppose  toujours 
qu'il  s'agit  d  une  variable  complexe,  et,  étant  donné  le  point  de 
vue  auquel  il  s'est  placé,  il  insiste  naturellement  sur  ce  fait  que 
l'on  connaît  a  priori  les  seuls  points  singuliers  que  puissent  pré- 
senter les  intégrales.  Il  expose  aussi  l'élégante  méthode,  déduite  par 
Hermite  de  la  théorie  des  résidus,  pour  l'équation  à  coefficients 
constants  avec  un  second  membre. 

L'étude  des  intégrales  dans  le  domaine  d'un  point  singulier 
isolé  est  également  classique  aujourd'hui.  L'auteur  établit  les  pro- 
priél^'s  de  l'équation  déterminante  fondamentale  par  la  méthode 
de  M.  Hamburger  et  rattache  ensuite  les  résultats  obtenus  à  la 
théorie  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass.  Grâce  à  cette 
théorie,  il  peut  montrer  aisément  qu'à  chaque  racine  multiple 
d'ordre  r  de  l'équation  déterminante  correspondent  r  intégrales 
distinctes,  se  partageant  naturellement  en  un  certain  nombre  de 
groupes  ;  les  intégrales  d'un  même  groupe  sont  transformées  par 
une  substitution  linéaire  d'une  forme  particulièrement  simple, 
après  une  circulation  de  la  variable  autour  du  point  singulier.  La 
forme  analytique  des  intégrales,  propre  à  mettre  en  évidence  ce 
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mode  de  permutation,  est  établie  d'après  la  méthode  de  M.  Ham- 
burger. Les  intégrales  d'un  même  groupe  sont,  comme  Ton  sait, 
représentées  par  des  formules  de  la  forme 

t'^  =  4/4 -h  3  4/,  L -h  3  <V,  L« -4- <Vi  L», 


où  l'on  a  posé  L^  — ^  log(2  —  a),  et  où  «j*,,  tj^a,  ...  sont  des 

fonctions  de  la  forme  (x  —  «)*  (p,-  (a;),  y/  (x)  élant  uniforme  dans 
le  domaine  du  point  a.  M.  Forsvlh  étudie  aussi  l'équation  linéaire 
d'ordre  />,  qui  est  vérifiée  par  les  p  intégrales  d'un  mérae  sous* 
groupe. 

Lorsque  le  développement  des  fonctions  f /(a?),  dans  le  domaine 
du  point  ^  =  a,  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de  termes  à  expo- 
sants négatifs,  l'intégrale  correspondante  est  dite  régulière  dans 
le  domaine  du  point  a.  Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'étude  des 
équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  dans  le  domaine 
du  point  a.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  dues  à  Fuchs,  sont  établies  par  la  méthode  de  Fro- 
benius. 

.La  discussion  dépend  avant  tout  de  la  nature  des  racines  d'une 
équation  algébrique  d*ordre  n,  qui  s'écrit  immédiatement,  et  qui 
est  liée  étroitement  à  l'équation  déterminante  ibndanientale. 
Lorsque  celte  équation  a  des  rarines  égales  ou  plus  généralement 
s'il  existe  des  groupes  de  racines  ne  dtflerant  que  de  nombres 
entiers,  il  leur  corres[)ond  en  général  des  intégrales  dont  le  déve- 
loppement renferme  des  termes  logarithmiques.  Mais,  si  certaines 
conditions  accessoires  sont  satisfaites,  ces  termes  logarithmiques 
peuvent  disparaître,  soit  en  partie,  soit  complètement.  En  parti- 
culier, si  toutes  les  racines  sont  des  nombres  entiers  positifs 
distincts,  il  peut  se  faire  que  toutes  les  intt^grales  soient  holo- 
morphes  dans  le  domaine  du  point  a,  qui  est  dit  alors  un  point 
à  apparence  singulière.  Le  lecteur  trouvera  toutes  ces  questions 
traitées  en  détail  dans  l'Ouvrage  de  M.  Forsyth. 

Les  résultats  précédents  donnent  un  intérêt  tout  particulier  au?^ 
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équations  linéaires  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  dans 
le  voisinage  de  toute  valeur  de  z,  j  compris  ^  =  oo.  Il  n'y  a  aucune 
difficulté  à  obtenir  la  forme  générale  de  ce  type  d'équations 
linéaires,  auxquelles  le  nom  de  Fuchs  est  resté  attaché,  et  dont 
l'équation  classique  d'Euler 

*"  ^-<- A'*"-' ^ +•••=« 

nous  offre  l'exemple  le  plus  élémentaire.  L'exemple  le  plus  simple 
après  celui-là  nous  est  fourni  par  l'équation  du  second  ordre  avec 
trois  points  singuliers  (l'un  d'eux  pouvant  être  rejeté  à  l'infini), 
et  qui  se  ramène  à  l'équation  de  la  série  hypergéo métrique.  M.  For- 
syth ne  pouvait  manquer,  en  passant,  de  résumer  le  célèbre 
Mémoire  de  Riemann  sur  les  fondions 

Ia,     b,     c         \ 
«S    P'.   y'      ) 

qui  sont  définies  par  leurs  points  de  discontinuité  a,  6,  c  et  les 
exposants  de  discontinuité  a.  a',  .. .  entre  lesquels  est  assignée 
une  relation  convenable.  Dans  ce  cas  particulier,  l'équalion  diffé- 
rentielle linéaire,  qui  est  vérifiée  par  les  diverses  branches  de  la 
fonction  P,  est  complèteiiient  déterminée.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
niénie  dès  que  le  nombre  des  points  singuliers  est  supt^rieur  à  trois. 
Une  équation  différeniielle  linéaire  du  second  ordre  du  type  de 
Fuchs,  ayant  n  points  singuliers  donnés  (/i]>3),  avec  des  expo- 
sants de  discontinuité  connus,  dépend  encore  d'un  certain  nombre 
de  paramètres  arbitraires.  M.  Forsyth  passe  en  revue  quelques 
formes  réduites  auxquelles  on  peut  ramener  ces  équations  et  dont 
se  sont  servis  divers  auteurs.  Il  cite  également  un  certain  nombre 
d'équations,  que  l'on  rencontre  en  Physique  mathématique,  et 
qui  appartiennent  au  type  de  Fuchs,  ou  peuvent  être  considérées 
comme  des  dégénérescences  de  ce  type,  lorsque  deux  ou  plusieurs 
points  singulii;rs  sont  venus  se  confon<ire. 

Comme  applicnlion  de  la  théorie  de  Fuchs,  on  étudie  le  problème 
de  reconnaître  si  l'intégrale  générale  d'une  équation  dillérenticlle 
linéaire  est  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  indépendante. 
L'auteur  rappelle  aussi  la  solution  donnée  par  Heine  d'une  question 
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voisine  de  celle-là,  relative  aux  équations  du  second  ordre  dont 
une  intégrale  particulière  est  un  poi^'nome. 

L^étude  des  équations  did'érentielles  linéaires  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  algébrique  est  liée  étroitement  à  la 
détermination  des  groupes  d'ordre  fini  de  substitutions  linéaires. 
Cette  étude  comprend  deux  problèmes  distincts  :  i°  former  toutes 
les  équations  linéaires  d'ordre  n  dont  l'intégrale  générale  est  algé- 
brique; a°  étant  donnée  une  équation  linéaire  d'ordre  /i,  recon- 
naître si  l'intégrale  générale  est  algébrique. 

M.  Forsyth  expose  d'abord  en  détail  l'élégante  solution  donnée 
par  M.  Klein  pour  le  premier  de  ces  deux  problèmes,  dans  le  cas 
de  n  =  a,  solution  où  interviennent  les  groupes  de  mouvements 
qui  font  revenir  sur  lui-même  un  des  polyèdres  réguliers;  il 
montre  également  comment  la  solution  du  second  problème  se 
ramène  en  définitive  à  un  calcul  d'identification.  Pour  résoudre 
complètement  les  mêmes  questions  lorsque  /i^3,  il  faudrait 
d'abord  avoir  énuméré  tous  les  groupes  d'ordre  fini  de  substitutions 
linéaires  à  n  variables. 

Cette  énumération  a  été  faite  pour  n  =  3  par  MM.  Jordan,  Klein, 
Valentiner,  etc.  M.  Forsyth  expose  la  méthode  de  M.  Painlevé 
permettant  de  former  toutes  les  équations  du  troisième  ordre  à  inté- 
grale générale  algébrique  qui  correspondent  à  un  groupe  d'ordre 
fini.  Cette  méthode,  qui  repose  sur  l'emploi  de  deux  invariants 
analogues  au  Schwatzien,  conduit  à  des  calculs  assez  laborieux, 
qui  ont  été  effectués  pour  certains  groupes  par  M.  Boulanger.  Il  ne 
semble  pas  que  la  question  inverse  ait  reçu  jusqu'ici  de  solution 
complète,  au  point  de  vue  pratique. 

A  ce  même  ordre  d'idées  se  rattache  naturellement  l'étude  des 
relations  algébriques  entre  les  intégrales.  Soient /^/âj^s  trois 
intégrales  linéairement  indépendantes  d'une  équation  du  troisième 
ordre  (E3);  si  l'on  considérerai,  ^2»  Xz  comme  les  coordonnées 
homogènes  d*un  point  dans  un  plan,  à  l'équation  (E3)  correspond 
une  courbe  plane  Fj  qui  est  complètement  définie,  abstraction 
faite  d'une  transformation  homographique.  A.  une  équation  du 
quatrième  ordre  (E4)  correspond  de  même  une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  F^,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que,  si  linlëgrale 
générale  de  (E3)  est  algébrique,  la  courbe  Fj  est  elle-même  algé- 
brique; mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  exacte.  M.  Forsyth 
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traite  en  détail  Texemple  bien  connu  de  Fuchs  où  la  courbe  F,  est 
une  conique.  Lorsque  la  relation 

est  de  degré  supérieur  à  deux^  et  T équation  du  troisième  ordre 
ramenée  à  la  forme 

tout  covariant  de  F  est  une  fonction  rationnelle  de  «,  pourvu  que 
Inéquation  soit  du  type  fuchsien.  Il  en  résulte  que yi,  y^^y%  sont 
aussi  en  général  des  fonctions  algébriques  de  z.  L'auteur  se 
contente  de  ces  indications  sur  ce  sujet  qui  a  fait  l'objet  d'un  grand 
nombre  de  travaux,  auxquels  il  renvoie  le  lecteur. 
Lorsque  les  coefficients  de  Téquation  linéaire 

n'ont  pas  la  forme  simple  exigée  par  le  théorème  de  Fuchs  dans  le 
domaine  d'un  point  singulier  (a?  =  o  par  exemple),  l'équation  (i) 
ne  peut  admettre  m  intégrales  régulières  distinctes  dans  le  domaine 
de  ce  point.  La  recherche  des  intégrales  régulières  est  alors  beau- 
coup plus  difficile  que  dans  le  cas  déjà  traité.  M.  Forsj^lh  expose 
les  résultats  des  recherches  sur  ce  sujet  dues  à  MM.  Frobenius, 
Thoiné,  Floqiiet,  Hamburger,  Fabrj,  etc.  Le  point  x  =z  o  étant  un 
pôle  d'ordre  Wr  pour  le  coefficient  p;.(r=  1,2,...,  m),  considérons 
la  suite  des  nombres  entiers 

dont  l'un  au  moins  est  plus  grand  que  m,  sans  quoi  l'équation 
serait  du  tjpe  de  Fuchs.  Soient  n  le  plus  grand  nombre  de  cette 
suite,  et  (On  4-  /w  —  n  le  premier  nombre  de  la  suite  égal  à  II.  Le 
nombre  n  est  appelé  Y  indice  caractéristique  de  l'équation.  Il  est 
aisé  de  comprendre  comment  ce  nombre  n  s'introduit  dans  la 
question. 

Supposons  en  effet  que  l'équation  (i)  admette  une  ou  plusieurs 
intégrales  régulières  dans  le  domaine  de  l'origine;  elle  admettra 
forcément  une  intégrale  particulière  de  la  forme  x^ff[x)^  f(^) 
étant  une  fonction  holomorphe  dans  ce  domaine;  or,  en  cherchant 
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à  détermiDer  les  coefficients  d'un  développement 

(a)  a?l*(i-f-aia?-f-ata?*-+-. . .) 

satisfaisant  formellement  à  Téquation  (i),  on  est  conduit  à  une 
équation  algébrique  de  degré  m  —  n  pour  déterminer  Texposant  jx, 
équation  qui  remplace  ici  Téquation  déterminante  de  Fuchs,  à 
laquelle  elle  se  réduit  pour  /i  =  o.  Mais  la  suite  de  la  discussion  est 
beaucoup  plus  compliquée  que  dans  le  cas  simple  de  Fuchs.  Le 
nombre  m  —  n  n'est  en  effet  qu'une  limite  supérieure  du  nombre 
des  intégrales  régulières  distinctes  possibles.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  l'équation  de  degré  m  —  n  ait  toutes  ses  racines 
distinctes  et  que  la  différence  de  deux  quelconques  de  ces  racines 
soit  différente  d'un  nombre  entier.  On  peut  alors  déterminer  m  —  n 
développements  distincts  de  la  forme  (2),  satisfaisant  formellement 
à  l'équation  (1);  mais  les  séries  entières  ainsi  obtenues  ont  en 
général  un  rayon  de  convergence  nul,  11  ne  suffit  donc  pas  que 
l'indice  n  soit  inférieur  à  m  pour  qu'il  existe  des  intégrales  ré- 
gulières; d'autres  conditions  nécessaires  et  suffisantes  ont  été 
obtenues  par  MM.  Frobenius,  Thomé,  Floquet.  On  les  trouvera 
dans  le  Livre  de  M.  Forsyth,  ainsi  que  de  nombreux  exemples 
montrant  la  marche  à  suivre  pour  reconnaître  effectivement  s'il  existe 
des  intégrales  régulières  et  les  déterminer.  Avec  le  Chapitre  VIII, 
nous  abordons  l'étude  des  intégrales  irrégulières.  Une  équation  du 
premier  ordre,  à  coefficients  rationnels,  dont  l'intégrale  n'est  pas 
régulière  dans  le  domaine  de  l'origine,  admet  pour  intégrale  une 
expression  de  la  forme 

H  étant  un  polynôme  en  -.  En  essayant  d'étendre  ce  résultat  à  une 

équation  linéaire  d'ordre  supérieur,  M.  Thomé  a  montré  qu'on 
pouvait  trouver  un  certain  nombre  de  développements  de  celte 
forme  (mfc^ra/e5/ioriwa/e5)  satisfaisant  formellement  à  l'équation. 
Dans  certains  cas,  on  est  conduit  à  ajouter  des  termes  logarith- 
miques, et  même  des  développements  où  x  doit  être  remplacé 
1 

par  X  P  {subnormal  intégrais),  p  étant  un  nombre  entier.  Mal- 
heureusement ces  développements  sont  en  général  divergents,  ce 
qui  en  diminue  beaucoup  l'intérêt.  M,  Forsyth  traite  cependant 
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avec  beaucoup  de  détails  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  où 
les  calculs  conduisent  efTeclivement  à  des  intégrales  de  Tespèce 
considérée. 

Cette  théorie  des  intégrales  irrégulières  a  été,  comme  Ton  sait, 
fort  heureusement  complétée  par  M.  Poincaré,  avec  sa  belle  géné- 
ralisation de  la  méthode  de  Laplace.  M.  Forsyth  reproduit  les 
résultats  de  M.  Poincaré,  que  la  plupart  des  lecteurs  français 
connaissent  sans  doute  pour  les  avoir  lus  dans  le  Tome  III  du 
Traité  (V Analyse  de  M.  Picard. 

Le  Chapitre  VIII  est  assurément  un  des  plus  intéressants  de  ce 
Tome,  car  on  y  trouve  une  élégante  application  de  la  théorie  encore 
récente  des  déterminants  d'ordre  infini.  Les  coefficients  d'une 
équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  étant  holomorphes  dans 
une  couronne  circulaire  C,  comprise  entre  deux  cercles  concen- 
triques de  rayons  R  et  R',  décrits  de  Torigine  pour  centre,  il  résulte 
de  la  théorie  générale  que  cette  équation  admet  toujours  un  certain 
nombre  d'intégrales  de  la  forme 

(3)  y  =  x9^{x\ 

(f  {x)  étant  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  la  couronne  C,  et 
qu'il  existe  au  plus  n  intégrales  distinctes  de  cette  espèce.  La 
fonction  ff  (x)  étant  supposée  développée  par  la  formule  de  Laurent 

m  =  —  • 

en  écrivant  que  le  développement  (3)  satisfait  formellement  à 
l'équation  linéaire  proposée,  on  obtient  un  système  d'une  infinité 
d'équations  linéaires  et  homogènes  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients am-  Les  valeurs  convenables  de  l'exposant  p  ne  sont  évidem- 
ment déterminées  qu'à  un  nombre  entier  près.  Or,  en  généralisant 
la  méthode  élémentaire  pour  la  discussion  d'un  nombre  fini  d'équa- 
tions linéaires  et  homogènes,  on  est  conduit  à  une  fonction  entière 
de  genre  un  D(p),  dont  los  raf:ines  donnenl  précisément  les  Valeurs 
cherchées  de  l'exposant  p.  Ces  racines  se  partagent  naturellement 
en  n  groupes,  les  racines  d'un  même  groupe  formant  une  progres- 
sion arithmétique  de  raison  égale  à  l'unité.  Cette  fonction  entière 
D  (X)  s'exprime  précisément  par  un  déterminant  d'ordre  infini, 
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dont  rétude  donne  la  solution  complète  du  problème,  du  moins 
au  point  de  vue  théorique.  Toute  racine  simple  p'  de  D  (X)  fournit 
une  intégrale  de  la  forme  (3);  une  racine  multiple  d'ordre  p 
fournit  J9  intégrales  distinctes  dont  le  développement  contient  en 
général  des  termes  logarithmiques.  Les  calculs  numériques 
paraissent  très  laborieux.  Ils  ont  été  effectués  par  M.  Hill  pour  une 
équation  du  second  ordre  qui  se  présente  dans  Tétude  du  mou- 
vement du  périgée  de  la  Lune.  Mais,  dans  ce  cas  particulier,  la 
présence  de  certains  coefficients  très  petits  rend  les  séries  très 
rapidement  convergentes.  M.  Forsyth  indique  aussi  rapidement  les 
autres  méthodes  qui  ont  été  proposées  pour  résoudre  le  même 
problème. 

Les  équations  linéaires,  dont  les  coefficients  sont  uniformes  et 
périodiques,  admettent  toujours  un  certain  nombre  d'intégrales, 
qui  sont  des  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce.  La  discus- 
sion de  Téquation  aux  multiplicateurs  offre  la  plus  grande  analogie 
avec  la  discussion  de  l'équation  déterminante,  et  conduit  à  des 
conclusions  analogues.  On  peut  ainsi  prévoir  la  forme  analytique 
des  intégrales,  mais  la  détermination  effective  des  multiplicateurs 
est  en  général  très  difficile.  Parmi  les  exemples  traités,  nous 
citerons  la  belle  méthode  de  M.  LiapounoflT,  relative  à  l'équation 

(4)  -^  -f-jxcv/>(^)  =  o, 

où/>(z)  est  une  fonction  périodique,  [ji,  un  paramètre.  L'équation 
aux  multiplicateurs  est  ici  de  la  forme 

û*— 2AÛ-hI  =  0. 

M.  Forsylh  montre  rapidement,  d'après  M.  Liapounoff,  comment 
on  peut  développer  A  suivant  les  puissances  du  paramètre  [x  : 

A  =  I  —  fiAi-h  |x*At--  fji» A3 -+-...; 

les  coefficienis  A,,  An,  A3,  . . .  s'obtiennent  par  des  quadratures.  On 
y  trouvera  aussi  b.'s  mélhodns  de  Lindemann  et  de  Liiidsledt  pour 
Téqiiation  du  cylindre  eliipliqiie.  La  set'onde  partie  du  Chapitre 
est  consacrée  à  l'exposition  des  théorèmes  classiques  de  M.  Picard 
sur  les  équations  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes 
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doublement  périodiques;  les  résultais  sont  appliqués  à  Téquation 
de  Lamé  qui  a  été  le  point  de  départ  de  cette  théorie. 

Dans  le  Chapitre  X,  qui  termine  ce  Volume,  après  des  généra- 
lités sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  algébriques,  Tauteur 
rappelle  certains  points  de  la  théorie  des  fonctions  automorphes, 
qui  sont  nécessaires  pour  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Poincaré  :  Toute  équation  linéaire  à  coefficients  algébriques 
peut  être  intégrée  au  moyen  de  fonctions  fuchsiennes  et  zêta- 
fuchsiennes. 

Tomes  V  bt  VI  :  Équations  aux  dérivées  partielles, 

La  plupart  des  sujets  traités  dans  le  Tome  Y  sont  aujourd'hui 
tellement  classiques,  qu'il  nous  suffira  d'indiquer  sommairement 
le  contenu  des  divers  Chapitres  : 

Chapitres  I  et  IL  —  Théorèmes  d'existence.  Problème  de 
Cauch)'.  La  méthode  adoptée  pour  la  démonstration  des  théorèmes 
d'existence  est  celle  de  M"**  de  Kowalesky. 

Chapitre  III,  —  Équations  linéaires  et  systèmes  complets. 

Chapitre  IV,  —  Seconde  méthode  de  Jacobi  avec  les  dévelop- 
pements de  Majer.  Méthode  de  Charpit. 

Chapitre  V,  —  Différentes  espèces  d'intégrales  d'une  équation 
du  premier  ordre  et  d'un  système  complet  non  linéaire.  On  trou- 
vera dans  ce  Chapitre  une  discussion  très  minutieuse  de  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  et  des  différentes  espèces  d'intégrales 
que  l'on  peut  déduire  d'une  intégrale  complète. 

Chapitre  VI,  —  La  méthode  des  caractéristiques  pourTéquation 
à  deux  variables  indépendantes;  relations  géométriques  entre  les 
diverses  espèces  d'intégrales. 

Chapitre  VII.  —  Intégrales  singulières. 

Chapitre  VIII,  —  La  méthode  des  caractéristiques  pour  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

Pour  la  rédaction  de  ces  trois  Chapitres,  l'auteur  s'est  beaucoup 
servi  du  Mémoire  bien  connu  de  M.  Darboux  Sur  les  solutions 
singulières. 
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Chapitre  IX,  —  La  mëihode  de  Lie  appliquée  aux  équations 
du  premier  ordre. 

Chapitre  JT.  —  Les  équations  de  la  Dynamique. 

Chapitre  XI,  —  Équations  simultanées  du  premier  ordre.  Les 
Chapitres  précédents  ont  mis  en  évidence  que  l'intég^ration  d\ine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  ou  d'un  sys- 
tème d^équalions  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  une 
seule  fonction  inconnue,  se  ramène  en  définitive  à  l*intégration 
d^un  système  d^équations ordinaires.  Mais  cette  réduction  n'est  plus 
possible  en  général  pour  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  plusieurs  fonctions  inconnues. 
M.  Forsyth  résume  cependant  les  résultats  des  recherches  entre- 
prises dans  cette  voie,  depuis  Jacobi,  par  MM.  Natani,  Kônig, 
Hamburger,  etc. 

Ces  différentes  méthodes  ne  s'appliquent  qu'à  des  systèmes  de 
forme  spéciale  et  ne  peuvent  conduire  au  but  que  si  certaines 
conditions  spéciales  sont  remplies.  La  difficulté  de  ce  problème  est 
d'ailleurs  du  même  ordre  que  l'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  premier,  et  peut  quelque- 
fois s'y  ramener. 

C'est  à  ce  nouveau  problème,  et  en  particulier  à  l'intégration 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux 
variables  indépendantes,  qui  en  est  le  cas  particulier  le  plus  simple, 
qu'est  consacré  le  Tome  VL  La  lecture  en  est  surtout  intéressante 
pour  ceux  qui  veulent  suivre  le  développement  historique  de  cette 
partie  de  la  Science.  Ils  y  trouveront  un  grand  nombre  de  méthodes, 
qui  n'ont  plus  guère  d'intérêt  aujourd'hui;  mais  cela  engendre 
forcément  un  peu  de  confusion,  et  il  nous  a  semblé  difficile,  pour 
un  lecteur  non  au  courant,  de  démêler  les  idées  vraiment  fécondes 
au  milieu  de  tant  de  procédés  différents. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'auteur  discute  d'abord  les  définitions 
de  l'intégrale  générale  proposées  par  Ampère  et  Cauchy,  et  prouve, 
par  quelques  exemples  simples,  qu'une  intégrale  peut  être  géné- 
rale au  sens  d'Ampère  sans  l'être  au  sens  de  Cauchy.  Il  expose 
ensuite  la  classification  des  intégrales  due  à  Ampère,  qui  repose 
sur  la  façon  dont  les  fonctions  arbitraires  figurent  dans  l'intégrale 
générale. 
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Viennent  ensuite  deux  Chapitres  consacrés  à  une  exposition  de 
la  méthode  de  Laplace  et  de  la  méthode  de  Riemann,  qui  ne 
diflfère  pas  au  fond  de  ^exposition  donnée  par  M.  Darboux  dans  ses 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces.  Elle  est  cependant  com- 
plétée sur  certains  points;  ainsi,  on  étudie  le  cas  où  il  existe 
entre  /i  +  i  intégrales  particulières  une  relation  linéaire  dont  les 
coefficients  sont  fonctions  d'une  seule  des  variables  indépendantes. 
L*auteur  donne  aussi  une  formule  de  M.  Borel,  permettant  d'ex- 
primer l'intégrale  générale  par  une  quadrature  partielle  où  figure 
une  seule  fonction  arbitraire. 

M.  Forsjtli  reproduit  également  la  déuionstration  due  à  M.  Cos- 
seral  des  propositions  énoncées  par  Moutard,  concernant  les 
équations  dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

z  =  F(^,  y,  X,  X',  . . .,  X^P\  Y,  V,  . . .,  Y(^0, 

X  étant  une  fonction  arbitraire  de  a?,  Y  une  fonction  arbitraire 
dey. 

Dans  les  deux  Chapitres  suivants,  on  trouvera  l'exposition  dé- 
taillée des  méthodes  de  Monge,  de  Boole  et  d'Ampère  pour  l'inté- 
gration des  équations  de  Monge-Ampère,  linéaires  en  r^s^t,  rt — 5^. 
La  recherche  des  intégrales  intermédiaires  conduit  à  former  deux 
systèmes  de  deux  équations  linéaires  simultanées  du  premier  ordre, 
et  à  déterminer,  s'il  en  existe,  les  intégrales  de  chacun  de  ces  sys- 
tèmes. Tous  les  cas  particuliers  possibles  sont  passés  en  revue  avec 
de  nombreux  exemples.  Le  théorème  de  S.  Lie  et  Darboux,  sur  les 
équations  qui  admettent  deux  intégrales  intermédiaires  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire  et  provenant  de  systèmes  différents,  ne 
pouvait  manquer  de  trouver  place  dans  cet  exposé. 

La  méthode  de  M.  Darboux,  plus  générale  que  celles  de  Monge 
et  d'Ampère,  consiste  essentiellement  à  adjoindre  à  l'équation 
proposée  une  autre  équation  d'ordre  /i^2,  formant  avec  la  pre- 
mière un  système  en  involulion,  c'est-à-dire  dont  les  solutions 
communes  ont  le  plus  haut  degré  de  généralité  possible.  En  faisant 
successivement  n  =  2,3,  ...,  on  est  conduit  à  considérer  deux 
suites  indéfinies  de  systèmes  de  deux  équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre,  et  il  suffit  qu'on  airive  dans  l'une  de  ces  suites  à 
un  système  admettant  deux  intégrales  distinctes,  pour  que  la  solu- 
tion du  problème  de  Cauchy,  relativement  à  l'équation  proposée, 
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soit  ramenée  à  Tintégration  d'un  système  d^équations  différen- 
tielJes  ordinaires.  En  particulier,  les  équations  qu'Ampère  appelait 
de  la  première  classe  sont  inlégrables  de  cette  façon.  La  méthode 
de  M.  Darboux  est  exposée  par  M.  Forsyth  avec  tous  les  détails 
nécessaires  et  éclaircie  par  de  nombreux  exemples. 

Avec  le  Chapitre  suivant,  nous  revenons  à  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes.  On  sait  que  cette  méthode,  appliquée  à 
une  équation  du  second  ordre,  conduit  à  un  problème  plus  difficile 
en  apparence  que  le  problème  même  qu'il  s'agit  de  résoudre. 
Cependant  Imschenvetsk^,  en  partant  d'une  intégrale  renfermant 
seulement  trois  paramètres,  a  indiqué  une  méthode  de  transfor- 
mation qui  ofire  quelquefois  des  avantages.  Cette  méthode  n'est 
au  fond  qu'une  transformation  de  contact,  ce  que  l'exposition  de 
M.  Forsyth  ne  met  peut-être  pas  suffisamment  en  évidence. 

Les  multiplicités  caractéristiques  n'apparaissent  qu'à  la  page  388 
du  Volume,  ce  qui  pourrait  surprendre  si  l'on  ne  tenait  pas  compte 
du  plan  adopté  par  l'auteur.  L'exposition  est  du  reste  très  claire. 
Ces  multiplicités  se  présentent  naturellement  dès  qu'on  veut  dis- 
cuter à  fond  le  problème  de  Cauchy  et  rechercher  les  multiplicités 
pour  lesquelles  ce  problème  est  indéterminé.  On  est  ainsi  conduit 
aux  deux  s)'stèmes  de  caractéristiques,  à  leur  distinction  en  deux 
classes  (caractéristiques  du  premier  ordre  ou  du  second  ordre), 
suivant  l'ordre  des  dérivées  où  commence  l'indétermination,  et  à 
la  classification  des  équations  du  second  ordre  basée  sur  la  nature 
des  deux  familles  de  caractéristiques. 

La  recherche  des  intégrales  intermckliaires  pour  les  équations  de 
forme  générale  est  liée  étroitement  à  l'étude  des  caractéristiques. 
Lorsque  l'équation  possède  un  système  de  caractéristiques  du 
premier  ordre,  cette  recherche  dépend  d'un  système  de  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non  linéaires, 
à  une  seule  fonction  inconnue.  Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui 
où  ces  deux  équations  forment  un  système  en  involution.  On 
obtient  ainsi  une  classe  étendue  d'équations  du  second  ordre  dont 
l'intégrale  générale  peut  être  écrite  sous  forme  explicite  sans  aucun 
signe  de  quadrature. 

Toute  transformation  de  contact,  appliquée  à  une  équation 
quelconque  du  second  ordre,  conduit  à  une  autre  équation  de 
même  espèce.  Mais  il  existe  aussi  des  transformations  d'une  autre 
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espèce  qui,  appliquées  à  certaines  équations />ar^<cu//ère5  du  second 
ordre,  conduisent  à  de  nouvelles  équations  du  second  ordre.  La 
transformation  de  Laplace  en  est  un  exemple  mémorable.  Un  grand 
nombre  de  transformations  analogues,  s'appliquant  à  des  catégories 
plus  ou  moins  générales  d^équations,  ont  été  étudiées  depuis  lors. 
La  plupart  de  ces  transformations  peuvent  être  rattaciiées  à  une 
classe  générale,  étudiée  d'abord  par  M.  Bâcklund  à  propos  de  la 
théorie  des  surfaces  à  courbure  constanle.  Après  avoir  défini  les 
transformations  de  Bâcklund  et  étal)li  quelques  propriétés  géné- 
rales, M.  Forsyth  donne  quelques  indications  sur  la  détermination 
des  équations  linéaires  provenant  d'une  transformation  de  cette 
espèce;  il  renvoie  pour  le  surplus  aux  Mémoires  originaux  où  ces 
questions  sont  approfondies. 

Les  trois  derniers  Chapitres  de  l'Ouvrage  sont  consacrés  à 
diverses  généralisations.  On  peut  poursuivre  ces  généralisations 
dans  deux  voies  différentes,  en  augmentant  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes,  soit  l'ordre  de  l'équation,  ou  les  deux  à 
la  fois.  Quand  il  n'y  a  que  deux  variables  indépendantes,  on  peut 
étendre  les  méthodes  de  Monge  et  de  Darboux  aux  équations 
d'ordre  supérieur  sans  avoir  besoin  d'introduire  aucune  idée  nou- 
velle, et  sans  d'autres  difficultés  que  la  complication  croissante  des 
calculs. 

Ce  fait  est  à  peu  près  évident,  quand  on  se  sert  systématiquement 
des  caractéristiques,  qui  sont  toujours  des  multiplicités  à  une 
dimension,  quel  que  soit  l'ordre  de  l'équation,  lorsque  le  nombre 
des  variables  indépendantes  est  égal  à  deux. 

M.  Forsyth  étudie  aussi  les  équations  du  second  ordre  à  plus  de 
deux  variables,  qui  admettent  des  intégrales  intermédiaires,  et 
montre  comment  on  peut  reconnaître  l'existence  de  ces  intégrales. 
Les  méthodes  employées  dans  le  cas  d'une  équation  à  deux  variables 
s'étendent  encore  à  ce  nouveau  problème.  L'auteur  s'arrête  assez 
longuement  sur  le  cas  où  les  équations  du  premier  ordre  qui  déter- 
minent les  intégrales  intermédiaires  forment  un  système  complet. 
La  conclusion  est  analogue  à  celle  quia  été  établie  antérieurement, 
et  conduit  à  une  classe  d'équations,  dont  l'intégrale  générale  peut 
être  écrite  sous  forme  explicite.  M.  Forsyth  signale  aussi,  à  cette 
occasion,  une  classe  d'équations  du  second  ordre  à  n  variables,  qui 
doivent   être    considérées    comme  la    généralisation    directe    des 
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équations  de  Monge- Ampère.  Ces  iniHcaûoDs  nous  oni  semblé  un 
peu  sommaires,  et  cette  classe  d'équalions  méritait  une  étude  plus 
étendue.  On  y  trouve  en  particulier  une  intéressante  application 
de  la  théorie  des  groupes  de  fonctions  de  S.  Lie. 

EnGn,  dans  le  dernier  Chapitre  de  TOiivrage,  M.  Forsjrtii  étend 
aux  équations  du  second  ordre  à  n  variables  les  méthodes  d'Ampère 
et  de  M.  Darboux.  Les  résultats  sont  dus  en  grande  partie  aux 
recherches  personnelles  de  Tauteur.  Quoique  bien  des  questions 
restent  encore  à  élucider,  ces  recherches  mettent  en  évidence 
l'existence  d'un  invariant  caractéristique  y  qui  paraît  appelé  à 
jouer  un  rôle  important  dans  les  progrès  ultérieurs  de  cette  difficile 
théorie. 

On  a  pu  se  convaincre,  par  cette  rapide  énumération,  de  la 
richesse  et  de  l'abondance  des  matériaux  qui  ont  été  utilisés  par 
M.  Forsyth.  La  plupart  des  questions  sont  traitées  à  fond;  quant 
à  celles  qui  ne  sont  qu'amorcées,  des  indications  bibliographiques, 
le  plus  souvent  très  complètes,  guideront  le  lecteur  désireux  de 
poursuivre  leur  étude.  Chaque  théorie  est  éclaircie  par  un  grand 
nombre  d'exemples  gradués,  les  uns  traités  complètement,  les 
autres  proposés  comme  exercices.  C'est  là  une  pratique  que  Ton 
ne  saurait  trop  vivement  recommander.  Bien  des  gens  s'imaginent 
volontiers  qu'il  ne  leur  reste  plus  rien  à  apprendre  sur  une  théorie, 
quand  ils  en  ont  com|>ris  les  principaux  théorèmes.  L'étudiant  qui 
prendra  pour  guide  le  Traité  de  M.  Forsyth  n'aura  pas  à  craindre 
d'être  victime  d'une  pareille  illusion.  Ë.  G. 


MINROWSKI  (H.)*  —  DioPHANTiSGHB  Approximationkn.  Einb  Einpûhrung  in 
DIE  ZAHLBNTHBoaiB.  I  volumo  in-8'',  viii-235  pages,  82  figures.  Leipzig, 
Teubner,  1907. 

Que  le  Livre  de  M.  Minkowskisoit  une  Introduction  à  la  théorie 
des  nombres,  c'est  ce  qui  ap[)araît  bien  évidemment  par  les  im- 
portantes propositions  d'Arithmétiqueetd'Algèbre  qui  s'y  trouvent 
établies  de  la  fnçon  la  plus  simple;  j'ajouterai  qu'elle  donne  au 
lecteur  l'imfiression  qu'il  est  vraiment  introduit  dans  cette  théorie, 
par  un  chemin  où  il  voit  devant  lui  et  aussi  derrière,  s'il  se  rc- 

Bull.  de$  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XXXII.  (Octobre  1908.)  ai 
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tourne;  ilesien  possession  d'une  méthode,  et  c'est  cette  mélhode 
que  M.  Minkowski  a  voulu  caractériser  parle  titre  principal  de  son 
Livre  :  Diophantische  Approximationen. 

Le  nom  de  Diophante  est  attaché  à  la  résolution  en  nombres 
entiers  ou  rationnels  de  certaines  équations;  les  équations  que 
considère  Tauteur,  où  les  coefficients  sont  quelconques,  ne 
peuvent  pas  être  résolues  en  nombres  entiers,  mais  elles  peuvent 
être  résolues  approximativement  au  moj^en  de  tels  nombres,  et 
l'expression  à* approximations  diophantiques  est  parfaitement  j  us- 
tifiée. 

C'est  donc  l'étude  d'inégalités  où  les  inconnues  doivent  essen- 
tiellement être  entières,  et  les  applications  à  la  théorie  des  formes 
et  des  nombres  algébriques,  qui  seront  l'objet  essentiel  de  M  Min- 
kowski. Sauf  dans  le  premier  Chapitre  qui  est  purement  arithmé- 
tique, l'auteur  de  la  Géométrie  der  Zahlen  utilisera  les  méthodes 
qui  lui  sont  propres  et  qui  l'ont  conduit  à  tant  de  belles  et  impor- 
tantes propositions. 

Le  point  de  départ  du  premier  Chapitre  est  la  remarque  évi- 
dente dont  Lejeune-Dirichlet  a  su  tirer  un  merveilleux  parti  : 
quand  n  4- i  objets  sont  distribués  n'importe  comment  dans 
n  classes,  il  y  a  au  moins  une  classe  qui  contient  plus  d'un  objet. 
Après  les  applications  classiques  à  l'approximation  d'un  nombre 
quelconque  au  moyen  d'une  fraction,  de  deux  nombres  quel- 
conques au  moyen  de  deux  fractions  de  même  dénominateur,  l'au- 
teur expose  comment  M.  Hurwitz,  en  partant  d'une  idée  due  à 
M.  Hilbert,  est  parvenu  à  établir  le  théorème  d'après  lequel  il  existe 
un  système  de  trois  nombres  entiers  non  tous  nuls  qui  font  acqué- 
rir à  un  système  de  trois  formes  linéaires  des  valeurs  qui,  prises 
absolument,  sont  au  plus  égales  à  la  racine  cubique  de  la  valeur 
absolue  du  déterminant  des  trois  formes.  La  démonstration  de 
M.  Hurwitz,  précisément  parce  qu'elle  est  très  ingénieuse,  fera 
d'autant  mieux  ressortir  la  fécondité  des  méthodes  de  M.  Min- 
kowski et  la  façon  intuitive  par  laquelle  elles  conduisent  à  des  pro- 
positions capitales,  comme  celle  que  je  viens  de  rappeler,  et  en 
permettent  la  démonstration  rigoureuse. 

La  méthode  géométrique  est  développée  dans  les  Chapitres  II 
et  III,  pour  le  cas  de  deux  variables  ou  du  plan  d'abord,  pour  le 
cas  de  iroib  variables  ou  de  l'espace  ensuite.  Elle  s'étend  au  cas 
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de  n  variables,  grâce  au  langage  de  la  géométrie  à  n  dimensions,  et 
M.  Minkowski  donne  à  Toccasion  sur  ce  sujet  des  indications 
brèves  et  suffisantes;  mais,  avec  le  sens  très  juste  de  ce  que  doit 
être  un  Livre  élémentaire,  il  a  tenu  à  s'arrêter  sur  les  deux  cas  où 
le  langage  géométrique  n'est  pas  un  simple  verbalisme.  Ce  n'est 
que  dans  le  sixième  et  dernier  Chapitre,  consacré  à  l'approxima- 
tion des  nombres  complexes  par  des  nombres  appartenant  au 
corps  des  racines  cubiques  ou  quatrièmes  de  l'unité,  qu^intervient 
vraiment  la  géométrie  à  quatre  dimensions. 

Je  rappelle  rapidement,  en  me  servant  du  langage  de  la  géomé- 
trie dans  l'espace  ordinaire,  le  principe  de  la  méthode  {Princip 
der  zentrierten  Kôrper  in  Zahlengitter), 

Considérons  un  système  de  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires. Les  points  dont  les  trois  coordonnées  sont  des  entiers 
forment  un  réseau  {Zahlengitter)  à  trois  dimensions.  Considé- 
rons un  corps  convexe  (C)  qui  n'est  d'ailleurs  assujetti  qu'à  une 
seule  condition,  celle  d'avoir  un  centre,  et  supposons  que  le  centre 
soit  à  l'origine.  Les  corps  homothétiques  et  concentriques  à  (C), 
quand  le  rapport  d'homothétie  est  suffisamment  petit,  ne  con- 
tiennent pas  d'autre  point  du  réseau  que  l'origine;  si  Ton  fait 
grandir  le  rapport  d'homothétie  d'une  façon  continue,  il  arrivera 
un  moment  où  la  surface  du  corps  atteindra  un  point  du  réseau 
(et  par  conséquent  deux  au  moins)  sans  qu'aucun  point  du  réseau 
soit  à  l'intérieur.  Désignons  par  (C)  le  corps  convexe  correspon- 
dant, et  par  (C^)  le  corps  homothétique  à  (C)  dont  les  dimen- 
sions sont  moitié  moindres.  Imaginons  que  tous  les  points  du  ré- 
seau soient  les  centres  de  corps  qui  se  déduisent  de  (C^)  par  des 
translations.  On  se  rend  ainsi  aisément  compte  de  la  distribution 
dans  l'espace  de  tous  ces  corps  égaux  :  deux  de  ces  corps  n'em- 
piètent pas  l'un  sur  l'autre,  mais  chaque  corps  s'appuie  au  moins 
sur  deux  corps  voisins,  qu'il  peut  toucher  d'ailleurs  suivant  des 
points,  des  lignes  ou  des  portions  de  plans;  sauf  dans  des  cas 
limites,  où  les  corps  (C")  sont  nécessairement  des  polyèdres,  par 
exemple  des  cubes  dont  l'arête  est  égale  à  i,  ils  ne  remplissent  pas 
tous  l'espace,  ils  laissent  des  vides  entre  eux  :  il  résulte  de  là  que 
leurs  volumes  sont  au  plus  égaux  à  i,  cette  limite  n'étant  atteinte 
que  dans  les  cas  limites  dont  il  vient  d'être  question;  le  volume  du 
corps   (C)  est   donc   au   plus   égal    à  2^.  Par  conséquent,  si   le 
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corps  (C)  a  un  volume  égal  ou  supérieur  à  8,  il  contient  certaine- 
ment  des  points  du  réseau  à  son  intérieur  on  sur  sa  surface.  Le 
cas  où  (G)  est  un  parallélépipède  fournit  la  démonstralioii  du 
théorème  relatif  à  trois  formes  linéaires  que  j'ai  rappelé  un  peu 
plus  haut.  En  variant  le  corps  (C)  d'une  façon  convenable,  M.  Min- 
kowski  obtient  un  très  grand  nombre  de  propositions  impor- 
tantes. Les  cas  limites,  où  l'espace  se  trouve  décomposé  en  po- 
lyèdres égaux  et  de  même  orientation,  offrent  un  intérêt  parti- 
culier. 

Les  Chapitres  IV  et  V  sont  consacrés  à  la  théorie  des  nombres 
algébriques  de  degré  3.  L'auteur  reprend  cette  théorie  à  ses  débuts 
et  montre  comment  la  notion  de  réseau  de  nombres  {Zahlengit- 
ter)  fournit  une  image  commode  de  l'ensemble  des  entiers  algé- 
briques d'un  corps  algébrique  du  troisième  degré,  et  comment 
s'appliquent  alors  les  propositions  du  Chapitre  précédent.  Ses 
méthodes  d'approximation  le  conduisent  sans  peine  à  la  démon- 
stration de  l'existence  des  unités,  à  la  démonstration  du  théorème 
sur  le  nombre  fini  de  classes  d'idéaux  dans  un  cor|)s  algébrique, 
à  la  décomposition  unique  des  idéaux  en  [)rimidéaux. 

M.  Minkowski  avait  fait,  dans  l'hiver  i9o3-i9o4)  nn  cours  sur 
les  matières  traitées  dans  son  Livre;  il  avait  eu  dès  lors  l'intention 
de  la  présente  publication,  qui,  retardée  par  d'autres  travaux,  a  pu 
être  menée  à  bien  grâce  au  concours  qu'a  apporté  M.  A.  Axer, 
non  seulement  pour  les  matières  développées  dans  le  cours,  mais 
encore  pour  le  dernier  Chapitre,  rédigé  d'après  les  indications 
manuscrites  de  M.  Minkowski.  Sous  une  forme  plaisante  et  trop 
modeste,  celui-ci  exprime,  dans  sa  Préface,  l'espoir  que  son  petit 
Livre  contribuera  à  répandre  le  goût  de  la  science  des  nombres. 
Je  serais  bien  étonné  si  cet  espoir  était  trompé.  J.  T. 


Digitized  by 


Google 


LIRRAIRIfc  - 

1)D4I    nus  MlA^ttS- 


nî??t>    VM  '    Uî  "^ 


I   îp;    r  irii.E.là      .1.   » 


aiQunm, 

* .  ♦ .  ♦  I  fr.  5o  c 


fprr 


MO 


fatOifTIlSSUS    (R.    de). 


^a#  J«  Mf  r 


niAlhfuiadfruBi.  ti 

.1  ..|^-  ^..^^.»,j|:t,.. 


fll«ti|||i    dr*    •Ur^fcrf^«     réCtèçCf      «l^-'uki*      '<**      *3»..|iii»^«Tk..-rvl     -t'iir.     «^kt>(|.#>.     inmm* 


Fl: 


ccood  otflr«» 


*St    li^  tfl  ttfiVi 


Digitized  by  VJiOOÇlC 


OCTOBRE  nos. 


MiN*^  Dîophanrts<îhe  Appfoxiri 

Varsiitg  van  <1o  gewftui»  vert:                  *fiT  U'f 
Afdeclin^    dtir    linninklîjko    Ak«i<l^i 
Amsterdam  {imi^f  , *....  


LIBRAIRIE   GAUTHIKR-VILLARS, 


0I]|1   UKH  l*IIAKf)««4ttGl!mn«,  5S«   A   ^A^ 


^KOJim»  (Bmile),  Membre  île  riiitliltri,  Tr^ 


Fftrullé 


ToaiE  II  »'  fnitritoftt  httrmnnitftitM  H 

njô^.  — 

i.«^.   III 

*FOrîtfCARlî:    'H     ,     .Mrmlin»      ■ 


■ticllfi. 


CTrtil  r> 


Wle  èi  fin  r- 


^  '  •  Ckrovfi**s  ^Tordre  / 
Confère  I 


h. 


ntattt/'r7i«flifur  «  Jn  HJn 


I094S        ^t^♦     -  ♦mrrliiit'^'tGiVT-"  • 


Digitized  by 


ftiriLHtTHfc<>DE  Dï  Vf  HES  HVÏÏTKS  ÉTOlïBS. 


BULLETIN 


»eft 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES,- 


-  *   ^« 


»AfiBOfJX     t,    mCAm   BT  i,   TANKHIiy, 


SouA  U  dlreoiioo  iê  la  Comuiissioci  d^s  BaulAt  Éitidot. 


TOME 


NOV 

U£    liic    ^4    (  • 


8  1808. 


I 

* 


PARIS, 
•.V(JTIUKIt.V|t.UR>.   IMIM{IUKlU{-I.IHHAtHe 

II»    ■!>•  C*V     |l|l  «  I 


IWH 


<<>  «• 


a-  *    ^    -    >■    i 

"^  -  5   E  I 


-3     —     —     î;     s    -c 

H  :  5  ?  = 

=      t.      4»     —     ^      « 
•^       ^       S       «       VJ       ^ 

•    -  J'-^   î 

il  fi  S  S 

I    s    ^    o    *•    » 

W      ^      Ô     V     ts 


14 1 


J  s* 


•    "S    *    5       ' 


^  «  -  ^  j  -^  2 
r  t  ?  •  ^  f  I 


-    ~  r  c    t    3   -ji 

-*     s  «  *■     ^  ^  ^ 

2  =  e  £  I  CI 

5^  f  S^^  g 


:lby 


Google 


LIBRAIRIE    GAUTHIER.VILLARS, 

QUAI    DES  GRANDS-AUGUSTINS,    55,  A    PARIS   (6*)- 


fRXQUZB&i  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  —  Sur  letfoncUoni 
oontioues  d'un  nombre  quelconque  de  variables  et  sur  le  principe  fonda- 
mental de   la    théorie    des    éij|uations   algébricpaes .    In -4   (28-23);    1890. 

I  Ir.  5o  c. 

f  &XOYIXS&.  —  Sur  les  principes  de  la  Théorie  gr^nérale  des  fonctions.  lo-4 

(28-23) j  1891 : a  fr.  5o  c. 

f&OVOmSl  (3Bugéne)y  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers,  Examinateur  de  sortie  à  l'Ecole  Polytechnique,  et  UbVT 
(Xtuoien),  Répétiteur  d'Analyse  et  Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Poly- 
technique. —  Analyse  infinitésimale  à  l'usage  des  ingénieurs,  2  Yolumes 
in-8  (26-16),  se  vendant  séparément  : 

Tome  1  :  Calonl  différentiel.  Dérivées  et  dijférentielles.  Changements  de 
variables.  Séries,  Formules  de  Taylor.  Courbes  planes  et  gauches.  Surfaces. 
Congruences.  Complexes.  Lignes  tracées  sur  les  surfaces.  Vol.  de  ww-bbn  p., 
avec  45  figures  ;  1900 , lo  fr. 

ToMB  H  :  Calcul  intégral.  Intégrales  indéfinies  ei  définies.  Fondions  de 
vanabies  imaginaires.  Intégrales  multiples.  Formule  de  Green.  Potentiel. 
Foncticns  eltiptifues.  Equations  différentielles.  Equations  différentielles  d'ordre 
ijuelcvnque.  Equations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Calcul  des 
variations.  Volume  de  xii-648  pages  avec  00  figures;  igoS i5  fr. 

SAIaVE&T  (Vicomte  de),  Docteur  es  Sciences,  Professeur  k  la  Faculté  libre 
des  Sciences  de  Lille.  —  Théorie  nouvelle  du  système  orthogonal  triple- 
ment isotherme  et  son  application  aux  coordonnées  curvilignes.  2  volumes 
in-8  (25-16);  1894 i5  fr. 

SAIaVSRT  (Vicomte  de).  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces,  ln-8  (25-i6);  1881 3  fr.  5o  c. 

SAXfeVBRT  (Vicomte  de).  —  Mémoire  sur  une  classe  de  quadratures  de 
fonctions  elliptiques  par  rapport  à  leur  module,  ln-8  (25- 16),  de  142  p.; 

1903 4  fr  • 

SALVE&T  (Vicomte  de).  —  Mémoire  sur  les  Ombilics  coniques,  ln-8 
(25-16);  i883 Q  fr.  5o  c, 

SAZiVIXRT  (Vicomte  de).  ->  Trois  notes  relatives  à  la  Fonction  elliptique 
de  troisième  espèce,  ln-8  (26-16)  de  36  pages;  1908 i  fr.  5o  c. 

fSAUVAOE(I*.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille.  —  Théorie 
générale  des  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes. 

ln-4  (28-23 )  ;  1 895 6  fr . 


;  (le  B'  Oskar),  Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Dresde. 
—  Théorie  des  intégrales  et  des  fonctions  elliptiques.  Traduit  de  l'allemand 
et  précédé  d'une  Introduction  sur  la  théorie  des  Jonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire, par  J.  Graindorgb.  In-8  (25-i6),  avec  2  planches;   1873 8  fr. 

SOH'WiUiZ  (B.-A.),  Membre  de  l'Académie  des  Sciences  et  Professeur  à  l'Uni- 
versité de  Berlin.  —  Formules  et  Propositions  pour  l'emploi  des  Foncticins 
elliptiques,  d'après  des  Leçons  et  des  Notes  manuscrites  de  K.  UTeicr- 
strassy  Membre  de  l'Académie  des  Sciences  et  Professeur  à  l'Université  de 
Berlin,  rédigées  et  publiées  par  H.-A.  Schwarz.  Traduit  de  l'allemand  par 
Hbnri  PadË|  Docteur  es  Sciences  mathématiques. 

!'•  Partie,  ln-4  (28-28);  »894  .Broché 12  fr.  Cartonné...     i5  fr. 

-|-8BGnZBR  (J.^A.  de).  Docteur  es  Sciences  mathématiques.  —  Théorie  des 
eroupes  finis.  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits.  In-8  (25-i6) 
ae  11-176  pages  ;  1904. , 5  fr. 


Digitized  by 


Google 


MËLANGRS.  34i 


MÉLANGES. 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA  CROISSANCE  DE  LA  FONCTION  ((5); 
Par  m.  Ernst  LINDELÔF. 


1.  Nous  commençons  par  rappeler  quelques  propriétés  connues 
de  la  fonction 

Ç(,)  =  , +  _  +  _+.. .+  _+..., 

donl  nous  aurons  à  nous  servir  dans  la  suite. 
En  posant 

on  conclut  d'abord  de  l'expression  donnée  par  Euler  : 
que  les  inégalités 

ii(^)<.«-^.-n(:r^) 

sont  vérifiées  pour  o'>- 1,  d'où  cette  première  propriété  : 

U expression  |  C(o'-l- i^^)  |  reste  comprise  entre  des  limites 
finies  et  positives  dans  le  domaine  <j^  i  -{-  e,  le  nombre  positif  ç, 
étant  donné  aussi  petit  qui! on  voudra. 

En  se  servant  de  la  relation  fonctionnelle 

(0  /,(^)  =  X(i-*)» 


ou 


Bull,  des  Sciences  mat  hem.  j  2«  série,  t.  XXXII.  (Décembre  1908.)      2'i 
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on  peut  en  conclure  comment  se  comporte  |  ^^(^  -I-  it)  \  pour  <t  <  o. 
En  effet,  la  formule  de  Stirling  fournit  Tégalité  asymptolique 

l'expression  e(7,  t)  tendant  vers  zéro  lorsque  1 1  \  augmente  indéfi- 
niment, et  cela  uniformément  pour  les  valeurs  9  comprises  dans 
un  intervalle  fini  quelconque.  A  Taide  de  cette  égalité  on  conclut 
de  (1),  en  observant  que 


K(7-HiO|  =  |C(cr-£7)|, 


(5t)  |,C<cr-*-à)|  = 


271 


I- 


|î;(,_cT  +  i/)|[i  +  e(<r,/)], 


£(a',  t)  jouissant  de  la  même  propriété  que  ci-dessus.  Or  nous 
venons  de  voir  que,  si 

d'où 

l'expression 

i;(i-<r+'Oi 

reste  comprise  entre  deux  limites  finies  et  positives,  quel  que 
soit  ^,  et  nous  arrivons  donc  au  résultat  suivant  : 

Uexpressiœi 


(3) 


.1- 


reste  comprise  entre  des  limites  finies  et  positives  pour 

les  nombres  positifs  t  et  0*0  étant  donnés  respectivement  aussi 
petit  et  aussi  grand  qu^on  voudra. 

Quant  à  V intervalle  critique, 

il  nous  suffira  provisoirement  de  savoir  que  |s(o'-|-«7)|  crott 
moins  vite  qu'une  puissance  finie  de\t\  pour  les  valeurs  <j  fai- 
sant partie  de  cet  intervalle,  (îe  résultat  s'obtient  le  plus  facile- 
ment par  la  formule  sommatoire  d'Eulcr,  qui,  sous  sa  forme  la  plus 
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simple,  nous  donne  (*  ) 

OU  encore,  en  inlégranl  par  parties, 

(5)  Ç(.)  =  l  +  -! i^i^tl)  f'fîj^d., 

Çi(t)  el  <P2(t)  désignant  les  fonctions  périodiques  de  période  i 
qui,  dans  l'intervalle  o<;t<;i,  se  réduisent  respectivement  aux 
polynômes  t —  -  et  t-  —  'f+r'  Eu  effet,  la  formule  (4)  nous 
montre  de  suite  que  l'expression 


reste  au-dessous  d*une  limite  finie  pour  c^e,  |^|^^o(>o)ï  et  la 
formule  (5),  qu'il  en  est  de  même  de  l'expression 

?;(<x  -4-  it) 


pour  <T> — i  +  e,  |/|^/o(>o),  le  nombre  positif  e  étant  donné 
aussi  petit  qu'on  voudra. 

Pour  les  valeurs  particulières  0*=:  i  et  (T  =  o,  nous  aurons  tou- 
tefois besoin  d'un  résultat  plus  précis,  dû  à  M.  Mellln  (^),  suivant 
lequel  les  expressions 


(6) 


\t(ï-^it)\ 


et 


i^iMogl^! 


restent  au-dessous  d^une  limite  finie  pour  |r|^liOi).  Ce 
résultat  se  déduit  le  plus  aisément  de  la  formule  (4)9  en  l'écri- 
vant sous  la  forme 


l{s)  =  i^--^,,,+ 


1  I        n'-*  r 

(/i  — I)*       an*       *  — I         J 


d-z. 


(  '  )  Voir  par  exemple  notre  Ouvrage  :  Le  calcul  des  résidus  et  ses  applications 
à  la  théorie  des  /onctions,  p.  8o-83. 

(')  Fine  Formel  fiXr  den  Logarithmus  transcendenter  Funktionen  von  end- 
licheni  Geschlecht  {Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicœ,  l.  XXIX,  n®  4,  1900, 
p.  48-49). 
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En  effet,  il  en  résulte  immédiatement,  pour  5  =:  i  +  <7, 

"^  "  a  n  — I        a«       |/|       '  J^         x* 

En  observant  qu'on  a 

l?.(^)|si. 
d'où 

et,  d'autre  part. 


2n 


-  -h... H 1 <  /      —  =  logn, 

2  n  —  I        xn      J^       -z  **    * 

on  en  conclut  l'inégalité  plus  simpl« 

K(i-+-*Oi<i  +  iog/i  +  ^  +  î^^ï^. 

Pour  |/2  !=:[/],  cette  inégalité  nous  montre  que  la  première  des 
expressions  (6)  reste  au-dessous  d'une  limite  finie  pour  |^|^fi, 
et,  d'après  l'égalité  (2),  il  en  est  de  même  de  la  seconde  de  ces 
expressions. 

2.  Voici  maintenant  le  lemme  très  simple  sur  lequel  nous 
aurons  à  nous  appuyer,  et  qui  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  très  par- 
ticulier d'un  théorème  établi  par  M.  Phragmén  et  par  nous  dans 
un  Mémoire  récent  (  *  )  : 

Soit  /(s)  une /onction  monogène  de  la  variable  s^v-^-it 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Elle  est  régulière  pour  tout  point  à  distance  finie  fai- 
sant partie  du  domaine 

(7)  <yi^<r^ff,,         <^fo(>o). 
2"  Sur  le  contour  de  ce  domaine,  on  a 

(8)  l/(^)I^C, 
C  étant  une  constante  finie. 

(  >  )  E.  PHRAQHéN  et  Ernst  Lindelôf,  Sur  l'extension  d'un  principe  classique 
de  l'Analyse  et  sur  quelques  propriétés  des  fonctions  monogènes  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  singulier  {Acta  mathematica,  t.  XXXI,  1908). 
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3"  Il  existe  un  nombre  fini  [jl  tel  que  l'expression 

reste  dans  le  domaine  (7)  au-dessous  d^une  limite  finie. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer  que  V inégalité  (8) 
subsiste  pour  tout  point  du  domaine  (7). 

Nous  indiquerons  brièvement  la  dé  m  on  s  Ira  lion  de  ce  lemme, 
en  renvoyant  pour  plus  de  développements  au  Mémoire  cité. 
Considérons  la  fonction 

F{s)^eitsf(s)        (£>o), 

qui  est  évidemment  régulière  dans  le  domaine  (7).  Le  module 

I  e^w  I  =  C-" 

étant  inférieur  à  i  pour  />-o,  on  aura,  d'après  la  condition  2**, 

|F(5)|<G 

sur  le  contour  de  ce  domaine.  D'autre  part,  comme  e^'^/H*  tend 
vers  zéro  lorsque  t  augmente  indéfiniment,  quelque  petit  qu'on 
se  donne  le  nombre  e,  il  résulte  de  la  condition  3**  que  F(<t4-  e^) 
tend  également  vers  zéro,  et  cela  uniformément  pour  Ci^c^ca. 
Ayant  pris  arbitrairement  un  point  5'=cr'-|-iV  à  l'intérieur 
du  domaine  (7),  on  pourra  donc  choisir  un  nombre  T,  supérieur 

à  ^',  tel  qu'on  ait 

|F(.)|<C 
pour 

»i  =  <ï  =  <ïî»        ^  =  T. 

D'après  ce  qui  précède,  l'inégalité  |F(5)|<;C  sera  alors  vérifiée 
sur  tout  le  contour  du  rectangle  retranché  du  domaine  (7)  parla 
droite  t  =  T,  et  il  en  résulte,  en  vertu  d'un  principe  bien  connu, 
que  cetic  inégalité  subsiste  aussi  à  l'intérieur  de  ce  rectangle  et, 
en  particulier,  au  point  5^,  en  sorte  qu'on  aura 

|F(5')|<C, 
ou  bien 

|/(0|<G^«'. 

Ce  résultat  étant  démontré  quelque  petit  que  soit  e,  il  faut 

bien  qu'on  ait 

l/(^')I^C, 

et  notre  lemmc  se  trouve  ainsi  démontré. 
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3.  Le  lemme  qui  précède  nous  permet  d'établir,  relativemenl 
à  la  croissance  de  la  fonction  ^{s)  dans  l'intervalle  critique,  le 
résultat  suivant,  qui  comporte  une  plus  grande  précision  que  ceux 
qu'on  avait  obtenus  jusqu'à  présent  (*). 

L^  expression 

U|~log|/| 
reste  au-dessous  d'aune  limite  finie  dans  le  domaine 
(9)  olcr<i,        |^U/,(>i). 

Pour  faciliter  le  langage,  nous  conviendrons  de  désigner  indis- 
tinctement par  h  toute  fonction  réelle  des  variables  a*  et  ^  qui, 
pour  les  valeurs  c  faisant  partie  d'un  intervalle  donné,  reste  com- 
prise entre  des  limites  finies  et  positives  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  |  / 1.  La  lettre  h  ne  désignera  donc  pas  la  même  fonction 
dans  les  différentes  formules  où  elle  figure. 

En  adoptant  cette  notation,  on  peut  écrire  le  résultat  relatif  à 
l'expression  (3)  établi  plus  haut,  sous  la  forme 

|Ç(5)|  =  A|/|*  pour        -<ro^(J^-e. 

En  désignant  par  |x  un  nombre  réel,  il  en  résulte 

(*)  Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  M.  Mellin  avait  démontré  qu'on  a 
|!;(<r-l-éO|<MJr|^  pour        o<a^i,     \t\lt.{>o), 

|!;(a  +  iOI<MJ/|«-<'         pour         ^^»<i,     \t\lt,{>o), 

My  ayant  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  a  comprise  dans  Tinlervalle  en 
question. 

D'autre  part,  dans  une  Note  intitulée  :  Sur  quelques  inégalités  dans  la  théorie 
de  la  fonction  Ç(4)  de  Biemann  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XXXIII,  igoS),  M.  Landau  a  remplacé  les  inégalités  de  M.  Mellin  par 
les  suivantes  qui  sont  plus  précises  : 

|î;(<r^i7)|<Mjn'"*'  v/i^^TÔ         pour         o<cr^l,      UU^OO, 

i;(<r-hiOI<MJO*^'~'VîSilTi         pour         ^^a<i,      \t\^t,{>i). 

M^  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus. 
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On  a  d^ailleurs,  ir  restant  dans  un  intervalle  Uni  quelconque, 

V  étant  un  nombre  réel,  et,  d'autre  part, 

|log*|  =  Alog|/|. 
Si  Ton  pose 

Fi(5)  =  5v;^(,)l0g5, 

on  trouve  donc 


|Ft(5)|  =  A|0^^^    ')'^'log|/|, 


a  restant  compris  entre  deux  limites  finies  et  négatives. 

Prenons  maintenant  un  intervalle  de  longueur  i  faisant  partie 
de  Taxe  réel  négatif,  par  exemple  l'intervalle 

—  2^<r^--  I, 
et  déterminons  les  nombres  [x  et  v  de  telle  sorte  que  l'exposant 

de  1^1  dans  l'égalité  ci-dessus  se  réduise  à  zéro  pour  a  =  —  i  et 
à  -  pour  <j  =  —  2.  On  trouve 


I  3 

et,  par  suîle, 


^=-,  v  =  --. 


_3    1 

|F,(s)|  =  /i|/|       *    logl^l         (-2<cr^-.r). 
Posons  enfin  (*) 

Cette  fonction  F{s)  est  régulière  et  différente  de  zéro  pour 

o<<jU,       \e\>o, 
et  vérifie  pour 

o  =  ^  =  i 

(*)  Au  Heu  de  F(5),  on  pourrait  employer,  par  exemple^  U  fonction 

l-.y 
s   *    logj 

sin-, 
4 
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Tégalité  asjmptotique 

(10)  |F(5)|  =  A|/|~log|/|, 

d^où  il  résulte,  en  parliculier, 

(11)  \F(i-^it)\=:h\og\t\,       \F(£t)\  =  h\e\^\os\el 

Après  ces  préliminaires,  nous  allons  étudier  la  fonction 

/(5)=-^ 
-^^'^       F(s) 

dans  le  domaine  o^^^i.  On  voit  d'abord  qu'elle  y  est  régulière 
dès  que  |^|  >  o,  puisque  la  fonction  F{s)  est  alors  différente  de 
zéro.  D'autre  part,  il  résulte  des  égalités  (i  i)  et  de  la  proposition 
établie  relativement  aux  expressions  (6),  que  |/(^)|  reste  au- 
dessous  d'une  limite  finie  pour  a'=o  et  pour  (T  =  t,  à  partir 
d^une  certaine  valeur  de  |  /|.  Enfin  on  pourra  trouver  un  nombre 
fini  a  tel  que  l'expression 

f(s) 

reste  au-dessous  d'une  limite  finie  pour 

En  effet,  de  l'égalité  (lo)  et  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n**  1  sur 
la  croissance  de  ^{s),  il  résulte  que  cette  condition  est  certai- 
nement vérifiée  si  Ton  prend  [x  >  a. 

Le  lemme  du  n°  2  est  donc  applicable  à  la  fonction  /{s)  dans 
chacun  des  domaines 

et 

et  nous  apprend  que  \/{s)  \  y  reste  au-dessous  d'une  limite  finie, 
en  sorte  qu'on  aura 

K(0|<con5t.|F(.)|. 

En  remontant  à  l'égalité  (lo),  on  en  conclut  bien  l'exactitude 
du  théorème  énoncé  plus  haut. 

4.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'on  vient  de  lire,  on 
peut  établir  encore  quelques  autres  résultats  généraux  relatifs  à  la 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  349 

croissance  de  ^(5),  que  nous  nous  permettrons   de  signaler  ici 
sans  démonstration  (*). 

A.  toute  valeur  donnée  <7  correspond  un  nombre  déterminé  0.(9) 
tel  que,  1 1  \  tendant  vers  Tinfini,  le  rapport 

|g(<r  +  *V)| 

reste  au-dessous  d'une  limite  finie  ou  non,  suivant  que  e  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  zéro. 

Considérons  la  courbe  dont  Téquation  est 

(12)  t^^{^). 

On  démontre  facilement  qu'elle  jouit  de  la  propriété  suivante  : 

Si  [jL(<ri)^^t  et  |Jl(<T2)  =  ^2j  l'ordonnée  de  la  courbe  (12)  n'est 
en  aucun  point  de  l'intervalle  (o-,,  (t^)  supérieure  à  celle  de  la 
droite  qui  joint  les  points  (a*,,  tt)  et  (tj,  ^2)- 

En  tenant  compte  des  résultats  rappelés  au  n^  1,  on  en  con- 
clut la  proposition  qui  suit  : 

La  courbe  (12)  est  continue  pour  toute  valeur  de  9  et  n'est 
en  aucun  point  convexe  vers  le  haut.  Son  ordonnée  vérifie  la 
relation 

[x((j)  =  ii(i  — (r)-hi  -<T. 

Pour  <T>  1 ,  cette  courbe  se  réduit  à  l'axe  réel  et,  pour  <j^  o, 
elle  se  confond  avec  la  droite 

•2 

Dans  l'intervalle  o  <  d  <  i ,  elle  fait  partie  du  triangle  formé 
par  les  points 

O.  En  tant  qu'il  s'agit  d'une  limite  inférieure  de  la  croissance 
de  ^{s)  pour  les  valeurs  <t  comprises  dans  l'intervalle  critique,  la 
proposition  ci-dessus  nous  permet  d'énoncer  le  résultat  suivant  : 

(*)  Une  question  analogue  se  trouve  traitée  en  détail  dans  la  dernière  partie  du 
Mémoire  que  nous  avons  publié  avec  M.  Fhragmén. 
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Si  e  >  o,  V expression 

lorsque  \  1 1  augmente  indéfiniment,  ne  tend  vers  zéro  pour 
aucune  valeur  <t  comprise  dans  lUntervalle 

et  l'expression 

ne  tend  vers  zéro  pour  aucune  valeur  t  de  V intervalle 

o<a<-. 

2 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  en  démontrant  que  ce  résultat 
subsiste  encore  pour  e  =  o.  D'une  manière  plus  précise,  si  Ton 
pose 

on  peut  à  Tégard  des  fonctions  Ç  et  t)  établir  la  proposition  que 
voici  : 

Lorsque  \  t  \  augmente  indéfiniment,  o-  ayant  une  valeur 
donnée  quelconque,  les  expressions 

(i3)  î(^,0  — I     et    ti((T,0 

changent  de  signe  une  infinité  de  fois  et,  pour  chacune  d'elles, 
les  limites  inférieures  et  supérieures  pour  t=z±co  sont  diffé- 
rentes de  zéro, 

6.  Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  aurons  à  nous  servir 
de  la  formule  de  Poisson  ('). 

Soit  u{x^y)  une  fonction  harmonique  qui  est  régulière  dans 
le  cercle 

et  désignons  par  r,  o  les  coordonnées  polaires  du  point  {x^  y)  par 
rapport  à  l'origine,  par  x^^  y^  les  coordonnées  d'un  point  pris  à 
l'intérieur  du  cercle,  et  par  /'o,  ©o  'es  valeurs  de  r,  (p  en  ce 
point. 

' 

(  •  )  On  aurait  pu  se  servir  aussi  de  cette  formule  pour  établir  le  lemme  du  n*  2. 
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Si  Ton  admet  d^abord  que  la  fonction  i/(x,  j')  soit  continue 
pour 

la  formule  de  Poisson  nous  donne 

en  posant 

Supposons  maintenant  qu'il  existe  sur  la  circonférence  du 
cercle  envisagé  un  certain  point,  soit  le  point 

a?  =  R,       7  =  0, 

où  la  fonction  u(x,  y)  cesse  d'être  continue,  tout  en  restant 
continue  pour  les  autres  points  de  ce  cercle  et  de  sa  circonférence, 
et  admettons  en  outre  qu'on  peut  trouver  un  nombre  réel  [x  in/é- 
rieur  à  l'unité,  tel  que  l'expression 

OÙ  p  désigne  la  distance  du  point  (x,  y)  au  point  x  =  R,  y=  Oy 
reste  au-dessous  d'une  limite  Unie  pour 

Dans  ces  conditions,  la  formule  (i4)  reste  encore  valable. 
En  effet,  on  a  évidemment  pour  ro<;R'<R 

(14')     u(xo,yo)=—f     -^Tî ^,   ^'^-^l ^ -â(R',ç)rf9. 

Or  il  résulte  de  la  condition  admise  relativement  à  l'expres- 
sion (i5),  d'une  part,  que  l'intégrale  figurant  dans  la  formule  (i4) 
garde  dans  l'hypothèse  actuelle  une  valeur  finie,  et,  d'autre  part, 
que  la  différence  entre  celte  intégrale  et  celle  qui  figure  dans  la 
formule  (i 4')  tend  vers  zéro  lorsque  R'  tend  vers  R.  Cette  dernière 
formule  restant  vraie,  quelque  petite  que  soit  la  différence  R  —  R', 
on  en  conclut  bien  l'égalité  (i4)* 

Les  conditions  restant  les  mêmes  que  ci-dessus,  admettons  que 
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sur  un  cerlain  arc  de  la  circonférence 

comprenant  intérieurement  le  point 

ar  =  R,       7  =  0. 

D*après  les  propriétés  bien  connues  de  l'intégrale  de  Poisson  (•), 
on  peut  en  conclure  que,  le  nombre  positif  e  étant  donné  aussi 
petit  qu'on  voudra,  Tinégalité 

est  vérifiée  pour  tout  point  (j?,  y)  du  domaine 

dont  la  distance  p  du  point 

a?=R,       jr  =  o 

est  inférieure  à  une  certaine  limite  positive.  On  en  déduit  le 
lemme  suivant,  dont  nous  aurons  à  nous  servir  : 

En  désignant  par  r,  o  les  coordonnées  polaires  du  point  {x,y) 
par  rapport  à  un  point  fixe,  admettons  que  la  fonction  har- 
monique u{x^  y)  soit  finie  et  continue  pour  tout  point  {x,  y)  à 
distance  finie  faisant  partie  du  domaine 

(i6)  ço=?l?o-f-^>  r^rQ, 

et  régulière  à  V intérieur  de  ce  domaine,  et  qu'il  existe  un 
nombre  v  inférieur  à  a,  tel  que  le  produit 

r-^\u(x,y)\ 

reste  au-dessous  d'une  limite  finie  dans  ce  même  domaine. 

Cela  étant,  si,  sur  chacun  des  rayons  o  =  o©  e^  o  =  c5o-4-  -» 
la  limite  supérieure  de  u(x,  y)  pour  r  =  oo  est  égale  à  ou  plus 
petite  que  zéro,  ou  respectivement  la  limite  inférieure  de  u{x,  y) 
pour  r  =  ao  égale  à  ou  plus  grande  que  zéro,  on  aura  dans  le 

(«)  Voir  H.-A.  SciiWARZ,  Gesammelte  mathematische  Abhandlungen,  t.  II, 
p.  175-210  et  36o-36i. 
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domaine  (i6),  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  r, 

respectii^ement 

le  nombre  positif  t  étant  donné  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Pour  la  démonstration  de  ce  lemme,  il  suflBt  d'effectuer  un  chan- 
gement de  variable  réalisant  la  représentation  conforme  du 
domaine  (i6)  sur  Taire  d*un  cercle.  En  effet,  ce  changement 
transformera  u{x^y)  en  une  fonction  harmonique  qui  est  finie  et 
continue  dans  le  cercle  en  question  et  sur  sa  circonférence,  excepté 
peut-être  le  seul  point  qui  correspond  au  point  à  l'infini  du  do* 
maine  (i6);  mais  en  ce  point  l'ordre  d'infinilude  de  la  fonction 
transformée  est  au  plus  égal  à  -  et,  par  suite,  inférieur  à  l'unité. 
L'exactitude  de  notre  lemme  résulte  dès  lors  immédiatement  de  la 
remarque  faite  ci-dessus. 

7.  Après  ces  préliminaires,  revenons  à  la  proposition  énoncée 
à  la  fin  du  n""  5. 

(Tq  étant  une  valeur  réelle  quelconque,  posons 

s  —  ffo  =  re^9 

et  étudions  la  fonction  ^(s)  dans  l'angle  d'étendue  -  défini  par  les 
inégalités 

(,„  ;(-.-)s»Sr 

en  supposant  a   supérieur  à  chacun  des  nombres  a  et  y-{^^)i 
|Ji(a')  désignant  la  fonction  dont  il  était  question  au  n^  4. 

La  fonction  ^(5)  est  régulière  pour  tout  point  à  distance  finie 
faisant  partie  de  cet  angle  (excepté  son  sommet  dans  le  cas  où 
^o^:  i),  et,  si  l'on  choisit  le  nombre  v  de  telle  sorte  que 

fA(ffo)  <v<a, 
il  résulte  du  n"  4  que  le  produit 

et,  par  suite,  aussi  les  produits 

r-v|Ç(a,0-i|     et    r-v|r.(cy,0| 
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restent  au-ctessons  d'une   limite  finie  dans  le  domaine  (17);   à 
partir  d'une  certaine  valear  de  r. 
Or  ^(5)  tend  vers  i  sur  le  rayoa 


<-i) 


lorsque  rauginente  indéfiniment  et,  par  suite,  les  expressions  (t3) 
tendront  dans  les  mêmes  conditions  vers  zéro,  Si  sur  Tautre  côté 
de  l'angle  (17),  c'est-à-dire  sur  la  droite  o'  =  (ro,  la  limite  supé- 
rieure pour  ^  =  00  de  l'une  des  expressions  (i3)  était  égale  à  ou 
plus  petite  que  zéro,  cette  expression  devrait  donc,  d'après  le 
lemme  démontré  au  n**  6,  rester  inférieure  à  e  dans  l'angle  (17),  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  r,  et  si,  sur  la  même  droite,  la 
limite  inférieure  pour  ^  =  00  de  l'une  des  expressions  dont  il  s'agit 
était  égale  à  ou  plus  grande  que  zéro,  cette  expression  serait  dans 
les  mêmes  conditions  supérieure  à  —  e,  et  cela  quelque  petit  qu'on 
se  donne  le  nombre  positife. 

Or,  ces  conclusions  ne  sont  ni  l'une  ni  l'autre  conformes  à  la 
réalité  et,  pour  s'en  assurer,  il  suffit  d'examiner  comment  se 
comportent  les  expressions  (i3)  par  exemple  sur  la  droite  0*=  4 
(en  admettant  qu'on  ait  o'o<;4)-  En  effet,  on  a,  sur  celte  droite. 


«L,  d'autre  part, 


2* 


I         I 

3^  "^  4* 


=  3* 


on  en  conclut  que  chacune  des  expressions  (i3)  prend,  sur  la 
droite  en  question,  au  delà  d'un  quelconciue  de  ses  points, 
aussi  bien  des  valeurs  supérieures  à  -^  — •  —  =  -  -  que  des  valeurs 

inférieures  à  —    -  • 

Donc,  pour  chacune  des  expressions  (i3),  la  limite  supérieure 
pour  t=zao  est  positive  et  la  limite  inférieure  pour  /  =  00  négative, 
et  de  même  pour  /  =  —  00,  d'où  résulte  notre  proposition. 

8.  Le  lemme  du  n"  6  conduit  encore  à  certains  résultats  relatifs 
à  la  croissance  du  module  |s(*^)|  q^i^  nous  signalerons  en  ter- 
minant. 
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L'expression  log|  ^(s)  |  définit  évidemmenl  une  fonction  harmo- 
nique régulière  pour  a-^  i,  en  exceptant-le  seul  point  jr  =  i .  Cette 
fonction  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  s  s'éloigne  indéfiniment 
suivant  une  droite  quelconque  qui  forme  avec  Taxe  réel  positif  un 

angle  inférieur  à  -;  d'autre  part,  on  peut  démontrer  (*)  qu'elle 

reste,  pour 

numériquement  inférieure  à  une  certaine  puissance  finie  de  t.  Le 
lemme  cité  permet  d'en  conclure,  par  un  raisonnement  iden- 
tique à  celui  du  n**  7,  que  la  limite  inférieure  pour  |  ^  |  =  oo  de 
l'expression  log|Ç(5)|  est  négative  sur  l'une  quelconque  des 
droites  «•  =  o"o,  où  o"o=ï-  En  d'autres  termes,  le  module  \^{s)\ 
prendra  sur  chacune  de  ces  droites,  à  une  distance  aussi 
grande  qu'on  voudra  de  l'axe  réel,  des  valeurs  inférieures  à 
une  certaine  quantité  finie  plus  petite  que  l'unité. 
En  admettant  que  2^(5)  ^  o  pour 

on  peut  démontrer  (^)  que  la  fonction  ]og|  ^(s)\  reste,  pour 
(i>3r  +  6,        \t\^to(>o),        e>o, 

numériquement  inférieure  à  une  certaine  puissance  finie  de  |^|; 
d'où  il  résulte  que,  dans  cette  hypothèse,  la  conclusion  ci-dessus 
sera  vraie  dès  que  ^o>  ^' 

D'ailleurs,  le  module  |Ç(5)|  ne  resterait-il  pas  inférieur  à  une 
limite  finie  pour 

<y^^-+-t,         U|>^(>o), 

quelque  petit  qu'on  se  donne  le  nombre  positif  e  ? 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura  des  résultats  relativement  simples 
concernant  la  croissance  de  ^(s).  Ainsi,  la  fonction  [x(a')  définie 

(*)  Voirj  par  exemple,  le  paragraphe  11  du  Mémoire  de  M.  Landau,  Beitràge 
zur  analytischen  Zahtentheorie  {Rendiconti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  t.  XXVI,  1908),  où  se  trouvent  d'ailleurs  établis  des  résultats  bien  plus 
précis  que  celui  dont  nous  avons  besoin  ici. 

(')  Cf.  le  paragraphe  13  du  Meimoire  cité  dans  la  Note  précédente. 
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au  n**  4  se  réduira  à  zéro  pour  <r>-elà t  pour  <r  <  ->  el, 

de  plus,  si  Ton  admet  avec  Riemana  que  ^(5)71^0  pour  o'>-, 
on  peut  démontrer  que,  pour  o'>  -»  l'expression  |Ç(o"-|-t/)|  et, 


pour  <r<;  -»  l'expression 


î(cy -+-»/) 


1 


restent  comprises  entre  des 


limites  finies  et  positives  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  |  ^|. 

Si  la  supposition  émise  ci-dessus  n'est  pas  vraie,  on  arrive  au 
contraire  à  des  conclusions  assez  curieuses.  Il  existe  alors  un 
nombre  bien  déterminé  a*',  faisant  partie  de  l'intervalle 

l  <^  =  '' 

tel  que,  sie>-  o,  le  module  |  Ç(o'-i-  il)  \  reste  inférieure  une  limite 

finie  pour 

a>cy'-4-e,         \i\^io(>o), 

tandis  que  ceci  n'a  pas  lieu  pour  e-<o>  et  l'on  peut  en  con- 
clure (*)  que  l'équation 

pour  toute  valeur  finie  de  C,  excepté  peut-être  une  seule  valeur, 
admet  une  infinité  de  racines  dont  les  parties  réelles  tendent 
vers  0^  en  même  temps  que  leurs  modules  augmentent  indéfi- 
niment. 


(  *  )  Voir  notre  travail  :  Mémoire  sur  certaines  inégalités  dans  la  théorie  des 
fonctions  monogéneSf  et  sur  quelques  propriétés  nouvelles  de  ces  fonctions  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  {Acta  Societatis  Scientiarum  Fen- 
nicœ,  t.  XXXV,  n*  7,  1908).  On  trouve  des  tirages  à  part  de  ce  Mémoire  à  la 
librairie  A.  Hermann. 


FIN    DU     TOME    XXXII     DE     LA     PREMIÈRE    PARTIE. 
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SECONDE   PARTIE. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 
ET  PÉRIODIQUES. 


PHILOSOPHIGAL  TRANSACTIONS   of  the   Royal  Society 

OF   LONDON  (*). 

Tome  CLXXXVI  (A),  Part  I;   1895. 

Boys  (C.-K).  —   Sur  la   constante   newlonienne   de  la  gravi- 
tation. (1-72). 

Description  et  discussion  de  plusieurs  séries  d^xpérieaces,  d'où  Pauteur  tire 
G  =  6,6576.io~^  ;  la  dernière  décimale  doit  toutefois  être  regardée  comme 
n'ayant  pas  de  valeur. 

Reynolds  (O. ).  —  Sur  la  théorie  dynamique  des  fluides  visqueux 
incompressibles   et  la  détermination  du  critérium.  (i23-i64). 

Les  expériences  de  l'auteur,  rela  tées  da ns  la  troisième  Partie  du  Tome  CLXXXI II 
des  Transactions,  mettent  en  évidence  l'existence  d'une  certaine  limite  de  la 
vitesse  moyenne  de  l'eau  duns  un  tuyau,  au-dessous  de  laquelle  le  mouvement 
se  fait  parallèlement  au  tuyau,  au-dessus  de  laquelle  le  mouvement  est  sinueux. 
Cette  limite  dépend  d'un  coefficient  numérique  (critérium).  L'objet  du  présent 

(»)  Voir  Bulletin,  t.  XX„  p.  i\2. 
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Mt-mc)ire  esl  IVtude  lliéoriquc  de  la  même  question,  fondée  sur  les  équations  du 
mouvement. 

Pearson  (A'.).  —  Conliibnlions  malhémaliques  à  la  ihéoric  de 
révoliilion.  —  II.   Variation  oblique  dans  une  matière  hoino- 

};ène.  ( 343-41 4)- 

Lii  diss\méirie  dans  une  courbe  de  fréquence  peut  rêsulier  de  ce  que  les  me- 
sures ont  été  effectuées  sur  des  matériaux  hétérogènes.  On  a  alors  à  recbcrchcr 
les  courl)es  de  fréquences  simples  relatives  au\  matériaux  homogènes,  d'où 
résulte,  par  composition,  lu  courbe  dissvmélrique.  M.  Pearson  a  traité  de  ce  cas 
dans  un  Mémoire  communiqué  en  itS()3  à  la  Société  royale.  Mais  la  dis*<ymétrie, 
pour  des  matériaux  homogènes,  peut  résulter  aussi  d'une  tendance  à  la  déviation 
(lu  type  moyen  plus  grande  d'un  côté  que  de  l'autre.  C'est  de  ce  cas  qu'il  s'oc- 
cupe dans  le  présent  Mémoire,  tant  au  point  de  vue  théorique  qu'au  point  de 
vue  pratique.  L'importance  de  ces  recherches,  pour  les  sciences  naturelles  en 
particulier,  devient  de  plus  en   plus  manifeste. 

Les  recherches  statistiques  de  M.  Pearson,  qui  portent  sur  des  objets  1res 
divers,  sont  illustrées  par  plusieurs  planches. 

flough  {S, -S.).  —   Los  oscfllalions  d'une  couche  ellipsoïdale, 
contenant   un    fluide,    animée   d'un    mouvement    de    rotation. 

(4<>9-5o6). 

Le  défaut  de  concordance  entre  les  observations  de  la  variation  de  la  latitude 
et  les  explications  théoriques  fondées  sur  la  rigidité  de  la  Terre  a  conduit 
M.  Folie  à  regarder  celle-ci  comme  formée  d'une  couche  solide  se  mouvant 
d'une  façon  plus  ou  moins  libre  autour  d'un  noyau  fluide,  au  moins  à  sa  sur- 
face {Acta  mathematica,  t.  XVI). 

L'hypothèse  de  M.  Folie  parait  peu  satisfaisante  à  M.  Ilough,  qui  l'étudié 
analyliquement  dans  un  cas  particulier:  la  couche  solide  est  supposée  ellip- 
soïdale; le  noyau  est  supposé  fluide  et  homogène;  les  axes  principaux  de  la 
couche  et  de  la  cavité  occupée  par  le  fluide  coïncident;  les  oscillations  s'effec- 
tuent autour  d'un  mouvement  régulier  dans  lequel  l'axe  de  rotation  coïncide 
avec  l'un  des  axes  principaux.  Les  méthodes  développées  par  M.  Poincarédans 
son  Mémoire  sur  la  stabilité  d'une  masse  fluide  ellipsoïdale,  à  surface  libre 
{Acta  mathematica,  t.  Vil),  permettent  alors  d'aborder  le  problème.  L'auteur 
utilise  aussi  une  méthode  plus  élémentaire  due  à  M.  Greenhiil  {Proc  Camb, 
Phil.  Soc,  t.  IV,  p.  4). 

Les  r«■•^ultats,  appliqués  à  la  Terre,  montrent  que  l'hypothèse  tend  à  raccourcir 
la  période  de  variation,  au  lieu  de  l'allonger,  comme  il  faudrait.  M.  Hougli  in- 
cline à  croire  (|u'il  en  serait  ainsi,  en  général,  dans  l'hypothèse  proposée  par 
M.  Folie,  cl  que  la  véritable  explication,  fondée  sur  l'élasticité  de  la  Terre,  a 
été  donnée  par  M.  Newcomb  dans  les  Monthly  Notices  of  the  Royal  Astrono- 
mical  Society  pour  1891. 

Diron  (A.-C).   —    Sur  les  solutions  singulières  des  équations 
diircicntielles    simultanées    et    la    théorie    des    congruences. 

(523-5»35). 
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L'auteur  étudie  les  solutions  singulières  d'un  système  de  n  équations  diflé- 
reiitielles  ordinaires  du  premier  ordre  à  n  fonctions  inconnues;  il  montre 
comment  ces  solutions  singulières  peuvent  être  formées,  soit  en  partant  de 
l'intégrale  complète,  soit  en  partant  des  équations  différentielles,  et  comment 
elles  se  classent  en  n  formes,  chacune  se  déduisant  de  la  précédente  parle  pro- 
cédé qui  fournit  les  enveloppes  et  contenant  une  constante  arbitraire  de  moins 
que  la  précédente.  La  théorie  est  interprétée  géométriquement  et  appliquée 
spécialement  aux  congruences  de  droites;  les  deux  équations  qui  définissent 
une  congruence  de  droites  peuvent,  en  effet,  être  regardées  comme  fournissant 
l'intégrale  complète  de  deux  équations  de  Clairaut  simultanées.  La  théorie  de 
la  surface  focale  intervient  naturellement.  Un  cas  particulier  intéressant  rsi 
celui  où  la  congruence  est  formée  par  les  tangentes  aux  lignes  asymploliqucs. 
Un  dernier  exemple  se  rapporte  à  ces  équations  de  Clairaut  généralisées  qnr 
M.  Haffy  a  considérées  de  son  côté  et  dont  M.  Bounitzky  a  repris  récom nient 
Téiude  ('),  au  point  de  vue  des  solutions  singulières. 


Tome  CLXXXVI  (A),  Part  H;  1895. 

Pocklinglon  (fJ.-C).  —  Le  système  complet  des  périodes  d\iii 
iinncuu  voiiicellaire  creux.  (GoS-ôig). 

D'après  l:i  théorie  vorticellaire  de  la  matière,  l'atome  consisterait  en  un 
anneau  voriiceliaire  dans  Téther  considéré  comme  un  liquide  parfait.  Cet  anneau 
peut  être  creux  ou  rempli  d'un  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 
Dans  le  cas  le  plus  simple,  la  section  transverse  est  petite  et  l'anneau  est  circu- 
laire. L'auteur  étudie  la  stabilité  d'un  anneau  vorticellaire  creux,  afîn  d'établir 
cette  stabilité  pour  les  petites  déformations  de  la  surface.  Dans  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz,  l'énergie  d'un  atome  varie  comme  le  carré  de  sa  vitesse;  dans  la 
théorie  vorticellaire,  l'énergie  décroît  quand  la  vitesse  croit.  Toutefois,  on  n'a 
pas  tenu  compte  des  modifications  qui  résulteraient  de  l'élcctrisation  de  l'atome. 
M.  Pocklington  discute  ces  modifications  dans  le  cas  d'un  vortex  creux,  la  sur- 
face étant  regardée  comme  conduisant  l'électricité;  c'est  là  une  conception  qui 
se  rencontre  dans  le  Mémoire  de  M.  Larmor  intitulé  A  dynamical  Theory  of 
tlie  Electric  and  Luminiferous  Médium  {Phil.  Trans.,  1894,  A,  p.  719).  Les 
petites  oscillations  sont  étudiées  de  manière  à  pouvoir  discuter  la  stabilité  d'un 
vortex  électrisé. 

Larmor  (/.).  —  Une  théorie  dynamique  du  milieu  élertrique  et 
liiminifère.  (Part  II,  695-744)- 

liouth  (E,'J.).  —  Théorèmes  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  pour 
certaines  lois  de  force  autres  que  celle  de  l'inverse  du  carré. 
(897-950). 

L'auteur  détermine  le  potentiel  d'une  couche  ellipsoïdale  homogène  sur  un 
point  intérieur  ou  extérieur,  en    supposant  que   l'attraction  soit   inversement 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XWI,  p.  2J0. 
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proportirtnnelie  à  la  A'*^in«  puissance  de  la  distaoce,  k  étant  un  rntier  pair. 
Lorsque  k  est  plus  grand  que  3,  l'expression  du  potentiel  s'intégre  complè- 
tement, lin  conservant  les  mômes  lois  de  force,  il  examine  le  cas  où  la  couche 
n'est  pas  homogène  et  où  la  densité  est  de  la  forme  a:*^?5T.  II  étudie  ensujte 
le  cas  d'un  eliipsoTde  plein  en  général  et,  plus  particulièrement,  pour  certaines 
valeurs  simples  de  k.  Il  traite  encore  les  cas  où  A' est  un  nombre  négatif  impair, 
où  k  est  égal  à  3,  où  Ar  est  un  nombre  impair  plus  grand  que  3,  etc. 


Tome  GLXXXVII  (A);  1896. 

B urbury  {S .'H ,),  —  Sur  rapplicalioa  de  l'énergie  cinétique  aux 
gaz  denses.  (i-i4). 

Le  mouvement  d'un  grand  nombre  de  sphères  élastiques  n'a  guère  été  étudié 
que  dans  le  cas  où  le  volume  total  de  ces  sphères  est  négligeable  par  rapport  à 
l'espace  qui  les  contient.  L*auteur  étudie  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  4*ap- 
porter  à  la  théorie  cinétique  lorsqu'on  ne  fait  pas  cette  hypothèse. 

Hearson  (T. -A.).  —  Cinématique  des  machines.  (i5-4o). 

Décomposition  du  mouvement  d'une  machine  en  nnuvements  élémentaires 
d'un  organe  par  rapport  à  un  autre  organe;  classiHcalion  des  mécanismes 
d'après  la  nature  de  ces  mouvements  élémentaires  et  de  leurs  combinaisons. 

Mallock    {A,),    —    Expériences    sur  la    viscosité    des    Quides. 

(4.-56). 

Pearson  (K.),  —  Contributions  mathématiques  à  la  théorie  de 
révolution.  Régression,  hérédité  et  paiimixia.  (253-3 18). 

Ce  troisième  Mémoire  sur  la  théorie  mathématique  de  l'évolution  se  rap- 
porte essentiellement  à  la  variation  d'organes  déterminés,  susceptibles  de  me- 
sures dans  les  êtres  vivants.  Les  termes  employés  sont  définis  avec  la  précision 
qu'exige  le  langage  mathématique.  Une  bonne  partie  de  cet  important  Mémoire 
est  employée  à  développer  les  idées  de  M.  Francis  Gaiton  {Natural  inkeri- 
tance)  et  à  en  poursuivre  les  conséquences. 

Hough  {S, -S,).  —  La  rotation  d'un  sphéroïde   élastique.  (3 19- 

344). 

Lorsqu'un  corps  solide,  dont  les  moments  d'inertie  sont  A,  B,  C,  tourne  au- 
tour de  son  axe  de  symétrie,  et  qu'il  y  a  une  légôre  perturbation,  le  corps  so- 
lide oscille  autour  d'une  position  moyennt".  Taxe  de  rotation  éprouve,  relative- 
ment au  corps,  un  déplacement  périodique  dont  la  période  est  à  la  période  de 
rotation  dans  le  rapport  de  Gà  C  —  A.  Gomment  cette  période  est-elle  modifiée 
quand  le  corps,  au  lieu  d'être  rigide,  est  susceptible  de  déformations  élastiques  ? 
Tel  est  le  problème  que  truite  M.  Hough. 
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Les  n-rlàcrclics  de  M.  Cliandler,  publiées  dans  une  suite  de  Mémoires  qui  ont 
paru  dans  VAstronomical  Journal,  montrent  que  l'axe  de  la  Terre  est  soumis 
à  divci-s  déplacements,  dont  le  [dus  important  consiste  dans  un  mouvement  pé- 
riudi(|ue,  dont  le  caractèn*  est  bien  celui  de  l'oscillation  dont  on  vient  de  parler, 
si  ce  n'est  que  la  période  est  beaucoup  plus  longue  que  celle  qu'indiquerait  la 
théorie  si  la  Terre  était  parfaitement  rigide.  L'auteur,  dans  un  précédent  Mé- 
moire, a  discuté,  pour  la  rejeter,  une  hypothèse  émise  par  M.  Folie.  M.  New- 
conil),  p.ir  une  méthode  ^éoinétri(|ue  très  élégante,  a  montré  que  l'élasticité  de 
pariio  solides  de  la  Terre,  d'une  part,  et  la  mobilité  de  l'Océan,  de  Tautre,  ont 
pour  elfet  d'augmenter  la  période. 

Dans  le  présent  Mémoire,  M.  liough,  laissant  de  côté  le  rôle  de^  l'Océan,  con- 
sidère le  cas  d'un  sphéroïde  homogène  de  , révolution,  composé  d'une  matière 
isotropique,  incompressible  et  pesante.  En  outre,  pour  simplifier,  il  suppose 
que  la  l'orme  de  la  figure  est  celle  qu'exigerait  l'équilibre  hydrostatique. 

Aprèd  avoir  établi  les  équations  rigoureuses  qui  déterminent  les  oscillations 
d'un  tel  système,  l'auteur  suppose  que  lellipticité  est  très  faible,  ainsi  que  la 
vitesse  angulaire  de  rotation.  Cette  supposition  simplifie  beaucoup  les  équations 
dilVèrenlielles  qui  expriment  les  déplacements  élastiques  et  les  ramène  aux 
éqftations  bien  connues  pour  l'équilibre  d'un  corps  élastique.  Les  conditions 
à  la  limite  sont  de  la  môme  forme  que  celles  qu'on  obtient  dans  le  problème 
de  la  déformation  d'une  sphère  élastique.  On  se  trouve  ainsi  en  mesure  d'ache- 
ver lu  solution  du  problème  posé,  <|ue  .M.  Hough  applique  au  mouvement  de  la 
Terre  :  il  compare  ses  résultats  à  ceux  de  M.  Ncwcomb. 

Ilobson  [E.-W,).  —  Sur  un  type  d'harmoniques  sphériques 
dont  le  degré,  Tordre  et  Targument  ne  sont  soumis  à  aucune 
reslriclion.  (443-53i). 

Les  fonctions  sphériques  P^2'(^),  Qa^d^),  définies  comme  des  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  différentielle 

ont  été  considérées  d'abord  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  /i  et  de  m; 
on  a  été  amené,  en  vue  de  problèmes  spéciaux,  à  diverses  extensions,  qui  ont 
donné  lieu  à  des  théories  plus  ou  moins  fragmentaires.  .M.  Hobson  reprend  la 
question  dans  toute  sa  généralité  en  définissant  les  deux  fonctions  P'f  (^), 
Q"i^{\i)  an  moyen  dMntégrales  prises  le  long  d'un  contour.  Les  fonctions  sont 
uniformes  dans  tout  le  plan  des  p.,  après  qu'on  a  pratiqué  une  coupure  le  long 
de  l'axe  des  abscisses  allant  de  p.=  1  à  p.  =  —00  :  les  définitions  sont  faites  de 
manière  que,  dans  le  cas  où  n,  m  sont  des  entiers,  on  retombe  sur  les  fonctions 
classiques.  L'auteur  montre  comment  les  cas  particuliers  étudiés  jusqu'ici  peu- 
vent se  déduire  de  sa  théorie  générale. 

MaC'Malion  {P,-A,),  —  Mémoiie  sur  la  théorie  de  la  partition 
des  nombres  (619-6^3). 

Un  nombre  m-réparti  est  une  sorte  de  nombre  complexe  formé  de  m  nombres 
entiers  {^figures)  dont  chacun  désigne   des  objets  d'espèces  différentes.  Si  ce 
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nombre  m- réparti  est  divisé  en  parties,  chacune  de  ces  parties  doit  être  regar- 
dée comme  un  nombre  m-réparli. 

Suivant  qu'on  lient  compte,  ou  non,  de  l'ordre  dans  lequel  sont  écrites  les 
parties,  de  gauche  à  droite,  on  a  alTaire  à  une  composition  ou  à  une  partition 
du  nombre  m-réparti.  La  théorie  de  la  composition  peut  se  faire  aisément  au 
moyen  d'une  représentation  graphique;  la  partition  ne  se  prèle  pas  à  une  telle 
représentation.  Mais  il  y  a  divers  liens  entre  les  compositions  et  les  partitions, 
qui  apparaissent,  non  quand  on  veut  considérer  de  pareilles  opérations  relatives 
au  même  nombre  nij  mais  quand  on  considère  Tensembie  de  ces  opérations. 
C'est  Tun  de  ces  liens  dont  le  major  Mac-Mahon  s'occupe  en  particulier  dan>  le 
présent  Aiémoire;  il  est  essentiellement  fondé  sur  l'étude  de  la  séparation  d'une 
partition  en  groupes  (séparâtes)  dont 'l'ensemble  reproduit  la  partition  consi- 
dérée :  il  est  clair  qu'une  telle  séparation  peut  s'effectuer  de  diverses  façons; 
Tauteur  montre  tout  le  parti  qu'on  peut  tirer,  dans  la  théorie  qui  l'occupe,  de 
celle  notion  simple,  qui  intervient,  d'ailleurs,  dans  diverses  théories  algé- 
briques. 


Tome  CLXXXVIII  (A);  1896. 

Riicker  {A.-W.)  et  Thorpe  (E.'7\),  —  Vue  générale  du  ma- 
gnétisme des  Iles  Britanniques  pour  Tépoque  du  i'*''  jan- 
vier 1891.  (i-ôdi). 


Tome  CLXXXIX  (A);    1897. 

Uougli  [S, -S.).  —  Sur  rapplicalion  de  l'analyse  liaimonique  à 
la  théorie  dynamique  des  marées.  —  Première  Partie  :  Sur  les 
oscillations  de  première  espèce  de  Laplace  et  sur  la  dynamique 
des  courants  marins.  (20J-25i). 

M.  llough  reprend  ab  initio  le  problème  des  marées,  en  partant,  comme 
Laplace,  des  équations  qui  déterminent  les  oscillations  d'une  masse  fluide  ani- 
mée d'un  mouvement  de  rotation.  On  doit  lui  en  savoir  d'autant  plus  de  gré 
que  Panalysc  de  Laplace  est  obscure  et  qu'il  y  avait  lieu  de  discuter  en  détail 
l'ordre  de  grandeur  des  termes  négligés.  Les  équations  auxquelles  il  parvient 
sont,  d'ailleurs,  d'accord  avec  celles  de  Laplace. 

Il  s'occupe  ensuite  de  l'intégration  de  ces  équations.  Les  types  d'oscillations 
qu'il  considère  dans  le  présent  Mémoire  sont  les  oscillations  de  première 
espèce  de  Laplace.  Ce  dernier  a  regardé  comme  inutile  une  discussion  un  peu 
approfondie  de  ces  solutions,  parce  que  la  théorie  dynamique  d'où  on  les  tire 
ne  lient  pas  compte  du  frottement.  Les  marées  en  question  sont  à  longue  pé- 
riode, la  plus  courte  ayant  une  durée  d'un  demi-mois  lunaire.  M.  Darwin  a 
montré  que,  à  cause  de  la  longueur  des  périodes,  l'influence  du  frottement  doit 
être  très  faible,  et  les  calculs  numériques  par  lesquels  M.  Hough  s'est  efforcé 
d'évaluer  l'influence  du  frottement  confirment  les  vues  de  M,  Darwin. 
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La  méthode  d*intégration  employée  par  M.  Houjjli  diiïcre  de  celle  de  M.  Darwin 
en  ce  que  ce  dernier  emploie  des  séries  de  puissances,  lundis  que  M.  Hougli  se 
sert  de  séries  procédant  suivant  des  fonctions  harmoniqncs  zooales.  De  celte 
façon,  son  analyse  embrasse  les  effets  de  l'attraction  de  l'eau,  et  il  obtient  des 
séries  assez  convergentes  pour  permettre,  dans  certains  cas,  d'heureuses  appli- 
caiions  numériques. 

Lequation  des  périodes  est  disculée  analytiquement  par  une  méthode  fondée 
sur  un  iMémoire  de  Lord  Kelvin  {PhiL  Mag.,  1876,  p.  227);  des  applications 
numériques,  qui  représentent  un  travail  considérable,  sont  ensuite  développées. 

La  considéra  lion  des  marées  à  longues  périodes  conduil  aux  oscillations  à 
période  infinie  et,  par  suite,  aux  courants  marins.  Assurément,  les  causes  de  ces 
courants  sont  très  muliiples;  il  n'en  csl  pus  moins  lépilime  de  les  étudier,  au 
point  de  vue  dynamique,  en  simplifiant  assez  les  hypothèses  pour  pouvoir 
aborder  celle  étude.  La  loi  des  mouvemenls  permanents  possibles  est  parlicu- 
liérernent  simple,  en  supposant  que  Tiiifluence  de  la  viscosité  est  très  faible, 
que  la  densité  est  constante,  enfin,  que  la  hauteur  de  la  mer  dépend  seulement 
de  la  latitude.  L'influence  de  la  rotation  est  ici  très  remarquable,  car  les  inou- 
\emenis  permanents  possibles  sonl  d'un  caraclèrc  très  arbitraire  quand  il  s';4git 
d'un  globe,  sans  mouvement  de  rotation,  recouvert  d'eau. 


Tome  GXG  (A);  1897. 

Larmor  (J,),  —  Une  théorie  dynamique  du  milieu  électrique  et 
luminifère.  Troisième  Partie  :  Relations  avec  Jes  milieux  maté- 
riels. (2o5-3oo). 

Pearson  (K.)  et  Lee  (Alice).  —  Sur  la  distribution  de  la  fréquence 
(variation  et  corrélation)  de  la  hauteur  barométrique  à  diverses 
stations.  (423-469). 


Tome  CXCr(A);  1898. 

Forsyth  (A, -B.)  —  Mémoire  sur  rintégralion  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  trois  variables  indépen- 
dantes lorsqu'il  n'existe  pas  en  général  d'intégrale  intermédiaire. 
(.-86). 

L'auteur  s'est  occupé  dans  un  Mémoire  antérieur  (Ca/wô  P/iil.  Trans.,  t.  XVI, 
1898)  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  trois  variables 
indépendantes  qui  admellcnt  une  intégrale  intermédiaire.  Dans  le  présent 
Travail,  il  donne  une  méthode  qui  s'applique  lorsqu'il  n'y  a  point  d'inlégralc 
intermédiaire,  et  qui  généralise  la  méthode  de  M.  Darboux  pour  le  cas  de  deux 
variables  indépendantes.    II   montre,   en    efl'et,   qu'une  équation   aux   dérivées 
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partielles  du  second  ordre  à  trois  variables  indépendantes  peut  être  ramenée 
à  un  sylèine  d'équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes  . 

La  niélliode  même  montre  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  trois  variables  indépcndanics,  sans  intégrale  intermédiaire,  peuvent  être 
ranjiées  en  deux  classes  disiincles. 

Désignons  par  x,  y,  z^  v  les  variables  indépendantes  et  la  fonction  inconnue, 
et  posons 


âx       -'' 

dy 

âv 
~ôz 

(Pv 
âx- 

ày- 

()   V 

ôz' 

Oy  f)z  ~  ^' 

dz  Ox  ~  ^' 

()xOy 

Soil 


=  /i. 


V{v,x,y,  Zyl,  m,/i,  a,  ^,  c,/,  ^,  h)  =o 


réquation   proposée.   M.  Korsyth   donne  le  nom  cVinvariant  caractéristique  à 
Téquation  du  second  degré  en  p^  q: 

,  d¥  ÔF         ,  âV  dF  d¥       d¥ 

P    "i — ^PÇ-TT-^9'-^— P-^ Ç  T^-^  -r  ="• 

'^    da       '  ^  dh       ^    db  âg       ^   df        Ov 

Suivant  que  cette  équation  est  irréductible,  ou  peut  être  décomposée  en  deux 
équations  linéaires  en  p^  q^  l'équaiion  aux  dérivées  partielles  F  =  o  appartiendra 
à  une  classe  ou  à  l'autre. 

Lors(iue  l'invariant  caractéristique  se  décompose,  M.  Forsyth  donne  une 
méthode  qui  permet  d'eiïecLuer  l'intégration  dans  les  cas  où  l'intégrale  peut 
être  exprimée  sous  forme  finie  sans  quadratures  partielles  :  il  applique  cette 
méthode  à  divers  exemples. 

Il  traite  ensuite  du  cas  où  l'invariant  caractéristique  est  indécomposable;  sa 
méthode  est  appliquée,  d'une  façon  très  détaillée,  à  des  équations  qui  intéressent 
la  Physique  mathématique. 

Eniin,  il  convient  de  dire  que  cette  méthode,  exposée  pour  le  cas  de  trois  va- 
riables indépendantes,  se  généralise  facilement. 

Hougk  (S,'S.),  —  Sur  Tapplicalion  de  Tanalyse  harmonique  à  la 
théorie  dynamique  des  marées.  Deuxième  Partie  :  Sur  Pinlégra- 
lion  générale  des  équations  dynamiques  de  Laplace.  (iSg-iSS). 

Dans  un  précédent  Mémoire  sur  le  même  sujet,  l'auteur  a  traité  de  Tintégra- 
tion  de  l'équation  dynamique  de  Laplace  pour  les  marées,  en  se  limitant  aux 
solutions  symétriques  par  rapport  à  Taxe  de  rotation.  Il  s'occupe  maintenant 
des  solutions  générales.  II  montre  que,  si  l'on  développe  la  hauteur  des  marées 
en  séries  procédant  suivant  des  fonctions  harmoniques  tessérales,  on  peut,  sans 
imposer  aucune  restriction  à  la  période  des  forces  perturbatrices,  parvenir  à  une 
relation  linéaire  de  récurrence  entre  trois  coefficients  seuiemeyit,  pourvu  que  la 
loi  de  l'épaisseur  de  l'Océan  soit  telle  que  les  surfaces  qui  le  limitent,  à  rinlé- 
rieur  et  à  l'extérieur,  soient  des  sphéroïdes  de  révolution  autour  de  l'axe  polaire. 
C'est  à  ce  cas  simple  qu'il  se  borne,  parce  qu'il  prête  à  des  applications  qui 
peuvent  être  poussées  jusqu'au  calcul  numérique. 


Digitized  by 


Google 


UliVUli   DliS  PUBLICATIONS.  i3 

Ces  applications  concernent  les  oscillations  libres  et  les  oscillations  forcées. 
Pour  les  premières,  M.  Hougli  discute  le  cas  où  l'épaisseur  est  uniforme.  Il 
forme  l'équation  aux  périodes  et  donne  une  méthode  pour  déterminer  approxi- 
mativement les  plus  hautes  racines.  Application  est  faite  à  plusieurs  exemples 
numériques.  M.  Hough  montre  que,  outre  ces  oscillations  libres  dont  rexislence 
peut  être  inférée  par  analogie  avec  le  problème  relatif  à  un  océan  qui  couvri- 
rait un  globe  immobile,  il  existe  une  seconde  classe  d^oscillations  libres. 

M.  Hough  donne  ensuite  une  solution  analytique  générale  du  problème  des 
vibrations  forcées  dues  à  une  force  periurbatrice  quelconque.  Dans  quelques 
cas,  les  expressions  analytiques  comportent  des  simplifications  considérables; 
Piiuleur  retrouve  ainsi  et  généralise  des  théorèmes  dus  à  Laplace  et  à  M.  Darwin. 

Enfîn,  il  donne  des  exemples  numériques  de  l'évaluation  des  constituants  des 
marées  semi-diurnales  et  diurnales;  en  particulier,  dans  le  cas  où  la  période  de 
la  force  perturbatrice  est  rigoureusement  égale  à  la  moitié  d'un  jour  sidéral  ou  à 
un  jour  sidéral,  cas  où  le  calcul  est  considérablement  simplifié. 

Pearson  {K,)  et  Filon  (L.),  —  Conlribulion  malhémalique  à  la 
ihéorie  de  révolution.  IV  :  Sur  les  erreurs  probables  des  con- 
slanles  de  fréquence  et  l'influence  d'une  sélection  qui  s'effectue 
au  hasard  sur  la  varialion  et  la  corrélation.  (229-81 1). 


TomeCXCII(A);  1899. 

Whitaker  {E,-T.).  —  Sur  la  connexion  des  fonctions  algébriques 
avec  les  fonctions  automorphes. 

M.  Poincaré  a  montré  que,  si/(u,  ^)  =  0  est  l'équation  d'une  courbe  algé- 
brique, les  deux  variables  u,  z  peuvent  èlre  exprimées  en  fonction  uniforme 
d'une  variable  t.  L'objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Whitaker  est  de  montrer 
comment  on  peut  y  parvenir  par  des  fonctions  automorphes  d'une  espèce  parti- 
culière de  groupes,  de  période  deux,  ou  de  sous-groupes  de  pareils  groupes. 

L'auteur  étudie  d'abord  les  propriétés  des  substitutions  qu'il  désigne  sous  le 
nom  de  self-inverses,  à  savoir  de  substitutions 


{'-  Sri)' 


ad  —  bc  =  i 


où  Ton  a  a  H-  c/  =  o,  en  sorte  que  chaque  substitution  est  sa  propre  inverse.  Il 
expose  une  méthode  pour  elTectuer  la  division  du  plan  en  polygones  qui  cor- 
respondent au  groupe  engendré  par  un  système  donné  de  substitutions  self- 
inverses.  Le  genre  du  groupe  est  zéro,  bien  que  ce  groupe  admette  des  sous- 
groupes  dont  le  genre  est  plus  grand  que  zéro.  Il  introduit  ensuite  les  fonctions 
automorphes  d'un  tel  groupe.  Le  genre  du  groupe  étant  zéro,  ces  fonctions 
automorphes  sont  toutes  des  fonctions  algébriques  rationnelles  de  Tune  d'entre 
elles,  z. 

M.  Whitaker  étudie  la  représentation  conforme  des  polygones  du  plan  des  e 
sur  le  plan  des  z.  Il  montre  que  les  fonctions  ainsi  obtenues  résolvent  le  pro- 
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blême  suivant  de  la  représentation  conforme  :  Soit  P  un  point  dans  le  plan  de  la 
variable  z^  on  mène  de  ce  point  P  des  lignes  (non  nécessairement  droites)  jus- 
qu'aux points  A,  B,  C, Ce  système  de  rayons  étant  regardé  comme  limitant 

le  plan  des  5,  il  s'agit  de  r«!présenler  d'une  manière  conforme  le  plan  des  5, 
ainsi  limité,  sur  le  plan  des  /,  de  façon  que  chacune  des  lignes  PA,  PB,  PC,  ... 
fournisse  deux  lignes  distinctes,  Tune  de  ces  deux  lignes  se  déduisant  de  l'autre 

par  une  substitution  projeclive  (  t,  — -^  )•  C'est  à  ce  problème  de  représen- 
tation conforme  que  se  ramène  le  problème  posé  d'exprimer  en  fonction 
uniforme  /  deux  variables  liées  algébriquement. 

L'auteur  étudie  la  relation  analytique  entre  les  variables  z  et  t.  Il  montre 
qu'elles  sont  liées  par  une  équation  différentielle  qui  est  un  cas  particulier  de 
celles  que  M.  Klein  a  qualifiées  d  équations  de  Lamé  généralisées  et  dont  M.Bôcher 
a  montré  la  connexion  avec  les  équations  difTérenti elles  de  l'analyse  harmo- 
nique. 

Les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  appliquées  à  certaines  formes  algébriques 
particulières. 

L'équation  difTérentielie  dans  le  cas  hyperelliptique  rentre  dans  un  type  consi- 
dérv}  par  M.  Klein.  M.  Whitaker  donne  la  condition  pour  que  a  p  substitutions 
arbitrairement  données  puissent  engendrer  le  groupe  correspondant  à  une 
équation  hyperelliptique  du  genre /?. 

Si  l'on  se  donne  une  forme  algébrique  de  genre  /?,  il  y  a  oo'f~3  variables, 
dont  la  variable  uniformisante  t  est  l'une  d'elles,  et  qui  sont  dites  quasi- 
uniformisantes.  Chacune  de  ces  variables  quasi-uniformisanles  permet  la 
représentation  conforme  de  la  surface  de  Riemann  relative  à  la  forme  consi- 
dérée sur  une  aire  plane  dont  les  côtés  se  séparent  en  couples  tels  qu'on  passe 
par  une  substitution  projcctive  de  l'élément  d'un  couple  A  l'autre  élément. 
M.  Whitaker  donne  enfin  l'équation  difTérentielie  qui  relie  une  variable  quasi- 
uniformisante  à  la  variable  uniformisante. 


flicks  (lV.-}f.).  —  Recherches  sur  le  mouvement  voilicellaire. 
Troisième  Partie  :  Sur  les  agrégats  de  vorlex  spiraux  ou  gyro- 
statiques.  (SS-gg). 

La  partie  principale  du  Mémoire  de  M.  Hicks  concerne  les  agrégats  gyrosta- 
liques  de  vortex.  Ses  recherches  mettent  en  évidence  un  système  nouveau  de 
vortcx  spiraux.  Il  donne  les  conditions  générales  .pour  l'existence  d'un  tel 
système,  lorsque  le  mouvement  est  symétrique  autour  d'un  axe;  l'étude  est 
poussée  jusqu'au  détail  dans  le  cas  d'agrégats  sphériques.  L'auteur  montre  l'exis- 
lence  d'un  système  périodique  de  familles  d'agrégats,  dont  il  développe  les 
curieuses  propriétés. 

M.  Hicks  s'occupe  aussi  des  agrégats  de  vortex  non  gyrostatiques  et  étudie 
les  conditions  sous  lesquelles  deux  ou  plusieurs  agrégats  peuvent  être  combinés 
en  un  seul. 

Sheppard  {W.-F.),  —  Application  de  la  théorie  des  erreurs  au 
cas  de  la  distribution  normale  et  de  la  corrélation  normale. 
(101-167). 
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Pearson  (AT.).  —  Contribulion  mathémaliqiie  à  la  théorie  de 
l'évolution.  —  V  :  Sur  la  reconstruction  de  la  stature  des  races 
préhistoriques.  (i69-fî44)« 

Pearson  {K.)  et  Lee  {Alice),  —  Contribution  mathématique  à 
la  théorie  de  l'évolution.  —  Sélection  génétique  (reproductive). 
Hérédité  de  la  fertilité  et  de  la  fécondité.  (257-33o). 

Mac-^fahon  {P,'A.).  — Mémoire  sur  la  théorie  delà  partilioii 
des  nombres.  Deuxième  Partie.  (35i-4oO' 


Tome  GXGIV  (A);  1900. 

Yule  (G.'U.)-  —  Sur  l'association  des  attributs  en  statistique; 
avec  des  illustrations  tirées  des  matériaux  de  la  Childhood 
Society.  (257-319). 

Mac-Mahon  (P.-A,).  —  Analyse  combiuatoire.  Fondemenls 
d'une  nouvelle  ihéorie.  (36 1-386). 

Supposons  que  les  combinaisons  définies  par  une  certaine  loi  aient  clé  énu- 
mérées  ;  supposons  qu'on  connaisse,  d'une  part,  une  opération  et,  d'autre 
partf  une  fonction  telles  que  l'opération  eiïecluée  sur  la  fonction  fournisse  le 
nombre  de  combinaisons  considérées.  Par  exemple,  le  nombre  des  arrangements 

de  n  leUres  n  k  n  résulte  de  l'opération  -^—^  effectuée  sur  la  fonction  a?*.  Il 

arrive  alors,  en  général,  qu'on  peut  obtenir  plus  qu'une  simple  énumération^ 
à  savoir  une  représentation  graphique  des  combinaisons  qu'on  veut  énii- 
mêrrr,  et  résoudre  ainsi  divers  autres  problèmes  qui  conduisent  finalement  au, 
problème  considéré.  L'auteur,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Transactions 
0/  ehe  Cambridge  Philosophical  Society,  a  appliqué  cette  méthode  à  la 
solution  complète  du  problème  du  carré  latin. 

J.  T. 
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BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 
Tome  XXXV;  1907(1). 

Lecornu  {L,).  —  Sur  rexlinction  du  frottement.  (3-8). 

On  connaît  divers  cas  dans  lesquels  le  mouvement  d'nn  système  s'effectue  de 
façon  que  le  travail  de  frottement  diminue  de  plus  en  plus.  Cette  tendance  à 
échapper  au  frottement  se  manifeste  avec  une  netteté  parlicnliore  dans  le 
système  qu'étudie  l'auteur  :  c'est  un  ensemble  quelconque  de  sphères  homo- 
gènes qui  ont  leurs  centres  fixes  et  qui  exercent  en  leurs  divers  points  de  con- 
tact des  pressions  mutuelles  données. 

Supposant  d'abord  le  système  abandonné  à  lui-même,  après  avoir  été  lancé 
d'une  façon  arbitraire,  M.  Lerornu  prouve  que  le  travail  du  frottement, 
rapporté  à  chaque  instant  à  l'unité  de  temps,  tend  constamment  vers  zéro. 
Quand  le  glissement  se  transforme  en  roulement,  cette  conclusion  n'est  pas 
modifiée. 

L'auteur  suppose  ensuite  qu'au  lieu  d'abandonner  le  système  à  lui-même  on 
applique  sur  une  ou  plusieurs  des  sphères  qui  le  composent  des  forces  telles 
que  chacune  des  sphères  ainsi  actionnées  tourne  avec  une  vitesse  constante 
iiutour  d'un  axe  fixe;  alors  l'état  final  est  tel  que  le  travail  de  frottement  dans 
l'unité  de  temps  soit  le  plus  petit  possible.  Les  sphères  peuvent  être  rempla- 
cées par  des  corps  de  forme  quelconque,  homogènes  ou  non,  pourvu  que  chacun 
de  ces  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe  et  présente  des  surfaces  «le  révolution 
touchant  les  corps  voisins  en  des  points  qui  demeurent  fixes;  de  It-ls  systèmes 
peuvent  être  facilement  réalisés. 

Fontené  (G.)-  —  Extension  à  l'espace  du  théorème  de  Poncelet 
par  des  polyèdres  réticulés.  (9-27). 

L'auteur  appelle />o(xè^^''^*  réticulés  des  polyèdres  de  genre  un,  dont  les  faces 
sont  des  quadrilatères  et  dont  les  angles  solides  sont  des  angles  tétraèdres;  la 
nature  d'un  polyèdre  réticulé  dépend  des  trois  nombres  caractéristiques  />,  q^  r, 
dont  le  dernier  est  supposé  égal  à  i  dans  la  plus  grande  partie  du  présent 
Mémoire. 

Avec  /•  =  I,  le  nombre  des  sommets  ou  des  faces  est  pq\  le  nombre  des  para- 
mètres dont  dépend  le  polyèdre  est,  régulièrement,  2/?^.  Si  le  polyèdre  doit  être 
circonscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit  à  une  quadrique  S',  ce  qui  donne  2pq 
conditions  (sauf  réductions  possibles),  il  semble  qu'il  soit  en  général  détefminé. 
M.  Fontené  démontre  à  ce  sujet  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  deux  quadriques  S  et  S',  il  existe,  sous  une  condition  inva- 
riante de  fermeture,  une  double  infinité  de  polyèdres  réticulés,  aux  carac- 
téristiques p^  qj  I,  qui  sont  circonscrits  à  la  quadrique  S  et  inscrits  à  la 
quadrique  S'. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXI^,  p.  i^i. 
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Ces  polyèdres  sont  liés  à  deux  droites  fondamentales  XY  et  ZT  qui  con- 
stituent un  couple  d'arôtes  opposées  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux 
quailriques.  Leurs  aréles  forment  deux  systèmes  :  toutes  les  arêtes  d'un  système 
sont  tangentes  à  une  même  quadrique. 

Dans  le  cas  /?  =  9  =:  3,  la  condition  de  fermeture  relative  aux  deux  quadriques 
S  =  o  et  S'  =  o  est 

v^x;d:v/x;±v^3±:v/r,=o, 

les  X  étant  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  +  S';  quand  elle  est 

vériliée,  il  existe  trois  séries  de  polyèdres  réticulés,  aux  caractéristiques /?  =  3, 

g  =  ^t  circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S',  séries  liées  aux  trois  couples  d^arétes 

opposées  du  tétraèdre  conjugué  commun. 

Dans  le  cas  p  =  g  z^  ^^  la  condition  de   fermeture  relative  aux  deux  qua 

driques  est 

Î^i+Xj+Xj—  \=z  0; 

quand  elle  est  vériliée,  il  exisle  trois  séries  de  polyèdres  réticulés^  aux  carac- 
téristiques 4)4?  circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S',  séries  liées  aux  trois  couples 
d'arêtes  opposées  du  tétraèdre  conjugué  commun. 

Maillet  {Edm.),  —  Sur  diverses  propriétés  des  nombres  transcen- 
dants de  Liouville.  (27-47)- 

Ce  travail  fait  suite  à  celui  que  Tauteur  a  publié  dans  le  Volume  précédent 
du  même  recueil  {Bull.  Soc.  math.,  1906,  p.  226).  Il  traite  des  ensembles 
formés  de  nombres  de  Liouville  correspondants,  avec  ou  sans  adjonction  de 
nombres  rationnels.  M.  Maillet  y  fait  connaître  des  catégories  étendues  G  de 
nombres  de  Liouville  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

I*  Désignant  para^  et  b^  des  nombres  de  Liouville,  les  premiers  quelconques, 
les  seconds  distincts,  appartenant  les  uns  et  les  autres  à  une  même  catégorie  G, 
ou  pouvant  être  rationnels,  on  ne  peut  avoir  entre  eux  d'identité  de  la  forme 

V 

Va^e*-.so; 
0 

2"  Les  c„  étant  des  nombres  rationnels  plus  grands  que  l'unité,  et  les  d^des 
nombres  de  Liouville  réels,  plus  grands  que  Tunité,  de  la  catégorie  G,  tout 
polynôme  à  coefficients  entiers  positifs  formé  avec  d^,  c)Jj",  d^J",  djjj*  est  un 
nombre  transcendant. 

Lucas  (Félix).   —  Note  relative   aux  points   d'intersection  des 
courbes  algébriques.  (47-53). 

On  sait  que  le  groupe  des  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques 
planes  du  même  degré  comporte,  quand  ce  degré  dépasse  a,  certaines  liaisons 
nécessaires  :  c'est  ainsi  que  huit  points  communs  à  deux  cubiques  déterminent 
le  neuvième.  Plus  généralement,  s'il  s'agit  de  deux  courbes  d'ordre  m  >  a,  il 

suffit  de '■ 1  points  quelconques  du  plan  pour  déterminer  un  fais- 
ceau de  courbes  qui  ont  ni'  points  communs. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXIL  (Février  1908.)  l\.a 
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Si  run  sépare  un  point  du  groupe  des  m^  pivoU,  en  imposant  à  une  courbe 
algébrique  passant  parles  m-—i  autres  pivots  la  condition  de  ne  point  passer 
par  le  premier,  celte  courbe  sera  nécessairement  de  degré  supérieur  à  m. 
L'a u leur  montre  que  le  degré  minimum  est  2 {m  —  i)  et  forme  l'équation  gêné- 
:  raie  des  courbes  correspondantes,  qui  dépendent  de  m.{m  —  i)  coefficients 
arbitraires. 

Remy  (L,).  —  Sur  une  famille  dénombrable  de  surfaces  byperel- 
lipliques  du  quatrième  ordre.  (53-69). 

Le  problème  de  la  recherche  des  surfaces  hyperelliptiqucs  du  quatrième  ordre 
présente  un  caractère  nettement  arithmétique  que  Pauteur  met  en  pleine  évi- 
dence à  propos  d'une  famille  de  surfaces  à  quinze  points  doubles,  qui  se  com- 
pose d'une  infinité  dénombrable  de  surfaces  dépendant  chacune  de  trois  mo- 
dules et  liées  à  des  équations  à  inconnues  entières  du  type  de  Téquation  de 
Pell. 

Four  définir  cette  famille,  on  considère  les  fonctions 6  de  deux  variables  {u^v) 
répondant  au  tableau  de  périodes 


(Ta) 


4     o     G     H 

o    I    n    G 


d*ordre  2/1,  de  caractéristique  nulle,  paires  et  admettant  le  point  u=zv  =  o 
pour  zéro  d'ordre  f{p.  Si  l'on  égale  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  à 
quatre  de  ces  fonctions  6  (linéairement  indépendantes),  on  obtient  une  surface 
à  quinze  points  doubles  dont  le  degré  est  ^{Xn^ — 3/>')-  Pour  que  ce  degré 
soit  égal  à  4*  il  f^iu^  donc  que  les  entiers  A,  /i,  p  vérifient  la  condition 

(E)  Aw'-2/;2  =  i. 

Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante  :  pour  qu*il  existe  une  sur/ace  à 
quinze  points  doubles  correspondant  aux  entiers  A,  /i,  p  liés  par  l'équa- 
tion (E),  il  faut  et  il  suffit  que  la  plus  petite  solution  p,,  v,  de  l'équation 

(E')  p'— 2Av'=i 

vérifie  l  *in égalité 

An'^^';>  pp^. 

Grâce  à  ce  dernier  résultat,  M.  Hemy  établit  la  proposition  suivante  : 

Soit  A  un  entier  quelconque  différent  de  i ,  tel  que  la  forme  A  X'  —  a  V 
puisse  représenter  l'unité,  et  soit  n,  p  la  plus  petite  solution  en  nombres 
entiers  de  l'équation 

In- —  2p'^=  i; 

on  obtient  une  famille  dénombrable  de  surfaces  hyperelliptiques  du  qua- 
trième  ordre  à  quinze  points  doubles  en  égalant  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  à  quatre  fonctions  6  linéairement  indépendantes,  répondant  au 
tableau  (T^),  d^ ordre  2/1,  de  caractéristique  nulle,  paires  et  admettant  le 
point  u  =  V  =  o  pour  zéro  d'ordre  !\p. 
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La  surface  générale  du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles  dépend  de 
quatre  paramètres  (a,  6,  c,  d)^  tandis  qu'une  surface  hypereliiplique  ne  dépend 
que  de  trois  modules.  Les  surfaces  précédentes  sont  donc  caractérisées  par  une 
relation  /-(a,  A,  c,  rf)  =  o  que  Fauteur  enseigne  à  former,  dans  le  cas  où/?  =  1, 
ce  qui  entraîne  A  =  3  et  ;i  =  i.  Cette  équation  f„~o  exprime  que  la  surface  de 
paramètres  a,  by  c,  d  possède  une  unicursale  d'ordre  4/>  sans  points  multiples 
et  ne  passant  par  aucun  point  double  de  la  surface. 

//  existe  autant  de  types  de  surfaces  hyperellip tiques  du  quatrième  ordre 
à  quinze  points  doubles  possédant  une  unicursale  d* ordre  4  p  (  «a/i5  points 
multiples  et  ne  passant  par  aucun  point  double)  que  le  nombre  ip^-hi 
'  admet  de  diviseurs  carrés,  y  compris  le  diviseur  i,  non  compris  le  divi- 
seur ^ip^-h  i  si  2p'-hi  est  un  carré. 

liiocke  (Ch,).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre  qui  admetleot  pour  lig^e  as^'mplotique  une  courbe  de 
quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe.  {'jO''^4)' 

Toute  courbe  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe  est  une  transformée 
homographique  soit  de  la  biquadralique 


X        Y 

Xï  =  V 

= 

Z        T 

x  =  T 

triples 

X         Y 

V  =  X5 

= 

z        T 

x  =  T 

soit  de  la  quartiquc  à  sécantes  triples 


M.  Bioche  forme  successivement  les  équations  des  surfaces  du  troisième  ordre 
et  des  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  admettent  pour  asymplotique  chacune 
des  deux  courbes  ci-dessus.  Il  prouve  qu'i7  n'existe  qu'une  sur/ace  du  troi- 
sième ordre  admettant  comme  asymplotique  une  quartique  de  quatrième 
classe  à  sécantes  triples^  savoir  la  surface  réglée  à  directrices  distinctes. 

Les  surfaces  qui  contiennent  la  biquadratique  ont  huit  points  doubles  sur  celte 
asymptotique;  celles  qui  contiennent  la  quartique  à  sécantes  triples  ont  cinq 
points  doubles  sur  cette  asymptotique. 

Lalesco,  —  Sur  le  groupe  des  équations  trinômes.  (^S-yô). 
Toute  équation  trinôme  peut  être  réduite  à  la  forme 
ar—  kax-i-  a  =  0, 

/r-l 

où  a  désigne  un  paramétre  arbitraire  et  A*  le  rapport  /i:(n  — i)  f^  .  L'auteur 
prouve  que,  si  n  est  premier,  le  groupe  de  Galois  de  cette  équation  est  le 
groupe  symétrique, 

Pellet  {A.).  —  Construction  des  rayons  de  courbure  d\ine  classe 
de  courbes  el  de  surfaces.  (76-80). 
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Il  s'agit  des  courbes 

et  des  surfaces 

La  construction  est  fondée  sur  la  considération  de  Vaxe  de  déviation  d'une 
conique  (droite  joignant  le  centre  de  courbure  en  M  au  pôle  de  la  normale  en  M). 

Goursal  {E,).  —  Sur  les  séries  entières  et  les  approximalions 
successives.  (81-91). 

Ktant  donnée  une  équation  dilTérentielle  de  premier  ordre 

où  le  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  des  variables  x  ti  y  dans  le 
domaine  D  défini  par  les  conditions 

\x\ia,        \y\^b 

et  dont  le  module  ne  dépasse  pas,  dans  ce  domaine,  un  nombre  positif  M,  on 
sait  que  l'intégrale  de  l'équation  (i)  qui  prend  la  valeur^  =  o  pour  j?  =  o  est 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  avec  un 
rayon  au  moins  égal  au  plus  pelit  des  deux  nombres  a  et  6:  M. 

Pour  aller  plus  loin,  M.  Coursât  se  donne  le  domaine  de  convergence  de  la 
série  enlxért  f{x,y)  et  démontre  un  résultat  plus  précis,  qui  donne  dans  tous 
les  cas  le  mo^-en  d'avoir  la  limite  la  plus  grande  possible  fournie  par  l'applica- 
tion du  théorème  précédent. 

Étant  donnée  une  série  entière  en  â;  et  y  à  coefficients  quelconques 

(a)  /(^,r)  =  5:fl„„a:'»^-, 

l'auteur,  après  avoir  posé 

A„.=  |a^.I,       \  =  \x\,       Y=|:rl, 

cherche  dans  quelle  portion  de  Tangle  XOY  on  doit  prendre  le  point  de  coor- 
données (X,  Y)  pour  que  la  série  des  modules 

(3)  ïA„,x-y 

soit  convergente.  Sur  chaque  droite  Y  :  X  =  const.  il  y  a  un  point  M  tel  que  la 
série  (3)  est  convergente  pour  tout  point  du  segment  OM  et  divergente  pour 
tout  point  de  la  droite  situé  au  delà  de  M.  Le  lieu  des  points  séparatifs  M  de 
toutes  les  demi-droites  comprises  entre  OX  et  OY  est  une  courbe  continue  V 
telle  que,  «1  a?  =  R,  ^  =  R'  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  r, 
la  série  (  2  )  est  absolument  convergente  si  Von  a  à  la  fois 

x\<K,        \y\<K' 
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et  divergente  si  l'on  a  à  la  fois 

|jp|>R»      \r\>^'' 

Cette  courbe  séparatrice  V  peut  avoir  des  formes  très  diverses,  ainsi  que  le 
montrent  divers  exemples. 
Cela  posé,  M.  Goursat  établit  la  régie  suivante  : 

V intégrale  de  l'équation  {i)^  qui  est  nulle  pour  x  =  o,  est  holomorphe  dans 
un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  au  moins  égal  à 
l'abscisse  du  point  d'intersection  de  la  courbe  V  relative  à  la  série /{ a:,  y)  avec 

y 
la  droite  rr  =  M,  si  \f{Xyy)\  a  pour  limite  supérieure  M  dans  le  domaine 

qui  correspond  à  la  courbe  V. 

Ces  considérations  s^étendent  à  des  séries  entières  d*un  n«mbre  quelconque  de 
variables  et  permettent  de  formuler  une  règle  analogue  pour  les  intégrales  ^^ 
et  >3  du  système 

dv  d  z 

qui  s'annulent  avec  x. 

Enfin  Fauteur  montre  sur  l'équation  du  premier  ordre 

comment  la  règle  précédente  s^étend,  moyennant  une  modification  convenable, 
au  cas  des  fonctions /(x,j^)  non  analytiques. 

Lecornu  {L.).  —  Sur  une  généralisation  du  mouvement  de  Poin- 
sot.  (91-97). 

On  sait,  depuis  Poinsot,  que  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  O  s'effectue,  en  l'absence  de  forces  extérieures,  de  façon  que  l'ellip- 
soïde d'inertie  relatif  à  ce  point  roule  et  pivote  sur  un  plan  lixe,  avec  une 
vitesse  angulaire  représentée  vectoriellement  par  le  diamètre  joignant  le  point 
fixe  au  point  de  contact  de  l'ellipsoïile  et  du  plan. 

On  peut,  au  lieu  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  O,  considérer  un  autre 
ellipsoïde,  ayant  même  centre  et  mêmes  directions  principales,  mais  dont  les 
axes  ne  soient  pas  proportionnels  à  ceux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  :  ce  sera,  par 
exemple,  la  surface  d'un  corps  homogène  de  forme  ellipsoïdale.  Si  l'on  assujettit 
cet  ellipsoïde,  que  Tauteur  appelle  ellipsoïde  superjiciel,  à  se  mouvoir  autour 
de  son  centre,  en  roulant  et  pivotant,  sans  glis^enle^t,  au  contact  d'un  plan 
fixe,  on  obtient  un  mouvement  fort  analogue  à  celui  de  Poinsot,  mais  dans 
lequel  l'action  du  plan  n'a  plus  un  moment  nul  pur  rapport  au  point  O. 

M.  Lecornu  fait  dépendre  la  détermination  du  mouvement  d'une  intégrale 
elliptique  de  troisième  espèce,  et  prouve  que  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  su- 
perficiel  est  un  mouvement  de  Poinsot  si  cet  ellipsoïde  et  r ellipsoïde  d'inertie 
se  coupent  suivant  une  ligne  le  long  de  laquelle  la  courbure  totale  du  pre- 
mier est  constante.  Cette  condition  est  vérifiée  notamment  pour  un  ellipsoïde 
homogène  ou  composé  de  couches  homothctiques  et  liomo{;èncs. 
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Barré  (-£*.)•  —  ^"^  ^^  élément  géométrique  nouveau   des   sur- 
faces. (98-121). 

L*éléinent  géométrique  dont  il  s'agit  est  la  flexion,  déGnie  et  étudiée  som- 
mairement par  M.  Demartres  {Bull.  Soc,  math.,  1887). 

Étant  donnés  une  surface  et  un  plan  de  référence  fîxe,  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  MM'  d'un  point  de  la  surface  à  partir  d'une  position  M,  la 
distance  au  plan  P  varie  de  dh,  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  P  tourne 
de  d'^f]  \9i  flexion  de  l'élément  MM'  est,  par  définition,  le  rapport 

^~sin=0  d^' 

0  étant  l'angle  du  plan  P  avec  le  plan  tangent  en  M. 

La  flexion  d'un  élément  MM'  par  rapport  à  une  direction  8  du  plan  tangent 
en  M  est  la  flexion  de  l'élément  MM'  relativement  à  un  plan  quelconque  P, 
parallèle  à  8. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Barré  rappelle  et  complète  les 
résultats  de  M.  Demartres,  ou  les  rattache  à  des  propositions  déjà  connues. 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  étudie  la  flexion  des  éléments  d'une  surface 

le  plan  de  référence  P  étant  l'un  des  plans  coordonnés.  Si   P   coïncide  avec 
a:  =  o,  on  a 

dx 


S'il  coïncide  avec 


^  =(/''+ ^'+05- • 


'pdq-^qdp 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  rechercher  les  lignes  telles  que  la  flexion 
de  leurs  éléments,  par  rapport  à  l'un  des  plans  coordonnés,  soit  une  fonction 
connue  de  ses  coordonnées  indépendantes. 

Dans  la  troisième  Partie,  la  surface  est  rapportée  à  des  coordonnées  curvi- 
lignes quelconques  et  la  flexion  est  évaluée  relativement  à  un  plan  de  référence 
arbitraire. 

Auric,  —  Sur  le  développement  en  fraction  continue  d'une  irra- 
tionnelle ambiguë  du  second  degré.  (i2i-i25). 

Soit  «0  une  irrationnelle,  racine  de  l'équation  du  second  degré 

ax^+  bx  -^  c  =0        (A  =  6'— 4ac). 

Le  développement  en  fonction  continue  de  co  est  périodique  et  peut  s'écrire 

«  =  (>»„  \,  ...,  \). 

La  racine  conjuguée  co'  donne  naissance  au  développement  renversé 
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Si  Tirrationnelle  ta  appartient  à  une  classe  ambiguë,  ces  deux  développements 
sont  identiques. 
Trois  cas  seulement  peuvent  alors  se  présenter  pour  la  suite  indéfinie 

(I)  ...»    A^,  Ap  Aj,    .  .  . ,      A^,   A,,  Aj,  .  >  •)   A„,  Aj,   Aj,    .... 

1»  Elle  est  symétrique  par  rapport  à  deux  intervalles; 

3*  Elle  est  symétrique  par  rapport  à  un  intervalle  et  par  rapport  à  un  terme  : 
c'est  le  cas  oii  la  période  renferme  un  nombre  impair  de  termes; 

3*'  Elle  est  symétrique  par  rapport  à  deux  termes. 

L'auteur  examine  successivement  ces  trois  cas  et  fait  Vdir  que,  si  Ton  ap- 
pelle If  u  la  plus  petite  solution  entière  de  Téquation 

/'- Am'  =  4. 

la  nature  de  la  suite  (i)  dépend  exclusivement  de  la  décomposition  en  facteurs 
des  deux  nombres  <  +  a  et  t  —  2. 

Nieivenglowski  (B,).  — Noie  sur  les  éqtialioDS  x'^  —  ay'=i  et 
x'^  —  ay^  =  --i.  (i26-i3i). 

On  sait  que  l'équation 
(i)  a?'  — a^»  =  i, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  non  carré,  admet  une  infinité  de  solutions  en- 
tières. L'auteur,  en  introduisant  l'hyperbole  représentée  par  l'équation  (i), 
•donne  des  formules  de  résolution  l'interprétation  géométrique  suivante,  où  les 
mots  point  entier  désignent  un  point  à  coordonnées  entières  : 

Soient  A(i,  o)  le  sommet  et  Aj(â7p^, )  le  point  qui  a  pour  coordonnées  les 
plus  petites  solutions  entières  et  positives  de  Téquation  (i);  la  parallèle  menée 
par  A  à  la  tangente'en  A,  coupe  l'hyperbole  en  un  point  entier  A,;  la  parallèle 
menée  par  Aj  à  la  tangente  en  A,  coupe  l'hyperbole  en  un  point  entier  A3,  . . ., 
et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  tous  les  points  entiers  à  coordonnées 
positives;  les  autres  se  déduisent  de  ceux-là  par  symétrie. 

L'équation 

n'a  pas  toujours  de  solutions  entières.  Si  elle  en  a,  elle  en  a  une  infinité.  Pour 
qu'elle  ait  des  solutions  entières,  il  faut  et  il  suffit  que  la  plus  petite  solution 
entière  de  l'équation  (1),  autre  que  (i,  o),  soit  de  la  forme 

La  plus  petite  solution  entière  de  l'équation  (1)'  est  alors  \y  =  u,  t,|  =  v^  et  l'on 
en  déduit  toutes  les  autres  par  voie  de  récurrence. 

AppelL  —  Sur  l'exlinclion  du  frottement.  (i3i-i33). 

L'auteur  fait  connaître  un  système  matériel  présentant  des  caractères  très 
généraux  et  qui  tend  à  échapper  au  frottement.  Voici  sa  définition  : 
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1°  Le  système  est  d'abord  assujetti  à  des  liaisons  quelcooqucsisaos  froltemenl, 
indépendantes  du  temps; 

a<*  Il  est  soumis  à  des  forces  intérieures  dérivant  d'un  potentiel  H  qui  est  po- 
sitif dans  toutes  les  configurations  possibles  du  système  et  qui  devient  nul  dans 
une  configuration  spéciale,  constituant  une  configuration  d'équilibre  stable  du 
système  sous  l'action  des  seules  forces,  intérieures; 

3»  Le  système  est  en  contact  avec  des  solides  fixes  Sp  Sj,  ..,,  S^  sur  lesquels 
il  glisse  avec  frottement; 

4°  11  est  soumis  enfin  à  d'autres  forces  extérieures  dérivant  d'une  fonction  U, 
qui  reste  inférieure  à  une  limite  fixe  L,  pour  toutes  les  positions  du  sys- 
tème dans  lesquelles  le  contact  subsiste  avec  l'un  au  moins  des  corps  Sp 
S,|  . . . ,  S^. 

Popovici  (C).  —  Sur  le  problème  des  intiltiplicaleiirs  réci- 
proques (i33-i4o). 

Ce  problème  consiste  à  trouver  les  systèmes  d^équations 

(  I  )  ^  -  f[£î  = . . .  =  ^ , 

A,  Aj  A„ 

MT^  f[£i  _  ^  _      _  ^£n 

tels  que  les  coefficients  de  l'un  soient  les  multiplicateurs  de  l'autre. 
L'auteur  le  résout  dans  le  cas  où  n  est  égal  à  3. 

de  Sparre  {Hf.)*  —  Noie  au  sujet  de  certaines  discontinuités  ap- 
parentes dans  les  mouvements  où  intervient  le  frottement  de 
glissement  (i4i-i58). 

Introduction.  —  Dans  une  Note  publiée,  Pan  passée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  j'ai  fait  voir  que  Ton  arrive  sans  peine  à  lever  Tambi- 
guïié  apparente  à  laquelle  peut  conduire  l'emploi  des  lois  de  Coulomb,  en  te- 
nant compte  de  la  continuité  du  mouvement. 

Il  existe  toutefois  certains  problèmes  où  l'application  de  ces  lois  semble  con- 
duire, ainsi  que  je  vais  le  faire  voir,  à  un  mouvement  discontinu,  ce  qui  paraît 
à  première  vue  absurde.  Toutefois,  si  l'on  examine  la  question  de  plus  prés,  on 
voit  que  la  solution  à  laquelle  on  est  conduit  est,  au  lieu  de  cela,  fort  ralion- 
uelle  et  que  là  encore  les  lois  de  Coulomb  donnent  une  image,  approchée 
sans  dontc,  mais,  somme  toute,  très  satisfaisante  des  phénomènes.  La  disconti- 
nuité qu^elles  introduisent  n'existe  évidemment  pas,  mais  elle  remplace  une 
modification  très  rapide  des  conditions  du  mouvement,  modification  que  Ton 
peut  sans  inconvénients  remplacer  par  la  discontinuité  en  question,  si  Ton  se 
propose  seulement  de  connaître  ce  qui  se  passait  avant  et  après  la  modification 
dont  il  s'agit. 

C^est,  d'ailleurs,  l'hypothèse  de  la  rigidité  absolue  des  liaisons  qui  introduit 
dans  le  cas  actuel  la  discontinuité  dont  nous  venons  de  parler,  comme  elle  avait 
conduit  à  introduire  des  percussions  dans  les  problèmes  examinés  par  nous 
dans  la  Note  que  je  rappelle  en  commençant.  Si  Ton  tient  compte  de  réiasticité 
des  liaisons,  cette  discontinuité  dispriralt  et  clic  est  remplacée  par  une  modifi- 
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cation  des  conditions  du  mouvement  d'autant  plus  rapide  que  les  liaisons  sont 
plus  raides  et  qui,  à  ia  limite,  devient  instantanée  ]orsqu*on  les  suppose  abso- 
lument rigides. 

Nous  verrons  aussi  que,  pour  certains  problèmes  où  intervient  le  frottement, 
on  peut,  pour  des  conditions  initiales  données,  avoir,  suivant  les  cas,  une  ou 
deux  solutions  également  acceptables,  le  choix  entre  les  deux  solutions,  lors- 
qu'elles existent,  devant  se  faire  en  tenant  compte  de  la  façon  dont  les  condi- 
tions sont  réalisées;  mais  là  encore,  nous  constaterons  que  les  résultats  donnent 
une  image  approchée  très  satisfaisante  des  phénomènes. 

Voici  les  énoncés  des  deux  problèmes  que  traite  M.  de  Sparre  : 

I.  Deux  points  matériels  A  et  B,  de  masse  égale  à  i,sont  reliés  par  une  tige 
rigide  AB  de  masse  négligeable.  Le  point  A  est  de  plus  assujetti  à  décrire  la 
verticale  descendante  O^^  et  le  point  B  est  relié  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  de  longueur  égale  à  AB,  au  point  fixe  O.  Le  mouvement  du  système  se 
fait  dans  un  plan  vertical  xOy  et  le  point  A  frottu  sur  la  droite  Oy, 

IL  Deux  points  matériels  A  et  B,  de  masse  égale  à  i,  sont  reliés  par  une  tige 
rigide,  de  masse  négligeable;  le  point  A  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  ver- 
ticale descendante  0>^,  sur  laquelle  il  frotte;  le  point  B,  en  plus  de  sa  liaison 
avec  le  point  A,  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  xOy. 

Goursat  (E,).  — Sur  un  cas  élémenlaire  de  l'équation  de  Fred- 
holm.  (163-173). 

Le  cas  dont  il  s'agit  est  celui  où  le  noyau  K{Xf  y)  de  l'équation 

(,)  Ç(^)-4-^r   K{x,y)^{y)dy=:'^{x) 

est  de  la  forme 

X,V,+X,V,+...+  X.Y„ 

les  X  étant  des  fonctions  de  x  seulement  et  les  Y  des  fonctions  de  ^  seulement. 
Par  des  transformations  de  déterminants,  l'auteur  établit  le  théorème  que  voici: 

Si  l'on  pose,  conformément  aux  notations  de  Fredholm, 


n  =  l 

(x,:K;X)=:XK(a:,r)+y  ^   f    f  .^.  f   kI"^' ""'""' ^'')  dx,,.,dx^, 

et  si  X  n'est  pas  racine  de  Inéquation  (0„(X)  =  o,  l'équation  intégrale  (1)  ad- 
met une  solution  unique  donnée  par  la  formule 

9>(x)=+(ar)  +  ^g-^^y   ^{y)S,{x,y)\)dy. 
La  loi  de  formation  des  cocfficicnls  de  \  dans  les  deux  polynômes  (0^(>^)  et 
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i^^{x,y^  X)  étant  indépendante  de  la  forme  particulière  (a)  qui  a  été  attri- 
buée à  la  fonction  K(j7,  y),  cette  loi  s'applique  quelle  que  soit  la  fonction  K 
et  l'on  est  ainsi  conduit  à  la  solution  générale  de  l'équation  (i)  sous  la  forme 
même  de  M.  Fredholm. 

M.  Goursat  démontre  aussi  que  l'extension  de  la  formule  précédente  au  cas 
de  n  inHni  est  légitime  lorsque  la  fonction  K{x,y)  est  développable  en  série 
uniformément  convergente  de  la  forme 

X,Y,  +  X,Y,  +  ...+  X.Y.+.... 

Il  ajoute,  en  terminant,  que  les  théorèmes  généraux  sur  l'équation  de  Fred- 
holm peuvent  se  déduire  comme  cas  limites  de  théorèmes  analogues  relatifs  au 
cas  élémentaire  qu'il  vient  d'étudier. 

d'Ocagnc  {Maurice).    —    Sur  les  équations  d'ordre   nomogra- 
phique  3  et  4*  (173-195). 

Voici  les  titres  des  diverses  sections  de  ce  Mémoire  : 

1.  Ordre  nomographique  d'une  équation. 

2.  Genre  d'un  nomogramme  à  points  alignés. 

3.  Construction  des  échelles  par  projection. 

4.  Transformation  nomographique  générale. 

5.  Points  critiques  d'un  nomogramme  à  points  alignés. 

6.  Valeurs  critiques  dans  le  cas  d'une  équation  d'ordre  nomographique  3. 

7.  Valeurs  critiques  dans  le  cas  d'une  équation  d'ordre  nomographique  4* 

8.  Construction  projective  de  nomogramnies  de  genre  o  et  i. 

9.  Emploi  direct  des  échelles  des  fonctions  composantes. 

10.  Exemples  de  tous  les  cas  possibles  d'équations  d'ordre  3  représentables  par 
un  nomogramme  de  genre  o. 

11.  Nomogrammcs  coniques  pour  les  équations  d'ordre  3. 

12.  Nomogrammes  coniques  pour  les  équations  d'ordre  ^. 

Weill  {Mathieu),  —  Propriétés  des  poI}'gones  inscrits  à  une  co- 
nique (196-202). 

Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  aux  côtés  d'un 
polygone  inscrit  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  de 
ce  point  aux  droites  qui  joignent  et  p  en  p  les  sommets  du  polygone. 

Étant  donné  un  polygone  de  2  m  côtés,  inscrit  dans  une  conique,  et  dont  les 
côtés  sont  numérotés  i,  3,3,  ...,  2  m,  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  conique  aux  côtés  de  rang  impair  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  produit  des  distances  de  M  aux  côtés  de  rang  pair  et  aussi  avec  le  pro- 
duit des  distances  de  M  aux  diagonales. 

Trois  courbes  C,  S,  £  font  partie  d'un  faisceau  d'ordre  m  ;  deux  autres 
courbes,  S'  et  S',  font  partie  avec  C  d'un  faisceau  d'ordre  2m;  les  2m*  points 
de  rencontre  de  S  avec  S'  et  de  S'  avec  21  soMt  sur  une  courl>e  C  de  degré  m. 

Lebesgue  (//.)•  —  Conlribulion   à  l'étude  dos  correspondances 
de  M.  Zeruielo.  (202-212). 
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Blumenlhal  (Otto).  —  Sar  le  mode  de  croissance  des  fondions 
entières.  (2i3-232). 

Soient  s  une  variable  complexe,  r  son  module,  9  son  argument.  On  considère 
une  fonction  entière 

/(5)  =  A(r,9)-M-B(r,<?) 

dont  le  modufe  C  (r,  9)  a  pour  maximum  M  (r)  sur  le  cercle  de  rayon  r. 

Pour  énoncer  les  résultats  qu'il  a  en  vue,  l'auteur  convient  d'appeler/onc^io» 
{courbe)  algébroïde  entière  une  fonction  (courbe)  réelle 

y=y{x) 

de  la  variable  réelle  x^  qui  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 
1**  Elle  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  Hnies  de  x\ 
a*  Pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sauf  au  plus  pour  une  infinité  dénombrable 

de  points  tendant  vers  l'infini  comme  point  limite  unique,  y  est  analytique  et 

régulière  en  x\ 
30  Pour  les  valeurs  exceptionnelles,  y  admet  des  développemenls  a  la  Puiseux, 

suivant  les  puissances  fraclionnaires  àtx^  x^. 
Voici  maintenant  le  théorème  de  M.  Blumenthal  : 

La  fonction  {courbe)  M  (  r),  évidemment  monodrome,  continue  et  constante  ^ 
se  compose  d'un  nombre  fini  ou  infini  dénombrabte  de  parties  de  fonctions 
{arcs  de  courbes)  algébro'ides.  Les  valeurs  {points)  de  rencontre  de  deux 
parties  de  fonctions  {arcs  de  courbes)  dijférentes  sont  en  nombre  fini  ou 
n*ont  qu'une  valeur  {point  )  limite  unique  à  l'infini. 

Pour  le  démontrer,  Tauteur  commence  par  rappeler  que,  si  Ton  exclut  les 
fonctions  de  la  forme  a*",  la  dérivée  de  G  par  rapport  à  9  ne  peut  s'annuler 
tout  le  long  d'un  cercle  ayant  l'origine  comme  centre.  Il  faut  alors  prouver  que  : 

Dans  tout  le  plan,  Vensemble  des  points  pour  lesquels  la  dérivée  -r—  est 

nulle  forme  au  plus  une  suite  dénombrable  de  courbes  algébroïdes;  il  n'y  a 
qu'un  nombre  fini  de  ces  courbes  {ou  de  leurs  branches)  qui  pénètrent  dans 
r  intérieur  d'un  cercle  R. 

Ce  point  mis  hors  de  doute,  M.  Blumenthal  appelle  courbes  (C)  les  courbes 
algébroïdes  entières  --—  =  o  et  montre  qu'une  courbe  (  C  )  ne  coupe  un  cercle  (r) 

09 

qu'en  un  nombre  fini  de  points.  Mais  il  y  a  plus  : 

Sur  tous  les  cercles  {r)  intérieurs  à{R)  le  nombre  des  points  pour  lesquels 
-.—  =  o  est  au  plus  égal  à  un  nombre  fini  K  qui  ne  dépend  que  de  U.  Tous 
les  points  -r-  =  o  d'un  cercle  (r)  dans  un  certain  voisinage  d'un  cercle {r^) 
sont  situés  sur  des  courbes  (C)  ayant  des  points  communs  avec  (/*»). 

Les  mêmes  résultats  subsistent  pour  les  courbes  -^  =  o  et  —  =  o.  On  peut 
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ajouter  qu'iY  ne  saurait  exister  dans  le  plan  des  z  aucun  domaine  fini, 
limité  exclusivemeot  par  des  arcs  de  courbes  de  Tuae  ou  l^autre  de  ces  espèces. 

Abordant  la  recherche  des  plus  grandes  valeurs  M  (r)  de  G  sur  les  différents 
cercles  (r)»  Tauleur  appelle  points  maxima  d'un  cercle  (/*,)  les  points  de  ce 
cercle  où  G  prend  la  valeur  M  (r^)  ei  courbe  maxima  tout  arc  de  courbe  formé 
par  des  points  maxima.  Dans  le  cas  général,  il  y  a  sur  un  cercle  (r,)  plusieurs 
points  maxima  et  plusieurs  éléments  G  passent  par  ces  points.  Il  faut  alors 
traiter  séparément  les  valeurs  r  >  r„  et  les  valeurs  r  <  r^.  Les  courbes  maxima 
peuvent  être  différentes  pour  ry-  r^et  pour  r  <  r^.  C*est  là  un  fait  capital,  par 
suite  duquel  la  l'onction  M  (r)  se  comporte  d'une  façon  complètement  différente 
des  deux  côtés  du  point  r^. 

M.  Blumenthal  dit  que  r^  est  un  point  anguleux  de  la  fonction  M  (r),  si  les 
courbes  maxima  sont  différentes  pour  r  >  r.  et  pour  r  <  r..  Les  points  angu- 
leux sont  de  deux  sortes  : 

!•  Points  anguleux  de  première  sorte:  les  courbes  maxima  des  deux  côtés 
du  cercle  (r,)  sont  différentes,  mais  il  y  a  au  moins  un  couple  de  courbes 
maxima  des  deux  côtés  du  cercle  (r«)  qui  passent  par  le  même  point  maximum 
de  (/*«);  en  un  pareil  point  anguleux,  la  tangente  est  toujours  continue. 

3*  Points  anguleux  de  seconde  sorte  :  les  cuurbes  maxima  des  deux  côtés 
passent  par  des  points  maxima  différents. 

L'auteur  établit  que,  de  chaque  côté  d'un  point  quelconque  r,,  la  fonction 
M  (/*)  admet  un  développement  algébro'ide  ;  ces  développements  sont  valables 
dans  un  intervalle  d'étendue  finie;  si  les  développements  des  deux  côtés  sont 
identiques,  r,  est  un  point  ordinaire;  sinon,  c'est  un  point  anguleux  de  M  (  r). 

A  l'intérieur  d'un  intervalle  fini,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  points 
anguleux. 

La  proposition  générale,  énoncée  au  début,  re  trouve  ainsi  complètement 
démontrée.  On  peut  encore  l'énoncer  en  disant  : 

Les  courbes  maxima  sont  des  aixs  de  courbes  algébro'ides.  Toute  courbe  C 
qui  est  maxima  dans  un  élément  l'est  sur  un  arc  de  longueur  finie.  Pour 
rg  R,  cette  longueur  est  au-dessus  d'une  limite  fixe,  différente  de  zéro. 

La  fonction  M  (r)  est  loin  de  se  comporter  d'une  façon  simple,  à  cause  de  la 
présence  des  points  anguleux.  L'exemple  le  plus  simple  d'une  courbe  M  (r) 
composée  de  plusieurs  arcs  de  courbes  analytiques  différentes  est  fourni  par 
les  polynômes  de  second  degré 

fiz)=.{z-^e,){z-^e,). 

L'auteur  en  fait,  en  terminant,  une  étude  approfondie,  d'où  il  résulte  que  les 
discontinuités  prévues  par  la  démonstration  se  pré.sentcnt  bien  dans  la  réalité. 

Bioche  (Ch.).  —  Sur  les  courbes  gauches  unicursales  du  qualrlème 
ordre.  (233-247)« 

On  sait  que  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  sont  de  deux  espèces  : 
!•  Les  biquadratiques,  par  chacune  desquelles  il  passe  une  infinité  de  sur- 
faces du  second  ordre.  Elles  ne  sont  unicursales  que  si  elles  présentent  un  point 
double:  si  celui-ci  est  un  point  double  ordinaire,  la  courbe  est  de  la  sixième 
classe  ;  si  c'est  un  point  de  rcbrousscnient,  la  courbe  est  de  quatrième  classe. 
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2*  Les  quar tiques  de  Steiner  par  chacune  desquelles  ne  passe  qu'une  surface 
du  second  ordre,  dont  un  système  de  génératrices  rectilignes  est  constitué  par 
les  sécantes  triples  de  la  courbe.  Ces  quartiques  sont  unicursales;  leur  classe 
est  6,  5  ou  4* 

Les  coordonnées  homogènes  de  toute  courbe  gauche  unicursale  du  quatrième 
ordre  peuvent  toujours  être  représentées  par  quatre  polynômes  du  quatrième 
degré  en  X,  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Partant  de  ce  mode  de 
représentation  sous  sa  forme  la  plus  générale,  M.  Bioche  forme  Téquation  qui 
lie  les  X  des  quatre  points  où  la  courbe  est  coupée  par  un  plan  :  supposant  trois 
d'entre  eux  confondus,  on  reconnaît  que  d'un  point  de  la  courbe  on  peut  mener 
trois  plans  osculateurs  autres  que  celui  qui  a  son  point  de  contact  au  point 
considéré,  de  sorte  qu'en  général  la  classe  est  6.  Elle  diminue  d'une  unité  chaque 
fois  que  la  courbe  présente  un  point  d*in/lexion  linécUre  (point  où  elle  est  cou- 
pée par  sa  tangente  en  trois  points  confondus). 

Cet  abaissement  de  la  classe  est  lié  à  la  nature  des  racines  de  l'équation  du 
quatrième  ordre  qui  donne  les  X  des  pointa  d*inflexion  plane  ou  points  sta- 
tionnaires  (points  où  le  plan  osculateur  a  quatre  intersections  confondues  avec 
la  courbe) : 

i*^  Si  cette  équation  a  une  racine  double,  la  courbe  est  une  quartique  de 
Steiner  ayant  un  point  d* inflexion  linéaire;  sa  classe  est  5. 

3<>  Si  celte  équation  a  deux  racines  doubles,  la  courbe  est  une  quartique  de 
Steiner  ayant  deux  points  d'inflexion  linéaire.  Elle  est  de  classe  4*  Ses  tan- 
gentes font  partie  d'un  complexe  linéaire. 

3*  Si  cette  équation  a  une  racine  triple,  la  courbe  est  une  biquadratique 
ayant  un  point  de  rebt^ussement  :  sa  classe  est  4- 

En  vue  de  simplifier  les  calculs,  M.  Bioche  détermine  les  formes  réduites  des 
équations  générales  des  courbes  gauches  unicursales  du  quatrième  ordre:  il  prend 
pour  faces  du  tétraèdre  de  référence  deux  plans  osculateurs  (X  =  o,  T  =  o)  et 
deux  plans  dont  chacun  passe  par  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des 
deux  premiers  plans  ainsi  que  par  la  tangente  en  l'un  de  ces  points;  on  arrive 
ainsi  aux  formules 

X  =  aV-ha'XS       Y  =  bX^-hb'\\       Z  =  cX»Vc'X,       T=d\-hd'. 

Les  biquadratiques  unicursales,  ayant  toujours  un  point  double,  sont  caracté- 
risées par  les  relations 

ab  ab'  a'b' 
bc  bc'  b'  c' 
cd    cd'    c'  d' 

Si  Ton  écarte  les  quartiques  de  quatrième  classe  déjà  étudiées  par  Tauteur 
(Bull.  Soc,  math,  de  France,  t.  XXXIII,  igoS,  p.  18),  on  peut  encore  simpli- 
lier  les  formules  précédentes  et  prendre 

X  =  V,        Y=X»-4-V,        Z  =  X'-t-AX,        T  =  i. 

Toute  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre,  de  classe  6  ou  de  classe  5,  est 
transformée  homographique  de  l'une  des  courbes  représentées  par  ces  équations. 
Les  X  des  points  stationnaires  vérifient  la  condition 

aX'4-3AX-+-2X  =  o. 
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Quand  h  est  difTércnl  de  zéro,  celle  équalion  n*a  de  racine  double  que  si 
A  =  i6;  dans  ce  cas,  la  coiirbe  est  de  classe  5.  La  valeur  A  =  2  caraciérise  les 
biquadraliques  à  point  double.  Pour  A  =  o,  on  aurait  les  biquadraliques  à 
rebroussement. 

A  Taide  de  ces  équations,  l'auteur  trouve  la  condition  (3  A  =  4)  pour  que  les 
quatre  points  staiionnaires  soient  dans  un  même  plan  et  montre  que  les  tan- 
gentes aux  points  stationnaires  sont  sur  une  même  quadrique. 

Si  Ton  rapporte  la  courbe  au  tétraèdre  formé  par  les  plans  osculateurs  aux 
points  slalionnaires,  on  trouve 

X  =  a(X-i-«)S        Y=6(>.H-?)\        Z  =  c(X-f-T)\        T  =  d(X-4-8)«. 

M.  Bioche  démontra  que,»  d* un  point  M  d'une  courbe  de  sixième  classe  on 
mène  les  plans  osculateurs  à  la  courbe,  les  points  de  contact  de  ces  plans 
sont  dans  un  plan  passant  par  M  ;  quand  le  point  M  se  déplace,  le  plan 
enveloppe  un  cône  du  second  degré  qui  touche  la  courbe  aux  points  sta- 
tionnaires. 

Si  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  d'un  point  de  la 
courbe  sont  en  ligne  droite,  il  en  est  toujours  de  mémef  quel  que  soit  le 
point  pris  sur  la  courbe;  pour  que  ce  fait  se  produise,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  points  stationnaires  soient  dans  un  même  plan. 

En  terminant,  l'auteur  fait  l'application  de  ses  théorèmes  aux  courbes 

X  Y  Z  T 


cosO       sin6       sin6coa6        a  cos'6  +  ^  sia'6 

Si  l'on  rejette  à  l'infini  l'une  des  faces  du  tétraèdre  de  référence,  les  trois 
autres  faces  étant  rectangulaires,  on  obtient  des  courbes  qui  possèdent  la  pro- 
priété ci^rieuse  à'étre  transformables  de  quatre  façons  différentes  en  courbes 
ayant  pour  axes  de  symétrie  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle,  sans 
que  le  sommet  de  ce  trièdre  soit  un  centre. 

Lalesco(7\).  —  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les  classes 
de  formes  appartenant  à  un  déterminant  donné.  (248-352). 

Deux  nombres  m  et  n  étant  représentés  proprement  par  deux  classes  quel- 
conques K„  et  K„  de  formes  appartenant  à  un  déterminant  donné  D,  leur  pro- 
duit mn  pourra  être  représenté  par  la  classe  composée  K^K„.  Si  les  nombres 
m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  cette  représentation  résultante  sera  aussi  une 
représentation  propre;  mais,  si  /n  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  il  n'en 
est  plus  de  même.  M.  Laiesco  démontre  en  effet  que  : 

La  repréxentation  résultante  sera  impropre  toutes  les  fois  que,  dans  les 
représentations  propres  des  nombres  m  et  n,  l'un  au  moins  des  facteurs 
communs  de  ces  nombres  sera  représenté  par  des  classes  opposées,  et  alors 
seulement. 

L'auteur  examine  ensuite  les  représentations  des  nombres  qui  ne  sont  pas 
premiers  avec  2  D,  en  s'appuyanl  sur  cette  propriété  caractéristique  des  formes 
ambiguës  : 

Si  D  est  sans  diviseur  carré  j  un  fadeur  d  de  D  {D  =  do)  n  'est  représen- 
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table  proprement  que  par  la  classe  ambiguë  dx^—ly*»  Aucune  puissance 
de  ce  nombre  n'est  représentable  proprement  par  les  classes  de  formes  du 
déterminant  D. 

Pellet  {A.).  —  Remarques  sur  le  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan.  (252-255). 

Rémoundos  (C).  —  Sur  les  trajectoires  auxquelles  donnent  lieu 
les  forces  centrales.  (255-259). 

Un  point  mobile,  sollicité  par  une  force  centrale,  peut  décrire  une  trajec- 
toire admettant  le  centre  de  force  comme  point  asymptote. 

L'auteur  cherche,  parmi  les  forces  centrales  qui  ne  dépendent  que  de  la  dis- 
tance /',  celles  qui  peuvent  donner  lieu  à  de  telles  trajectoires  :  il  trouve  que 
ces  forces  doivent  varier  en  raison  inverse  de  r",  l'exposant  n  étant  plus  grand 
que  2. 

Supposant  toujours  la  force  fonction  de  la  distance  et  variant  en  raison 
inverse  de  r^,  l'auteur  étudie  la  variation  du  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire : 

Quand  ^>2,  le  rayon  de  courbure  devient  infini  si  le  point  s'éloigne  à 
r infini.  Quand  y  <  2,  le  rayon  de  courbure  devient  infini  si  le  point  s*ap~ 
proc/ie  indéfiniment  du  centre  de  force. 

La  vitesse  étant  supposée  rester  inférieure  à  une  certaine  limite,  lera^-on  de 
courbure  de  la  trajectoire  reste  compris  entre  deux  limites  que  M.  Kémoundos 
fait  connaître  et  qui  sont,  dit-il,  d'une  précision  remarquable. 

Itajffy  (L,),  —  Sur  l'isothermîe  relative  des  réseaux.  (259-282). 

L'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  d'étendre  la  notion  de  réseau  isotherme, 
afin  de  faire  rentrer  dans  une  même  théorie  diverses  classes  de  réseaux,  no- 
tamment ceux  qui  caractérisent  soit  les  surfaces  isothermiques,  soit  les  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbure  ont  leur  représentation  sphérique  isotherme, 
et  ceux  que  M.  Bianchi  appelle  isothermes-conjugués, 

A  cet  elfet,  l'auteur  introduit  la  notion  d'isothermie  relative  qu'il  définit  de 
la  façon  suivante  :  quand  deux  couples  de  variables  a  et  ^  d'une  part,  a  et  w 
d'autre  part,  donnent  lieu  à  une  identité  de  la  forme 

rfarf?  =  \V(a,  v)  [V{u)du'-h\(v)dv^], 

le  réseau  u  =  const.,  v  =  const.  est  dit  isotherme  relativement  au  réseau 
a  =  coDSt.,  ^  =  const.  D'ailleurs  l'isothermie  d^un  réseau  relativement  à  un 
uutre  entraîne  celle  de  cet  autre  relativement  au  premier. 

En  vertu  de  cette  définition,  quand  une  surface  est  isothermiquCy  le  réseau 
de  ses  lignes  de  courbure  est  isotherme  relativement  au  réseau  formé  par  ses 
lignes  ininima;  quand  la  représentation  sphérique  (des  lignes  de  courbure) 
d'une  surface  est  isotherme,  le  réseau  de  ses  lignes  de  courbure  est  isotherme 
relativement  au  réseau  qui  correspond  aux  lignes  minima  de  sa  représentation 
sphérique;  quand  un  réseau  est  isothermc-conjugué  bu  sens  de  M.  Bianchi,  il 
est  isotherme  relativement  au  réseau  formé  par  les  lignes  asymploliqucs. 
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Pour  que  deux  réseaux  soient  isothermes  l'un  relativement  à  l'autre,  il 
faut  et  il  suffit  :  i«>  que  les  tangentes  aux  courbes  de  l'un  forment  en  tout 
point  un  faisceau  luirmonique  avec  les  tangentes  aux  courbes  de  l'autre; 
w*  qu'ils  soient  isothermes  l'un  et  l'autre  relativement  à  un  troisième  réseau. 

Ce  troisième  réseau,  isolherme  relali veinent  aux  deux  premiers,  n'est  autre 
que  celui  qui  les  divise  liarnioniquement  tous  les  deux.  Par  suite,  il  y  a  trois 
manières  équivalente*;  d'énoncer  la  propriété  d'une  surface  sur  laquelle  deux 
réseaux  déterminés  sont  isothermes  l'un  relativement  à  l'autre.  Ainsi,  sur  les 
surfaces  isothermiques,  chacun  des  trois  réseaux  suivants,  lignes  minima, 
lignes  de  courbure,  lignes  bissectrices  des  lignes  de  courbure,  est  isotherme 
relativement  aux  deux  autres. 

Pour  mettre  sous  forme  invariante  les  conditions  qui  assurent  l'isothermie 
relative  de  deut  réseaux,  l'auteur  considère  ce  quMl  appelle  les  éléments  inva- 
riants du  réseau 

lidu -^  n^dv  =  o^       l^du -h  n^dv  —  o 
relativement  au  réseau  défini  par  l'équation 

^  =  A du^ -h  2hdu  dv  -^  Cdv^  =:  o\ 

ce  sont  les  deux  expressions  différentielles 

/^TT^ TT-; 1 — .  /, du  -^  n,dv 

v/C/5-uB/,/i,H-Aw;  Jp- -ly-, 

/THi ïr~# î — 7    Ldu -¥- n^dv 

invariantes  pour  tout  changement  de  coordonnées  curvilignes  et  qui  se  rédui- 
sent aux  éléments  d'arc  du  premier  réseau  quand  ^  est  l'élément  linéaire  de 
la  surface. 
On  a  alorà  la  règle  suivante  : 

Pour'  que  deux  réseaux  soient  isot/iermes  l'un  relativement  à  l'autre,  il 
faut  et  il  suffit  :  i»  que  ces  deux  réseaux  se  divisent  harmoniquement;  a"  que 
les  éléments  invariants  de  l'un,  calculés  relativement  à  l'autre,  admettent 
un  facteur  intégrant  commun. 

Comme  première  application,  le  critère  de  S.  Lie  pour  l'isothermie  des  lignes 
de  courbure  se  présente  sous  lu  forme  même  que  lui  a  donnée  M.  von  Lilien- 
tbal.  L'auteur  montre  l'équivalence  de  ce  critère  avec  celui  de  M.  Weingarten  ; 
il  fait  connaître  la  signification  d'une  fonction  auxiliaire  qui  intervient  dans  ce 
dernier  et  le  met  sous  une  forme  nouvelle. 

Une  seconde  application  concerne  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  iso- 
thermes-conjuguées,  dont  l'étude,  commencée  par  M.  Eisenhart  {Amer,  Journ. 
of  Math.,  t.  X\V),  est  ici  complétée  sur  divers  points.  Il  est  d'abord  montré 
que  ces  surfaces  sont  caractérisées  par  l'isothermie  de  chacun  des  trois  réseaux 
suivants  relativement  à  l'un  des  deux  autres  :  savoir  les  lignes  asymptotiques, 
les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  diagonales  (tangentes  aux  diamètres  con- 
jugués égaux  de  l'indicatrice).  L'auteur  forme  ensuite,  en  exprimant  la  condition 
imposée  aux  éléments  invariants,  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  qua- 
trième ordre  qui  contient  un  paramètre  arbitraire  m.   Cette  équation,  écrite 
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dans  le  système  des  coordonnées  tangentielles  isotropes  d'Ossian  Bonnet,  est 
la  suivante  : 

r             à  f  ^    â   ,      z -h  .9 -r- s/ri\ 
log  -  —  m  —     ^  T  log ï^  I 

Pour  m  =r  0,  on  a  Téquation  qui  caractérise  les  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure ont  leur  représentation  sphérique  isotherme.  En  faisant  m  ==  i,  on  retrouve 
Icqualion  de  M.  Darboux  {Théorie  des  sur/aces,  l.  H,  p.  î>5o),  relative  aux 
surfaces  isothermiques.  L'hypothèse  2//i=:i  donne  l'équation  obtenue  par 
M.  Ëisenhart  pour  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  isolhcrmes-conjufruécs. 
D'où  cette  conséquence  : 

Toute  sur/ace  gui  possède  deux  des  propriétés  suivantes,  lignes  de  cour- 
bure isothermesj  représentation  sphérique  des  lignes  de  courbure  isothermes, 
lignes  de  courbure  isothermes-conj'uguées,  possède  aussi  la  troisième, 

M.  RalTy  détermine  les  caractéristiques  de  l'équation  générale  (E)  et  trouve 

{rdx^—td^^)\m{z-hs){rda^-htd^^)-^[iZ'hsy-h{2m^i)rt]dad?\=o. 

En  faisant  a  m  successivement  égal  à  o,  à  2  et  à  i  on  obtient  les  théorèmes 
suivants  : 

1*  Les  caractéristiques  des  sur/aces  dont  les  lignes  de  courbure  ont  leur 
représentation  sphérique  isotherme  sont  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes 
qui  correspondent  aux  lignes  minima  de  la  représentation  sphérique. 

2*  Les  caractéristiques  de  l* équation  des  sur/aces  isothermiques  sont  les 
lignes  de  courbure  et  les  lignes  minima  (cf.  Ann.  Éc.  Norm»,  1905 ). 

3*  Les  caractéristiques  de  l'équation  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
isotliermes-conjuguées  sont  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques. 

Dans  les  applicaticms  précédentes,  Tune  des  conditions  d'isothermie  relative, 
celle  du  faisceau  harmonique,  était  vérifiée  d'elle-même.  Si  l'on  veut  exprimer 
qu'une  surface  présente  l'isothermie  relative  de  deux  reseaux  déterminés,  on 
aura  généralement  deux  conditions  distinctes  qui  pourront  n'admettre  que  des 
solutions  communes  fort  particulières  ou  même  n'en  point  avoir. 

Si  l'on  se  donne  deux  familles  d'un  réseau,  défini  par  l'évanouissement  d'une 
forme  quadratique  de  dilTérenlielIcs  J,  et  seulement  l'une  des  familles  9  =  const. 
de  l'autre  réseau,  il  faut  et  il  sufiit  que  le  quotient  des  deux  paramètres  A^'f 
et  A 9,  calculés  par  rapport  à  If,  soit  une  fonction  de  ».  D'où  cette  remarque, 
applicable  dans  beaucoup  de  cas  :  Véquation 

U(ii)  -f-V(v)  =  const. 

définit  sur  une  surface  quelconque  une  famille  de  courbes  qui  fait  partie 
d'un  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  des  courbes  coordon- 
nées u  =  const.,  V  =  const. 

Kii  terminant,  l'auieur  résout  ce  problème  :  Étant  données  deux  exprès- 
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sions  différentielles 

qui  sont  supposées  admettre  un  facteur  intégrant  commun,  trouver  le 
réseau  isotherme  relativement  au  réseau  défini  par  le  système 

l^du-^-n^dv  =  %       l^du -\- n^dv  =  o. 
Revenant  alors  aux  deux  expressions  diflférentielies 

pour  lesquelles  Texistence  d'un  facteur  intégrant  commun  est  assurée  par 
l'équation  (E),  on  peut  les  remplacer,  si  Ton  rapporte  la  surface  à  ses  lignes 
de  courbure  dudv  =  o,  par  les  deux  suivantes  : 

(^)  KJ    -'  Kj-"*' 

Admettant  qu'elles  ont  un  facteur  intégrant  commun  et  cherchant  le  réseau 
dontcetle  hypothèse  entraîne  l'isothermie  relativement  aux  lignes  de  courbure, 
ou  trouve 


aî-i//i         Wt'ifn 

Faisant  7  m  successivement  égal  à  o,  à  3  et  à  i,  on  trouve  les  lignes  minimade 
la  représentation  sphérique,  celles  de  la  surface  elle-même,  et  ses  lignes 
asymptoliques.  Ainsi  :  les  sur/aces  dont  les  lignes  de  courbure  ont  leur  repré- 
sentation sphérique  isotherme,  les  surfaces  isothermiques  et  les  surfaces  à 
lignes  de  courbure  isothermes-conjuguées  peuvent  être  définies  par  la  con* 
dition  que  les  deux  expressions  (d)  admettent  un  facteur  intégrant  com- 
mun pour  les  trois  valeurs  correspondantes  de  m. 
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Pcarson  (A'.).  —  Contributions  mathématiques  à  la  théorie  de 
révolution.  —  VI-V^ll.  Sur  la  corrélation  de  caractères  qui  ne 
sont  pas  quantitativement  mesurables.  (1-47). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXII,,  p.  5. 
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Pearson  (K,)  avec  Taide  de  M^'*  A.  Lee.  —  Contributions 
mathématiques  à  la  théorie  de  l'évolution.  —  VIII.  SurThéré- 
dilé  des  caracières  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'une  mesure 
quantitative  exacte.  Première  Partie  :  Introduction.  Deuxième 
Partie  :  Sur  l'hérédité  de  la  couleur  de  la  robe  chez  les  che- 
vaux. Troisième  Parlie  ;  Sur  l'hérédité  de  la  couleur  des  yeux 
chez  les  hommes.  (^g-iSo). 

Dickson  (A,-C.).  —  Sur  les  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles,  (lai-igi). 

L'objet  du  Mémoire  de  M.  Dickson  est  de  donner  une  méthode  qui  peut  être 
regardée  comme  une  extension  de  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit,  et  qui 
permet  d'attaquer  le  problème  de  la  recherche  des  intégrales  complètes  primi- 
tives d'un  système  d'équations  simultanées  aux  dérivées  partielles,  en  enten- 
dant par  là  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  doit  être  tel  que  l'élimi- 
nation de  ces  constantes  conduise  au  système  d'équations  proposées. 

L'auteur  étudie  deux  cas  :  celui  de  deux  équations  simultanées  du  premier 
ordre  à  deux  variables  indépendantes  et  ft  deux  fonctions  inconnues,  celui 
d'une  équation  du  second  ordre  avec  une  fonction  inconnue  et  deux  variables 
indépendantes.  Il  applique  sa  méthode  à  divers  exemples. 

Dans  cette  méthode  intervient  Tintéressante  notion  de  bidifférentieUe  com» 
plète,  dont  je  me  contente  d'indiquer  le  point  de  départ. 

De  même  que  la  notion  de  différentielle  complète  peut  être  rattachée  U 
l'égalité 

la  notion  de  bidtlférentielle  complète  se  rattache  à  l'égalité 

ff(\dyds  +  \dzdx  +  ldxdy)=fff(^^  +  ^^  +  f^dxdydz, 

OÙ  le  premier  membre  est  une  intégrale  relative  à  une  surface  fermée,  tandis 
que  le  second  est  une  intégrale  de  volume,  le  volume  étant  limité  par  la  sur- 
face. Si  l'on  a  identiquement  ^ 

d\       d\       d7. 
ox       dy       ôz 

l'intégrale  de  surface  est  nulle,  en  sorte  que  des  intégrales  de  mêmes  formes 
relatives  à  deux  surfaces  ouvertes  limitées  au  même  contour  sont  égales;  dans 
ce  cas,  l'élément 

\dy  dz-^-Y  dzdx  -^Zdx  dy 

de  l'intégrale  de  surface  est  dit  une  bidifférentieUe  complète,  et  cet  élément, 
par  un  changement  de  variable  convenable,  peut  être  ramené  à  la  forme  dudv. 

Godfrey  (C).  —  Sur  l'application  des  intégrales  doubles  do 
Fourier  aux  phénomènes  optiques.  (329-362). 
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Tome  CXGVI(A);  1901. 

Bryan  {G. -H.).  •—  La  théorie  cinétique  des  atmosphères  plané- 
taires (1-24). 

Lee  {Alice)  avec  quelque  collaboration  de  M.  K,  Pearson,  — 
Données  pour  le  problème  de  révolution  chez  l'homme. —  Une 
première  étude  de  la  corrélation  dans  le  crâne  humain.  (220- 

264). 

Le  problème  de  la  reconslrucLion  d'un  organisme,  connaissant  quelques 
parties  de  cet  organisme,  peut  être  divisé  en  trois  problèmes  fondamentaux  : 

!•  Reconstruction  d'un  individu  lorsqu'on  a  un  ou  plusieurs  organes  de  cet 
individu  et  qu'on  connaît  les  mesures  et  la  corrélation  d'une  série  des  organes 
des  individus  appartenant  à  la  même  race  locale. 

2»  Reconstruction  du  type  moyen  d'une  race  locale  d'après  la  connaissance 
d^une  série  d'un  ou  plusieurs  organes  de  cette  race,  lorsque  ces  organes  et  les 
autres  organes  ont  été  mesurés  en  grand  nombre  pour  d'autres  races. 

3*>  Reconstruction  d'un  organo  d'un  individu  vivant  qu'on  ne  peut  mesurer 
pendant  la  vie,  d'après  la  détermination  d'organes  accessibles  et  la  connais- 
sance de  la  corrélation  entre  cts  organes  et  l'organe  non  accessible  résultant 
de  mesures  effectuées  sur  des  individus  de  la  même  race,  après  décès. 

La  solution  de  tous  ces  problèmes  ne  peut  être  que  probable,  en  sorte  que 
leur  étude  comporte  la  détermination  de  Terreur  probable  sur  la  solution. 

Les  études  de  Miss  Alice  Lee  se  rapportent  surtout  à  des  mesures  effectuées 
sur  le  crâne. 

Barnes  (E.-W.).  —  Théorie  de  la  double  gamma  fonction.  (205- 

387). 

La  double  gamma  /onction  de  M.  Barnes,  qu'il  désigne  par  le  symbole 

r,(5|  w„oï,), 

se  déduit  de  la  fonction  9(1/  |  Up  u,)  de  Weierstrass,  décomposée  en  facteurs 
primaires,  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  permet  d'obtenir  la  fonction  r 
au  moyen  du  sinus  décomposé  en  facteurs  primaires  :  on  ne  conserve  que  ceux 
des  facteurs  primaires  pour  lesquels  les  deux  nombres  entiers  m,,  m,  qui  les 
déterminent  sont  tous  deux  positifs  ou  nuls,  en  excluant  toutefois  la  combi- 
naison m,=  o,  m^=  o.  Le  produit  inûni  qui  reste  est  ensuite  multiplié  par  une 
puissance  de  e  dont  l'exposant  est  une  fonction  du  second  degré  en  z,  fonction 
dont  les  coefficients  sont  certaines  fonctions  de  u,,  u,.  On  peut  encore  définir 
cette  fonction  en  disant  que  la  dérivée  troisième  de  son  logarithme  est 


-  -1  y    y  — 
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et  eo  assujeUissant  les  constantes  d'intégration  à  certaines  conditions.  Cette 
fonction  jouit  de  nombreuses  propriétés  que  développe  M.  Barnes;  on  remar- 
quera, en  particulier,  certaines  fonctions  de  (o,,  u,  qui  interviennent  d'une 
façon  très  analogue  à  la  façon  dont  intervient  la  constante  d'Euler. 

L'auteur  introduit  aussi  ce  qu'il  appelle  la  double  fonction  Ç  de  Bieniann, 
qu'il  définit  par  le  symbole 

Cette  fonction,  en  supposant  positives  les  parties  réelles  de  a,  (•>,,  <»,,  peut  être 
définie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  complexes  de  ;;  par  l'intégrale  curvi- 
ligne 

ir(i  -g)   r    e-'^i—sy-^dz 

2%        J  (I  — «-.*)  (i-c—.»)' 
où  Ton  suppose 

(—5)*-»=  c(—')>«f{-*\ 

le  logarithme  ayant  sa  valeur  principale  et  où  l'intégrale  est  eiïecluée  le  long 
d*un  contour  infîni  enveloppant  la  partie  positive  de  l'axe  des  z,  y  compris 
l'origine,   mai^  non  les  autres  zéros  du  dénominateur  de  la  quantité  sous  le 

signe  /  .  L'étude  de  cette  fonction  conduit  à  d'intéressantes  expressions  asymp- 

totiques,  dont  la  plus  importante  est  une  généralisation  de  la  formule  de 
Stirling.  Elle  conduit  aussi  à  des  expressions  sous  forme  d'intégrales  curvi- 
lignes du  logarithme  de  la  double  fonction  gamma  et  des  constantes  modu- 
laires qui  y  figurent,  analogues  à  des  expressions  données  par  l'auteur  pour  la 
fonction  gamma  ordinaire  dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  >lXIX  du  Mes- 
senger of  Malhematic». 

M.  Barnes  traite  ensuite  de  la  multiplication  et  de  la  transformation  de  la 
double  fonction  gamma;  il  établit  de  curieuses  relations  entre  certaines  inté- 
grales qui  correspondent  à  la  formule  de  Raabe  pour  la  fonction  gamma  ordi- 
naire et  qui  peuvent  être  regardées  comme  des  cas  élémentaires  d'un  théorème 
général  concernant  des  transcendantes  d'ordre  supérieur. 

Enfin,  il  donne  une  expression  asymptotique  de  la  double  fonction  gamma 
et  montre  que  cette  fonction  ne  peut  satisfaire  à  une  équation  différentiel  le 
dont  les  coefficients  sont  des  transcendantes  plus  simples. 

M.  Barnes  se  réserve  d'ailleurs  d'étudier  ultérieurement  les  généralisations 
que  comporte  cette  théorie.  Il  existe,  en  effet,  des  fonctions  analogues  com- 
portant un  nombre  quelconque  de  paramètres  que  M.  Barnes  propose  de  dési- 
gner sous  le  nom  de  fonctions  gamma  multiples. 

Jeans  (J.-fl.).  —  La  distribution  de  l'énergie  nioléciilaiie.  («^97- 
43o). 

Lasker  {E,),  —  Sur  les  séries  à  la  frontière  du  domaine  de  con- 
vergence. (431-477)* 

Le  Mémoire  de  M.  Lasker,  écrit  en  allemand,  comprend  deux  Chapitres. 
Le  premier  Chapitre  contient  d'intéressantes  applications   à  la  théorie  des 
fonctions   de  quelques   remarques    très   simples,    dont   je    résume    ci-dessous 
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quelques-unes  en  me  bornanl  à  des  séries 

MiH-M,-H...-t-  M„  +  ... 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  complexe  x,  Vtx- 
teosion  de  plusieurs  des  définitions  et  théorèmes  qui  suivent  à  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  est  d'ailleurs  immédiate. 

Considérons  un  point  x  tel  qu'en  ce  point  et  pour  les  points  suffisamment 
rapprochés  la  série  soit  absolument  et  uniformément  convergente.  M.  Lasker 
dit  que  le  point  x  est  intérieur  au  domaine  de  convergence  de  la  série,  domaine 
qui  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  points  x  précédemment  définis. 

Soient  L  un  point  frontière  de  ce  domaine,  et  P^,  P,,  . . . ,  P„,  ...  une  suite  de 
points  tous  intérieurs  au  domaine  de  convergence.  Si  Ton  désigne  par  /,,  /}, .  • .« 
f„y  ...  les  valeurs  de  la  somme  de  la  série  aux  points  P^,  P,,  ...,  P„,  ...,  on 
peut  se  proposer  de  chercher  quelle  relation  il  y  a  entre   lim  /,  et  la  façon 

dont  se  comporte  la  série  au  point  L,  de  chercher  aussi  des  expressions  asymp- 
totiques  de  lim  f^.  Si  la  série  est  convergente  au  point  frontière  L  et  si,  de  plus, 

elle  est  uniformément  convergente  en  ce  point,  lorsqu'on  la  regarde  comme 
dépendant  d'une  variable  qui  ne  prendrait  que  les  valeurs  Pj,  P,,  . . . ,  P.,  . . .  »  L, 
il  est  clair  qu'on  a 

en  désignant  par  f^  la  somme  de  la  série  en  L. 

Supposons  la  série  divergente  en  L  et  qu'il  existe  un  nombre  positif  non 
nul  c  tel  qu'on  ait 

|Ml-M*j4-...-f-a„-+-...|i<C(|M,  I-f-|wJ-H...-H|M„| -+-...) 

pour  tous   les  points  P^  dont  l'indice   dépasse   un   certain  nombre  fixe   M. 

M.  Lasker  dit  alors  que  la  série  satisfait  au  critérium  K  et  montre  aisément 

qu'on  a  alors 

lim  /„=  œ. 
n=  •» 

Considérons  les  deux  séries 

/  =  M,  +  «j+...-4-M^^  +  ..., 

et  supposons  qu'on  sache  que  la  seconde  vérifie  le  critérium  K  et  que  le  rap- 
port — ^  tend  uniformément  vers  une  limite  non  nulle  p,  quand  on  le  regarde 

comme  dépendant  de  l'indice  n  et  d'une  variable  â7qui  ne  prend  que  les  valeurs 
de   l'ensemble   P,,  P,,   ...,  P„,  ...;  il  est  clair  que  la  première  série  vérifie 

aussi  le  critérium  K,  et  l'on  démontre  que  )e  rapport  "f-  tend  vers  p  quand  x* 

tend  vers  L  en  prenant  les  valeurs  P,,  Pj,  ...,  P„,  ....  Celte  proposition  est 
susceptible  de  modifications  et  d'extensions  diverses. 

Voici,  parmi  beaucoup  d'autres,  une  des  conclusions  qu'en  tire  M.  Lasker. 

Soit 


/(.T)=  2]  c„x- 
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et  supposons,  en  désignant  par  X  un  nombre  fixe  dont  la  partie  réelle  est  néga- 
tive, qu*on  ait 

lim  c„/i*-^=  p. 

Soit  h  le  plus  petit  nombre  entier  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  la  partie 
réelle  de  X;  on  a 

où 

lim  <^{x)  =  T{\). 

Signalons  encore,  à  la  fin  de  ce  premier  Chapitre,  la  remarque  simple  qui  suit. 
Soient  «i-4- «2-4-...+ a^+ .. .    une   série    numérique  convergente  à  termes 
positifs  et  Op  a,,   ...,   a„,    ...    une  suite  de  nombres  positifs,  tels  qu'on  ait 
««=«„'  pour  ii>n'  et  lim  a„=  00;  on  démontre  très  aisément  qu'on  a 

lim  «■«■  +  g?«»-<-' ■-+«>.««  ^  Q 

et  que  cette  dernière  propriété  n'a  pas  lieu  si  la  série  des  a  est  divergente.  Si 
les  a  ne  vont  jamais  en  croissant  et  si  l'on  pose  a„=  — >  on  en  conclut 

lim  /ta^=  o. 
n=  •» 

C'est  une  proposition  due  à  M.  Pringsheim.  Si  /}a„  n'augmente  jamais  quand  n 
augmente,  et  si  l'on  prend  a„=  1  on  voit  de  même  qu'on  a 

lim  a„/i  log/i  =  o. 

/!  =  • 

Etc. 

Au  début  du  second  Chapitre,  M.  Lasker  pose  le  problème  général  que  voici  : 
Supposons  que  la  série  convergente  w, 4- «3-4-.  ..4- m„-+-.  ..  définisse  une  fonc- 
tion de  la  variable  complexe  se  et  que,  à  rintérieur  du  domaine  B,  la  fonction  u„ 
admette  les  points  singuliers  a„„;  que  l'ensemble  de  ces  points  singuliers 
admette  un  point  d'accumulation  a;  enfin  que,  pour  ce  point  a,  les  fonctions  u^ 
soient  régulières  et  aient  la  valeur  o.  A  quelles  conditions  une  courbe  (C) 
tracée  dans  le  domaine  B  et  aboutissant  au  point  a  doit-elle  satisfaire  pour 
que  la  somme  de  la  série  ait  pour  limite  o,  lorsqu'on  s'approche  du  point  a  eu 
suivant  la  courbe  (C)? 

On  est  amené  alors  à  pratiquer  dans  le  domaine  B,  supposé  simplement  con- 
nexe, une  suite  de  trous  L,,  L,,  ...,  L„,  ...  dont  chacun  constitue  un  domaine 
simplement  connexe  qui  laisse  à  son  extérieur  le  point  a,  mais  de  façonr  que 
tous  les  points  du  trou  L„  soient  infiniment  voisins  de  a  quand  11  est  infiniment 
grand.  En  supprimant  ainsi  les  trous  du  douiaine  B,  on  parvient  à  un  domaine  L 
qui  est  dit  le  domaine  asymploiique  du  point  a,  tandis  que  l'ensemble  des 
trous  constitue  le  non-domaine  asymptotique  du  même  point.  La  courbe  (C), 
dont  il  a  été  question  un  peu  plus  haut,  doit  rester  dans  le  domaine  asymp- 
totique. 
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M.  Lasker  applique  celte  conception  à  des  cas  particuliers  intéressants,  en 
supposant  que  le  point  a  soit  à  l'infini.  Par  exemple,  ti  Ton  considère  la  série 

11  =  «0 

en  supposant  que  la  série 

n=« 

n  =  l 

soit  convergente  et  que  la  condition  n>  n'  entraîne 

I  «J    J  ««•  I 


on  peut  prendre  pour  le  trou  L„  un  cercle  de  centre  a„  et  dont  le  rayon  r^ 
satisfasse  aux  conditions 


lim  t\=  «,         lim 


Dans  ces  conditions,  on  a 

lim  f{x)  =  0, 

en  supposant  que  le  point  x  reste  dans  le  domaine  asymptotique. 

M.  Lasker  montre  de  même  l'existence  d'un  domaine  asymptotique  où  l'on  a 
encore  lim  /(j:)  =  o  pour  la  série 


/<-)=2:f^' 


n  =  m 


SOUS  la  condition  que  la  série   \]     — -    so>^  convergente,  que  l'inégalité  n  >  n' 


nzst 

entraîne  l'inégalité  a^=a^'y  qu'on  ait  enfin   lim  a.=  oo. 

Cette  proposition,  qui  peut  d'ailleurs  s'étendre  dans  diverses  directions,  lui 
permet  d'établir  un  des  théorèmes  de  M.  Hadamard  sur  la  croissance  des  fonc- 
tions entières  et  divers  théorèmes  nouveaux  de  la  théorie  des  fonctions  entières 
ou  des  fonctions  uniformes. 


Tome  CXCVII,  1901. 

Loi^e  (H.).   —  L'intégration  des  équations  de  propagation   des 
ondes  électriques.  (i-46). 

Le  problème  de  l'intégration  de  l'équation 
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a  été  traité  par  Poisson,  Kirchhoiï  et  Stokes;  M.  Love  reprend  le  problème  à 
nouveau;  la  solution  à  laquelle  il  parvient  est  particulièrement  adaptée  à  l'in- 
terprétation physique. 

Udny  Yiile  (G.).  —  Sur  la  théorie  de  la  consistance  de  la  classe 
logique  des  fréquences  et  sur  sa  représentation  gcomélrique. 

Pearson  (K.),  avec  l'aide  de  Miss  Alice  Lee,  Agnes  Fey,  Cicely 
FmvceU  et  de  M.  E.  fVarren.  —  Contributions  mathématiques 
à  la  théorie  de  révolution.  —  IX.  Sur  les  principes  de  l'Homo- 
typosis  et  ses  relations  avec  Thérédilé,  la  variabilité  des  indi- 
vidus ou  de  la  race.  Première  Partie  :  Homotyposis  dans  le 
règne  végétal.  (285-379). 

Pearson  (K.).  —  Contributions  mathématiques  à  la  théorie  de 
révolution.  —  X.  Supplément  au  Mémoire  sur  la  variation 
oblique.  (443-459). 

Danvin  (G.^H.),  — L'analyse  harmonique  ellipsoïdale  (461-559). 

Les  fonctions  de  Lamé  ou  harmoniques  ellipsoïdales  ont  un  grand  intérêt 
théorique;  mais  elles  se  prêtent  difficilement  au  calcul  numérique.  L'objet 
essentiel  de  Timportant  Mémoire  de  M.  Darwin  est  de  leur  substituer  des 
fonctions  mieux  adaptées  au  calcul;  l'auteur  y  parvient,  gr&ce  à  un  choix 
judicieux  des  variables,  mais  en  abandonnant  la  forme  symétrique  que  Lamé 
avait  adoptée  pour  représenter  les  trois  fonctions  dont  le  produit  est  un  harmo- 
nique ellipsoïdal  solide,  forme  qui  est  précieuse  pour  les  recherches  purement 
analytiques. 

L'analyse  sphéroTdale  s'applique  avec  succès  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de 
révolution;  les  variables  qu'on  est  alors  amené  à  introduire  ont  une  signification 
géométrique  simple;  celles  qu'introduit  M.  Darwin  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux  sont  analogues,  mais  ne  comportent  plus  une  interpréta- 
tion aussi  aisée. 

Soient  u]j  ul,  u]  les  trois  racines  de  l'équation 

-^ '    —1  =  0, 


en  supposant 

u\>  —  à'>  —  ul>  ~  b^>  ^  u\>  —  c^; 

M.  Darwin  substitue  aux  coordonnées  k,,  u,,  u,  les  coordonnées  u,  [x,  9  liées 
aux  précédentes  par  les  relations 

M,  —  A  ■ T y 
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en  sorte  que,  si  Ton  prend 

pour  les  carres  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde  fondamenlal  de  référence,  les 
carrés  des  demi-axes  de  Tellipsolde  déterminé  par  la  variable  u  sont 

fr»  =  A»(u«— i), 

ce  qui  implique  a<.b  <.c;  pour  avoir  a  >  ^  >  c,  on  n'aurait  qu'à  remplacer 
A'2  par  —  A:^  et  la  variable  u'  par  la  variable  — Ç*.  L'auteur  montre  qu'on  peut 
s'arranger  pour  que  ^  soit  compris  entre  o  et  j;  le  cas  où  ^  =  o  correspond  au 
cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution;  le  cas  limite  où  p  est  égal  à  J  (on  a  alors 
a' H- 6^=  2c^)  mérite  d'ailleurs  une  étude  particulière.  Puisque  ^  est  plus  petit 
que  j,  les  développements  suivant  les  puissances  de  p  seront  avantageux. 

Dans  ces  conditions,  l'harmonique  solide  (solution  de  l'équation  de  Laplace) 
est  le  produit  de  truis  fonctions  U,,  U„  U3  qui  vérifient  chacune  une  équation 
diiïérentielle  ordinaire. 

En  désignant  par  i  et  s  des  nombres  entiers,  par  (s  une  constante,  par  D^, 
D.^,  D3  les  opérateurs  que  définissent  les  égalités 

t 

D,=(.-?)^(^-i^y(tx.-o\-^/ 

D3=(i-pcosa9)'^, 

l'équation  différentielle  que  vérifie  Uj  peut  s'écrire 

[D;-*(t-M)[u'(i-p)-i]~*«-^pcr]u.=  o, 

et  celle  que  vérifie  U3, 

[DJ— t(i-M)Pcos29-4-»»— P(j]U3=o; 

quant  à  celle  que  vérifie  U,,  il  n'y  a  qu'à  remplacer  l'indice  1  par  l'indice  a 
dans  l'équation  relative  à  U^. 

M.  Darwin  montre  comment  les  fonctions  de  u  (ou  de  p.)  auxquelles  on  par- 
vient ainsi  s'expriment  au  moyen  des  fonctions  sphériques  ordinaires,  comment 
les  fonctions  de  9  s'expriment  linéairement  soit  au  moyen  des  cosinus,  soit  au 
moyen  des  sinus  des  multiples  de  l'arc  9.  Il  y  a  d'ailleurs  huit  cas  à  distinguer 
suivant  la  parité  des  entiers  i  et  s  et  suivant  que  l'on  a  affaire  à  des  cosinus  ou 
à  des  sinus.  Une  Table  des  diverses  fonctions,  pour  1  =  i,  3,  3,  4i  ^t  termine  son 
Mémoire,  où  les  explications  relatives  à  la  façon  dont  les  calculs  doivent  être 
effectués  sont  données  avec  détail.  La  détermination  de  la  constante  dépend  d'une 
équation  algébrique,  qui  peut  être  résolue  explicitement  pour  les  harmoniques 
dont  le  degré  est  inférieur  à  4. 
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L'auteur  applique  sa  mtHliode  à  la  déterminalion  du  potentiel  d'une  défor- 
mation harmonique  d'un  ellipsoïde  solide,  et  du  potentiel  d'un  ellipsoïde  solide. 

Il  insiste  à  plusieurs  reprises  sur  les  grands  services  que  M.  E.-W.  Hobson 
lui  a  rendus  dans  le  cours  de  ses  recherches. 


Tome  CXCVIII  (A);  1902. 

Filon  {L.'N,-G.).  —  Sur  Téquilibre  élastique  des  cylindres  cir- 
culaires sous  certains  s^slèmes  pratiques  de  charges.  (1 47-^33). 

Les  conditions  sous  lesquelles  on  traite  soit  de  l'extension  et  de  la  compres- 
sion, soit  de  la  torsion  d*une  barre  élastique,  sont  rarement  réalisées  dans  la 
pratique,  en  particulier  dans  les  machines  à  essayer.  L'auteur  s'attache  au 
contraire  à  l'étude  théorique  de  divers  cas  intéressant  la  pratique. 

Pearson  (K).  —  Sur  la  théorie  mathématique  des  erreurs  de  ju- 
gement, avec  une  application  spéciale  à  Téquation  personnelle. 
(235-299). 

Darwin  (6r.-//.).  —  Sur  la  figure  pjriforme  d'équilibre  d'une 
masse  liquide  animée  d*un  mouvement  de  rotation.  (3oi-33i). 

Ce  Mémoire  est  une  application  de  la  méthode  donnée  par  l'auteur  dans  son 
Mémoire  sur  les  fonctions  ellipsoïdales  harmoniques.  L'auteur  donne  d'abord 
les  expressions  rigoureuses  de  ces  fonctions  pour  les  trois  premiers  degrés  et 
les  harmoniques  solides  correspondants  exprimés  au  moyen  des  coordonnées 
rectangulaires  Xy  y^  s.  Les  fonctions  harmoniques  de  seconde  espèce  (fonc- 
tions Q)  sont  exprimées  au  moyen  d^ntégrales  elliptiques. 

Les  équations  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  sont  obtenues  en  exprimant  que  l'énergie 
doit  être  stationnaire  et  la  valeur  superCcielle  est  exprimée  au  moyen  des 
fonctions  P  et  Q.  M.  Darwin  détermine  le  terme  additionnel  de  l'énergie  quand 
la  masse  fluide  est  soumise  à  une  déformation  ellipsoïdale  harmonique.  Sur  ce 
point,  l'auteur  reprend,  sous  une  forme  et  avec  des  notations  nouvelles,  les 
recherches  de  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide 
en  rotation  {Acta  mathematica,  t.  VII).  11  développe  les  propriétés  des  coef- 
ficienU  de  stabilité  de  xM.  Poincaré  :  l'évanouissement  de  ces  coefflcients  monti-e 
que  l'ellipsoïde  de  Jacobi  correspondant  appartient  à  la  fois  à  deux  séries  de 
figures  d'équilibre.  Cet  ellipsoïde  critique  peut  bifurquer  suivant  deux  figures 
définies  par  des  harmoniques  zonales.  La  première  bifurcation  se  présente  avec 
la  troisième  harmonique  zonale.  M.  Darwin  a  fait  les  calculs  numériques  pour 
le  cas  où  le  coefOcient  de  stabilité  correspondant  à  la  troisième  harmonique 
zonale  est  nulle  :  il  trouve  que  les  axes  de  l'ellipsoïde  critique  sont  propor- 
tionnels aux  nombres  o,65o66,  o,8r49B,  i, 88583  et  que  le  carré  de  la  vitesse 

angulaire  est  donné  par  la  formule =  0,14200.  Il  étudie  enfin  la  figure  py- 

riforme,  en  détermine  approximativement  les  éléments  et  la  dessine.  Les  re- 
cherches de  M.  Darwin  et  celles  de  M.  Poincaré,  exposées  dans  le  Mémoire 
suivant,  ont  été  le  sujet  d*une  correspondance  active  entre  les  deux  savants. 
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Poincaré  {IL).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  figures  pyri- 
formes  affectées  par  une  masse  fluide  en  rotation.  (333-373). 

La  poire  ou  figure  pyriforme  du  précédent  Mémoire  est  une  forme  d'équi- 
libre pour  une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation.  Mais  s'agit-il 
d'une  figure  stable? 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation  et  J  le  moment  d'inertie. 

Considérons  la  série  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  et,  d'autre  part,  la  série  des 
poires.  Il  y  aura  un  ellipsoïde  critique  appartenant  à  Tune  et  à  l'auti-e  des 
deux  séries,  à  partir  duquel  il  peut  y  avoir  bifurcation.  D'ailleurs  à  chaque 
poire  correspond  une  autre  poire,  symétrique  de  la  première  par  rapport  au 
plan  de  l'équaleur  des  ellipsoïdes. 

Si  Ton  suit  la  série  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  en  allant  du  moins  allongé  au 
plus  allongé,  tu  va  en  décroissant,  uJ  est  croissant. 

Si  Ton  suit  la  série  des  poires,  tj  atteindra  soit  un  minimum,  soit  un 
maximum  quand  on  passera  par  l'ellipsoïde  critique.  De  même  pour  b>J.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  stabilité  séculaire,  c'est  que  wj  soit  mi- 
nimum, c'est-à-dire  plus  pelit  pour  l'ellipsoïde  de  Jacobi  critique  que  pour  leî» 
autres  poires. 

c(  Si  (uj  est  minimum,  on  aura  pour  une  valeur  donnée  de  (i>J 

w  inférieure  au  minimum,  i  jacobien  stable, 

n  supérieure  au  minimum,  i  jacobien  instable,  3  figures  pyriformes,  stables 
et  symétriques  l'une  de  l'autre. 

»  Si  ci)J  est  maximum,  on  aura  pour  une  valeur  donnée  de  uJ 

»  inférieure  au  maximum,  i  jacobien  stable  et  deux  figures  pyriformes,  in- 
stables et  symétriques  l'une  de  l'autre. 

»  La  question  est  donc  de  savoir  si  (uJ  est  maximum  ou  minimum;  mais 
elle  ne  peut  être  résolue  que  par  un  calcul  compliqué.  Supposons  qu'une  masse 
fluide  homogène  en  rotation  se  refroidisse  lentement,  elle  prendra  successive- 
ment (dans  la  première  hypothèse  taJ  minimum)  la  forme  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  de  plus  en  plus  aplati,  puis  celle  d'un  ellipsoïde  de  Jacobi,  puis 
celle  d'une  poire. 

»  Si,  au  contraire,  on  venait  à  reconnaître  que  uJ  est  maximum  et  non  mi- 
nimum, on  devrait  conclure  que  cette  masse,  après  avoir  pris  la  forme  de 
divers  ellipsoïdes  de  révolution,  puis  de  divers  ellipsoïde:!  de  Jacobi,  et  avoir 
atteint  finalement  celle  de  jacobien  critique,  subira  tout  à  coup  une  déforma- 
tion énorme  et  une  série  d'oscillations,  par  une  sorte  de  catastrophe  subite. 

»  Diverses  raisons  contribuent  à  rendre  la  première  hypothèse  beaucoup 
vraisemblable;  néanmoins  jusqu'ici  la  preuve  n'est  pas  faite,  et  je  déclare 
tout  de  suite  que  je  ne  l'apporte  pas  dans  le  présent  travail. 

»  Mais,  quelle  que  soit  l'hypothèse  qui  doive  triompher  un  jour,  je  tiens  à 
mettre  tout  de  suite  en  garde  contre  les  conséquences  cosmogoniqucs  qu'on 
pourrait  en  tirer.  Les  masses  de  la  nature  ne  sont  pas  homogènes,  et,  si  l'on 
reconnaissait  que  les  figures  pyriformes  sont  instables,  il  pourrait  néanmoins 
arriver  qu'une  masse  hétérogène  fût  susceptible  de  prendre  une  forme  d'équi- 
libre analogue  aux  figures  pyriformes,  et  qui  sérail  stable.  Le  contraire  pourrait 
d'ailleurs  arriver  également. 

»  A  la  suite  d'une  correspondance  que  j'ai  eue  avec  M.  Darwin,  nous  nous 
hommes  mis  l'un  et  l'autre  à  étudier  la  question  cl,  pendant  qu'il  écrivait  deux 
Mémoires    sur  ce  sujet  et  que  dans   l'un  de  ces  Méniuirch  il  déterminait  les 
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axes  du  jacobicn  criliqiic,  j'obtenais  les  résultats  du  présent  travail.  J'ai  formé 
riné{;alité  qui  doit  être  satisfaite  pour  qu*il  y  ait  stabilité,  mais  je  ne  Pai  pas 
traduite  en  chiffres,  parce  que  je  me  défie  de  mon  habileté  arithmétique  et  que 
je  ne  suis  pas  un  calculateur  assez  sur.  » 

J.  T. 


COMPTES  RENDUS  HBBDOMADAinss  des  séancks  de  l*AcadÉ!jie  des  Sciences 
par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXLIV,   1907  ('). 

Schœnjlies  {AJ),  —  Sur  un  théorème  de  Heine  et  un  théorème 
de  Borel.  (aa-aS). 

A  0430 

L€Cornu{L,).  —  Sur  les  turbines  ù  axe  flexible.  (aS-aS). 
B  1G40 

Ilunvitz  (A.).  —  Sur  les  points  critiques  des  fonctions  inverses. 
(63-65). 
A  3610    3620 

Jtemoundos  (G.).  —  Sur  les  points  critiques  d'une  classe  de  (onc- 
tions. (65-67). 

A  3610    3620 

Boggio  {T.).  —  Sur  les  potentiels  d'un  volume  attirant  dont  la 
densité  satisfait  à  l'équation  de  Laplace.  (67-70). 
A  5600        H  1220 

Merczyng  {G.).  —  Sur  le  mouvement  des  liquides  à  grande  vi- 
tesse par  conduites  très  larges.  (70-72). 
n  2810 

Seux  (A\).  —  Sur  l'importance  de  l'épaisseur  du  bord  antérieur 
de  l'aile  de  l'oiseau  dans  le  vol  à  voile.   Son  application  aux 
aéroplanes.  (73-74). 
B  28  iO 

(')  Voir  liuUctin,  l.  \\\f,,  p.  ij;. 
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Jacob  {A.),  —  Sur  la  résistance  et  Féquilibre  élastique  des  tubes 
frettés.  (i2i-i23). 

B  3240 

Fréchet  (M.),  —  Sur  l'approximation  des  fractions  par  des  suites 
tt'igonométriques  limitées.  (la/J'ï^o). 
A  3210    5610 

Vlahavas  (/.).  —  Sur  les  hélices  de  propulsion.  (125-128). 
B  2840 

Ferrer  (F,).  —  Sur  les  hélices  propulsives  (i28-i3o). 
B  2840 

Duhem  (P.).   —   Sur  la  propagation   des   quasi-ondes  de  choc. 

(i79-,8,). 

B  24G0    3220 

Waelsch,  —  Sur  les  fonctions  sphériques  et  leurs  multipèdes. 

(186-189). 

A  4420    5G20 

Ocagne  {M,  d*),  —  Sur  la  représentation  par  points  alignés  de 
Téquation  d^ordre  nomographique  3  la  plus  générale.  (190-192). 
A  0090 

Kœnigs  (G.).  —  Sur  la  courbure  des  courbes  enveloppes  dans  le 
mouvement  le  plus  général  d^in   corps   solide  dans  l'espace. 

('92-194)- 
A  8420    8440 

Zoard  de  Geôczc.  —  Quadrature  des  surfaces  courbes.  (253-256). 
A  8460 

Tsoucalas  (P.)  et  Vlahavas  (/.).  —  Etude  comparative  des  héli- 
coptères et  des  aéroplanes.  (257-259). 
B  2810 

Lebesgue  (//).  —  Sur  le  problème  de  Dirichlel,  (3 1 6-3 18). 
A  5G60 
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Baire  (/?.).  —  Sur  la  non-applicabilité  de  deux  continus  h  n  et 
n  -+-p  dimensions.  (3i8-32i). 
A  0430    3Î10 

Blum  {G.),  —  Appareil  simple  reproduisant  toutes  les  particula- 
rités de  l'expérience  de  Foucault  sur  la  rotation  de  la  Terre. 
(364-366). 
B  1G40 

Afailtet  (B.).  —  Sur  les  fonctions  quasi-entières  et  quasi-méro- 
roorphes.  (366-367). 
A  3G10 

Uoulroux  (P*).  —  Sur  la  croissance  des  intégrales  des  équations 
diOerentielles  du  premier  ordre.  (368-3^1  ). 
A  4870 

Kœnigs  (O.).  —  Construction  du  rayon  de  courbure  des  courbes 
enveloppes  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps 
solide.  (3^1-373). 

A  8420    8440 

Remy  (L,).  —  Sur  certaines  surfaces  algébriques  liées  aux  fonc- 
tions abéliennes  de  genre  3.  (4i2-4i4)* 
A  7G50    8060 

Jouguet,  —  Remarque  sur  les  ondes  de  choc.  Application  à  Tonde 
explosive.  (413-417)- 
B  2460    3220 

Crussard,  —  Sur  quelques  propriétés  de  Tonde  explosive.  (417- 
420). 
B  2iG0    3220 

Niels  Nielsen,  —  Sur  les  formules  d'addition  des  fondions  sphé- 
riques.  (477-479). 

A  4420    5620 

Kœnigs  (G.),  —  Sur  les  déformations  élastiques  qui  laissent  in- 
variables les  longueurs  d'une  triple  infinité  de  lignes  droites. 

(537-560). 

A  8Î20 
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Crussard  tl  Jouguet.  —  Sur  les  ondes  de  clioc  el  combiisllon. 
Stabilité  de  Tonde  explosive.  (56o-563). 
B  2460    3220 

Biesz  {F.),  —  Sur  les  systèmes  orlliogonanx  de  fonctions.  (6i5- 
6.9). 

A  5G20    4170 

Lalesco  {T,).  —  Sur  les  solutions  périodiques  des  équations  dif- 
férentielles linéaires.  (619-622). 
A  44G0    4850 

Lebesguc  (ff-)-  —  Sur  le  problème  de  Diriclilet.  (622-623). 
A  5660 

Remy  (L,).  —  Sur  une  surface  du  sixième  ordre  liée  aux  fonctions 
abéliennes  de  genre  3.  (623-620). 

A  8000    7650 

Barré  (G.).  —  Sur  les  hélices  considérées  comme  génératrices 
d'une  surface.  (62J-628). 

A  8450 

mileret  (C).  —  Sur  la  méthode  des  isopérimèlres.  (628-630). 
A  3220    6810 

Elève  {A.),  —  Sur  les  aéroplanes.  (63o-632). 
B  2840 

Jouguet.  —  Sur  les  ondes  de  choc  et  de  combustion  spliériques. 

(632-633). 

B  2400    3220 

Boussinesq  (/.).  —  Théorie  approchée  de  Técoulement  sur  un 
déversoir  vertical  en  mince  paroi,  sans  contraction  latérale  et  à 
nappe  libre.  (668-671). 

B  2810 

Lecornu{L.),  —  Sur unegénéralisationdu  mouvementde  Poinsot. 

(678-680). 

B  1620 
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Ferrer  {F,).   -^  Sur   le   coefficienl  de   la  résistance  de    fair  à 
adopter  dans  un  |)rojel  d*aëropldne.  (680-682). 
B  2840 

Boussinesq {J,).  —  Calcul  de  la  con<traclion  intérieure  delà  nappe 
sur  un  déversoir  en  mince  paroi  el  de  hauteur  modérée,  à  nappe 
libre,  armé  à  sa  partie  supérieure  d'une  plaque  horizontale  re- 
jetant vers  Tamont  les  filets  fluides  inférieurs.  (705-709). 

B  2810 

Buhl{A.),  —  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  sommation  de 
M.  Borel.  (710-712). 

A  3610 

Barré  (G.).  —  Sur  la  surface  engendrée  par  une  hélice  circulaire. 

(727-730). 

A  8450 

Stekloff  (  n.).  —  Sur  un  problème  d'Analyse  intimement  lié  avec 
le  problème  du  refroidissement  d*une  barre  hétérogène.  (7v3o- 
733). 
A  5620        C  2050 

Biesz  (F.),  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  de  fonctions  et 
Téquation  de  Fredholm.  (73.^-736). 

A  4170    5620 
Krebs,  —  Appareil  pour  la  mesure  de  Técoulement  des  liquides. 

B  2800 

Gambier  (B.).   —   Sur    les  équations   dilTérentielles  du   second 
ordre  et  du  premier  degré  dont  l'intégrale  est  à  points  critiques 
fixes.  (827-830). 
A  4870 

Popovici.  —  Sur  les  équations  aux  intégrales  réciproques  (83o- 
832). 
A  4830 
8uU,  des  Sciencet  mathém.,  a*  %ér\e,  t.  XXXIl.  (Avril  1908.)  K.4 
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Humbert  (G.).  —  Sur  les  représentations  d'un  entier  par  une 
somme  de  dix  ou  douze  carrés.  (874-878). 
A  2840    4040 

Goldziher  (C).  —  Sur  la  nature  analytique  des  solutions  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (887- 
889). 
A  4840    3280 

Krygowski  {Z.),  —  Sur  le  développement  des  fonctions  hvper- 
elliptiques  en  séries  trigonométriques.  (889-892). 

A  4070    5610 

Barré  (E.).  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circu- 
laire. (89^2-895). 
A  8420    84M) 

Ocagne  {M.  cT).  —  Sur  la  représentation  de  Téquation  d'ordre 
nomographique  3  la  plus  générale  par  un  nomogramme  conique. 

(895-898). 

A  0090 

Jacob.  —  Intégromètre  à  lame  coupante.  (898-900). 
A  0080    4820 

Brunhes  (B.).  —  Action  d'un  courant  aérien  horizontal  sur  un 
tourbillon  vertical  (900-902). 

B2840 

Gambier  (B.).    —  Sur  les   équations   différentielles   du   second 
ordre  et  du  premier  degré  dont  l'intégrale  générale  est  à  points 
critiques  fixes.  (962-964). 
A  4870 

Michel  (Ch.),  —   Sur  certaines  congruences   de  droites.  (965- 
966). 
A  8455 

Crémieu  (  I  .).  —  Dispositif  aulo-amortisseur  du  roulis  des  na- 
vires. (966-969). 

B  2850 
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Picard  (E,).  —  Sur  une  équation  fonclionnelle  se  présentant 
dans  la  théorie  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles, 
(i  010-1012). 

A  4840    4470 

Maillet  {E,),  —  Sur  les  fractions  continues  arithmétiques  et  les 
nombres  transcendants.  (loso-ioaa). 
A  2815    2920 

Fischer  (E.),  —  Sur  la  convergence  moyenne.  (102a- 1024). 
A  3220    5620 

Bernstein  (S.).  —  Méthode  générale  pour  la  résolution  du  pro- 
blème de  Dirîchlet.  (i  025-1027). 
A  5660 

Ocagne  {iU.  (V).  -—  Sur  la  représentation  des  équations  d'ordre 
nomographique  \  à  trois  et  quatre  variables.  (1027-1030). 
A  0090 

Canovetti,  —  Sur  la  résistance  de  Tair  au  mouvement  des  corp«. 
(io3o). 
B  2860 
DaiUriche.  —  Vitesse  de  détonation  des  explosifs.  (io3*o-io32). 
B  0160 

Benoît  (/?.),  Fabry  (C/i.),  Perot  (À.).  —  Nouvelle  détermina- 
tion du  mètieen  longueurs  d'onde.  (1082-1086). 

B0120 

Iladamard  (J,).  —  Sur  la  variation  des  intégrales  doubles.  (1092- 
1094). 

A  3280 
Carlan  (E.).  —  Les  groupes  de  transformation  continus.  (1094- 

A  1230 

Barré.  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire. 

(1097-1099). 
A  8480    8450 
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Fischer  (E.),  —  Applicalîon  d'un  théorème  sur  la  convergence 
en  moyenne.  (ii48-ii5i). 

A  3220    5620    0430 
Brillouin  (^.).  —  Sur  la  viscosité  des  fluides,  (i  i5i-i  i53). 

B  3650 

Carathéodory  (C).  —  Sur  quelques  applications  du   théorème 
de  Landau-Picard,  (i 208-1206). 

A  3610    4410    8840 

Goursat  {E,).  —  Sur  les  invariants  intégraux,  (i  206-1 209). 

A  5240 

Tzitzéica  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces.  (iîSj- 
1209). 

A  8830 

Stekloff  {IV.).  —  Sur  une  méthode  nouvelle  pour  résoudre  plu- 
sieurs problèmes  du  développement  d'une  fonction  arbitraire 
.  en  séries  infinies.  (i329-i332). 

A  3220    5620 

Barré.  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire. 
(i332-l334). 

A  8480    8450 

Filiaux  {L,).  —  Sur  l'intégration  mécanique  de  l'hodographe. 
(i334-i336). 

A  0080        B  0160 

Itiesz  (F.).  —  Sur  une  espèce  de  géométrie  analytique  des  sys- 
tèmes de  fonctions  sommables.  (i 409-141 1). 
A  5620    0430    3190 

Korn  (A.).  —  Sur  l'équation   fonctionnelle   de   M.  Fi'cdholm. 
(i4ii-i4i4). 
A  4470 

Fréchet  (AL).  —  Sur  les  ensembles  de  fonctions  et  les  opérations 
linéaires.  (i4i4->4i6). 
A  5010    5620    0430 
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Tome  GXLV. 

Humbert  (G.)-  —  Quelques  formules  relatives  au  nombre  de 
classes  des  formes  quadratique^  (5-io). 
A  2830    285K)    4050 

Boussinesq  (7.).  —  Théorie  approchée  de  l'écoulement  sur  un 
déversoir  vertical  en  mince  paroi,  sans  contraction  latérale  et  à 
nappe  noyée  en  dessous.  (io-i4). 
B  2800    2810 

Fabry(E,),  —  Courbes  algébriques  a  torsion  constante.  (47-49)- 
A  7660    8440 

Boutroux  (/^.).  —  Sur  les  intégrales  de  Téquation  dilTérenlielle 

y4-A2j^2^.\37'=o.  (So-Sa). 

A  4870 

Boussinesq  (/.).  —  Théorie  approchée  de  l'écoulement  sur  un 
déversoir  avec  armature  (ou  analogue  à  l'ajutage  rentrant  de 
Borda)  et  à  nappe  noyée  en  dessous.  (ioi-io3). 
B  2800    2810 

Denjoy  {A.).  —  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini.  (106- 
108). 

A  3610 

Barré,  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire. 
(i6i-i63). 

A  8480    8450 

Carathéodory  (C.)  et  Fejér  {L.).  —  Remarques  sur  le  théorème 
de  M.  Jensen.  (i63-i65). 
A  3610 

Korn(A.).  —  Sur  un  problème  fondamentat  dans  la  théorie  de 
l'élasticité.  (i65-i68). 
A  5655    5660        B  3200 
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Ségiiier  (de).   —  Sur  les  représentations  linéaires  homogènes 
des  groupes  finis.  (3o3-3o5). 
A  1210 

Chazy,  —  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième  ordre  à 
points  critiques  fixes.  (3o5-oo8). 
A  4880 

Garnier  {R.)*  —  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième 
ordre  dont  Tintégrale  est  uniforme.  (3o8-3i  i). 
A  4880 

âfassau  (/.).  —  Sur  la  représentation  des  équations  entières  de 
degré  quelconque.  (3i  i-3i4). 
A  2400    0840 

Rémoundos  (C).  —  Sur  les  courbes  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles. (386-387). 
A  4870 

Claude  (G.).  —  Sur  des  accidents  constatés  pendant  la  manipu- 
lai ion  de  Toxygène  comprimé.  (387-389). 
B  0090 

Levi'Civita  (  T.).  —  Sur  le  mouvement  de  Télectricité  sans  liaisons 
ni  forces  extérieures.  (417-422). 

C  4040 

Fejér  (L»).  —  Sur  la  racine  de  moindre  module  d'une  équation 
algébrique.  (459-461). 
A  2420 

Jouguet.  —  Sur  les  fluides  physiquement  semblables.  (475-477). 
B  2020    2400 

Jouguet.  —  Sur  la  résistance  de  l'air.  (5oo-5o2). 
B  2020    2840 

Breguet  (L,),  Breguet  (J,)^  Richet  (C).  —  D'un  nouvel  appa- 
reil d'avialion  dénommé  gyroplane.  (523-5'24). 
B  '2840 
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Jttesz  (M,).  —  Sur  les  séries  trigonométriques.  (583-586). 
A  5610    0130 

Buhl  (A.)»  —  Sur  la  sommabIli(é  des  séries  de  Laurent.  (6i4- 
6.7). 

A  3G00    3G10 

Délassas  (E.),  —  Sur  les  invariants  des  systèmes  différentiels. 

(617.619). 
A  5240 

Boggio  (T,),  —  Un  théorème  sur  les  équations  intégrales.  (619- 
622). 
A  4470 

Ilunibert  (G.).  —  Quelques  formules  relatives  aux  minima  des 
classes  de  formes  quadratiques,  binaires  et  positives.  (654-658). 
A  2830 
Goursat{E,),  —  Sur  les  équations  intégrales.  (667-670). 
A  4470 

Boutroux  (P.)'  —  Sur  les  intégrales  de  Téquation 
y-^Atjrt-h  A,^»=o. 

(670-673). 

A  4870 

Boutroux  {P')>  —  Sur  les  points  critiques  transcendants  et  sur 
les  fonctions  inverses  des  fonctions  entières.  (708-710). 

A  3600    3610 
Bagnera  (G,)  et  de  Franchis.  —  Sur  les  surfaces  hjperellip- 
tiques.  (747-749)- 
A  8060    1230 

Popovici.  {€.)  —  Sur  les  fonctions  adjointes  de  M.  Buhl.  (747- 
752). 
A  5210 

Goursat  (E.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  intégrales. 
(752-754). 

A  ^20 
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Maillet  (£*.)•  —  ^"■'  '^*  fractions  conlinues  algébriques.  (788- 
789). 
A  3610    3G30 

Myller  {A.).   —    Sur   les   solutions   périodiques   de    Féqualion 

Aw-hXa(:r,j^,  z)ii  =  o.  (790-792)- 
A  4070 

Lalesco  {T,),  —  Sur  Tordre  de  la  fonction  entière  D(X)  de  Fred- 
holin  (906-907). 
A  447U    3610 

ileywood  {B.),  —  Sur  quelques  poinls  de  la  théorie  des  fonction» 
fondamenlales  relatives  à  certaines  équations  intégrales.  (908- 
910). 
A  4470 

A/on  tel  (P.),  —  Sur  les  points  singuliers  des  séries  convergentes 
de  fonctions  analytiques.  (910-913). 
A  3630 

Dulac  {II')'  —  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales  passant 
par  un  point  singulier  d\ine  équation  diflTérenUelle.  (913-913). 
A  4870 

Iliimbert  (G.).  —  Rapport  sur  le  prix  Bordin.  (981-983). 
A  8050    4060 

Patnlevé  (P.)'  —  Rapport  sur  le  prix  Vaillant.  (983-986). 
A  5660    3280 

Picard  (E.).  —  RappoU  sur  le  prix  Vaillant.  (986-988). 
A  56G0 

Poincaré{H,),  —  Rapport  sur  le  prix  Vaillant.  (988-991). 
A  56G0 

Lévy  {M')'  —  Rapport  sur  le  prix  Montyon.  (991). 
B  36-20    1610 

Darboux  (0,),  —  Rapport  sur  le  prix  Binoux.  (io56). 
A  0010 


Digitized  by 


Google 


HEVUE  DES  PUBLICATIONS.  5; 

Darboiix  (G.).  —  Rapport  sur  le  prix  Sainloiir.  (1009). 

A  1210 
Darboux  (G.).  —  Rapport  sur  le  prix  Petit  d'Onnoy.  (loSg). 

A  5G30        B  2050 
Académie  des  Sciences.  —  Prix  Bordin  (pour  1909).  (1068 )• 

A  80(30 

Académie  des  Sciences.  —  Grand  prix  des  Sciences  mathéma- 
tiques pour  1910.  (1069). 

A  3640 
Académie  des  Sciences.  —  Prix  Fournejron  pour  19.10.  (1071). 

n  3260 
Tzitzéica.  —  Sur  certaines  surfaces  réglées,  (i  i32-i  i33J. 

A  8830 

Buhl  {A.).  —  Sur  la  permutation  des  intégrales  d\in  système 
d'équations  différentielles,  (i  i34-i  137). 

A  4800    5230 

Lalesco  (T.).  —  Sur  la  fonction  D(X)  de  Fredholm.  (1  i36-i  137). 

A  4470 

lUquier.  —  Sur  les  systèmes  dY^quations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  conduisent  :  1^  Tétude  des  déformations  finies  d'un 
milieu  continu  dans  l'espace  à  n  dimensions;  u"  la  détermi- 
nation des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  à  n  variables, 
(i  137-1 139). 

A  4830 

Cosserat  {L\)  et  Cosserat  {P\).  —  Sur  la  Mécanique  générale. 
(1139-1 142). 
A  5240        B  2000 

Bertin.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  intitulé  :  «  Etude  sur  les 
mouvements  d'eau  qui  peuvent  se  produire  au  contact  et  au 
voisinage  d'une  paroi  plane  verlicale  »,  par  MM.  Portant  et 
Le  Besnerais.  (i249-i25:*<). 

B  2180    2850 
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Jacob  (Colonel).    *—  Ft>nclionneineiU  de   Tupparcil   qui    permet 
riiité<^riUion  numérique  de  Téquation  de  Kiccali.  {\'ào^). 
A  0080 

Egorov  (O,),  —  Sur  lu  iransformation  de  Laplace  et  les  systèmes 
conjugués  persistants.  (i»56-i259). 
A  8830 

Séguier  {de).  —  Sur  la  théorie  des  matrices.  (1209-1260). 
A  0850 

Saitikoiv  (M).  —  Sur  les  transformations  infinitésimales  et  les 
fonctions  adjointes.  (1260-1262). 
A  5230 

Chazy  (/.).    —   Sur    les   équalions  difTérentielles   du    troisième 
ordre  à  points  critiques  fixes.  (1263-1266). 
A  4840 

IVaelsch  (E,),  —  Sur  les  invariants  différentiels  vectoriels  et  la 
théorie  des  formes  binaires.  (1396-1399). 
A  5240    4420    0S40 

Maillet  (E.).  —  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  une  somme 
de  puissances  huitièmes  d'entiers.  (1399-1400). 
A  28G0 

Ilolmgren  (E,),  —  Sur  Téquation  ^  =  -^.  Note.  (i4oi-i4o3). 
A  5050    5G0O 

Cartan  (E.).  —  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  sur- 
face courbe  (i4o3-i4o6). 
\  8400 

Boulroux  (P-)'. —  Sur  les  fonctions  inverses  des  fonctions  en- 
tières, (i  406-1 489). 
A  3610    3620 

Cosserat  {Eugène  et  François).  —  Sur  la  statique  de  la  ligne 
déformuble.  (i 409-1  ^12). 

B  v:m  2000 

J.  T. 
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Ml!]M(3IUl!!   iiKLLA  S3CIBTA    Italiwa   dkllk  Scirnzk,   fondata   «la   Anton- 
Mcirio  Lorgna,  ora  rcsideiitc  in  Modena  (*).  2*  série,  in-4*. 

Tome  I;  186-i. 
Modena,  R.  lip.  governativa. 

Blanchi  (G.),  —  [I  1,  2].  Propriélés  et  relations  des  nombres 
entiers  et  com|)()sés,  avec  les  chilTres  simples  ou  les  éléments 
dont  Ils  se  composent.  Mémoire  I  (i-36). 

Blanchi  (G,).  —  [l  1,2],  Appendice  [au  Mémoire  précédent] 
(207-218). 

Afainardi  (G,).  —  [C  2  réf.  J  3].  Sur  les  conditions  d'lntéj;rabi- 
lité  des  fonctions.  (79-90). 

Conditions  pour  qu'il  soil 

Toriolini  (B,).  —  [F  t)  b].  Sur  la  division  des  arcs  d'une  courbe 
du  quatrième  ordre,  représentée  par  Féquation 

(91-104). 

Bellavitis  (G.).  —  [B  12  rf].  Le  calcul  des  quaternions  de  W.-R. 
Ilamiiton,  et  sa  relation  avec   la  méthode  des  équipoliences. 

(126-186). 

Tome  II;  1866. 
Modena,  tip.  deir  erede  Soliani. 

Marianini  (P.-D.).  —  [K].  Soixante-quinze  porismes  tirés 
presque  tous  de  l'Ouvrage  de  Chasies  intitulé  :  Les  trois  Livres 
des  porismes  d^Euclide,  etc.  et  démontrés  la  plupart  avec  une 
méthode  qui,  à  la  suite  de  certaines  considérations,  semble  avoir 
été  probablement  employée  par  Euclide.  (i-i3i,  8  planches). 

(»)  Osl  la  Société  des  XL.  La  première  série  comprend  25  Tomes  et  com- 
mence en  1783. 
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Tardy  (P.).  —  [G  Sy].  Sur  les  quadratures.  (i33-i7a,  une  page 
d'errata). 

Blanchi  (G.).  —  [U].  La  valeur  de  la  latitude  de  Modène  con- 
firmée et  défendue.  (i^S-igo). 

44»  38' 52%  75. 


Troisième  série;  Tome  I,  première  Partie. 
Firenze,  Stamperia  reale,  1867. 

Secc/ii  (A.).  —  [U].   Sur  les  spectres  prismatiques  des  étoiles 
fixes.  (67-152,  3  planches). 

SchiaparelU  (G.-V.).  —  [U].   Notes  et  considérations  sur  la 
théorie  astronomique  des  étoiles  filantes.  (  153-384)  4  planches). 

Turazza  {D,).  —  [R  8].  Recherches  sur  les  axes  de  rotation  et 
sur  le  mouvement  des  systèmes  rigides.  ( 285-3 1 1). 


Tome  I,  seconde  Partie. 
Firenze,  Stamperia  reale,  1868. 

Dini  (U,).  —  [O  5J.  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  sur- 
faces. (l'j-g'A). 

Représentation  d'une  surface  par  une  autre  en  général.  Application  à  la  re- 
présentation sphérique,  el  déduction  de  la  théorie  de  la  courbure.  Démonstra- 
tion des  formules 

^  d  lofç  \/K'       dr^ 

,  d  log  VG'       rfr, 


d\o^yJ^ rj  ^  ^ 


(2)  —        '-        ^"^  ^^ 

^ 

du       ~^  du 


\/'j        r,/        ''••  '^•-  ' 


l'auteur  en  déduit  des  théorèmes  concernant  des  surfaces  dont  les  rayons  de 
courbure  d'un  système  sont  constants  sur  les  courbes  de  l'autre  système,  et  aussi 
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la  relation 

/J._l\_ll! '11  +  -Il  -H  -  -HJLl  -  a, 

\r,        i\)        dudif  du     dv         du     dv 

qui  caractérise  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  forment  un  double  sys- 
tème isotherme,  et  qui  est  toujours  satisfaite  par  les  surfaces  à  courbure  moyenne 

constante.  Par  l'échange  de  —  >  —  en  r,,  /\  (et  de  E,  G  en  K',  G')  on  a  l'équa- 
tion 

_      >  flP  (  r,  -4-  r,  )        dt\  di\       dr^  dr^  _ 
^''»      '"^      dudv      '^  du    di'        du    dv  ~  °' 

pour  les  surfaces  chez  lesquelles  les  représentations  sphériques  des  lignes  de 
courbure  sont  isothermes,  et  à  cette  équation  satisfont  toujours  les  surfaces  mi- 
nima,  et  aussi  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Ensuite  Tauteiir  déduit  des  (i)  le  théorème  de  Weingarten  :  Si  deux  systèmes 
de  lignes  orthogonales  u,  v  de  la  sphère  sont  tels  qu'on  ait 

^  „      du^  dv^ 


ils  correspondent  aux  lignes  de  courbure  d*une  sur/ace,  sur  laquelle  les 
rayons  de  courbure  sont 

r,=  e(A) 

r,  =  e(Ar)-Aa'(A), 

et  le  théorème  réciproque;  puis  il  ajoute  le  théorème  suivant,  en  le  déduisant 
des  (  a ) : 

Si  dans  une  surface  Vun  des  rayons  de  courbure  est  une  fonction  de  Vautre  ^ 
on  peut  prendre  les  paramètres  u,  v  des  lignes  de  courbure  de  manière 
que,  en  les  prenant  pour  lignes  coordonnées,  l'é/e'ment  linéaire  soit 


,  ,      du^  dv- 


étant 


h'        fi'ihy 


T-^Hhh 
'a 

1.  r^ô(/t)-/«0'(/i), 

et  la  relation  entre  /*„  /*,  étant  celle  que  Ton  obtient  dU'ci  par  Vélimination 
de  h. 

Suit  un  théorème  général  relatif  aux  surfaces  sur  lesquelles  il  y  a  deux  sy- 
stèmes de  lignes  orthogonales  ayant  constantes  les  courbures  géodésiques;  l'au- 
teur en  déduit  la  forme  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère  lorsqu'on  prend  pour 
lignes  coordonnées  deux  systèmes  de  cercles  orthogonaux.  On  en  obtient  comme 
conséquence  le  théorème  de  La  grange  que,  en  représentant  une  surface  de 
révolution  sur  une  sphère  ou  sur  un  plan,  de  manière  que  les  angles  soient 
conservés,  si  les  lignes  correspondant  aux  méridiens  sont  des  cercles,  celles 
qui  correspondent  aux  parallèles  le  sont  aussi;  et  que,  dans  les  surfaces  mi- 
ni ma,  si  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes,  celles  de  Vautre  le 
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sont  aussi.  Par  TappIicalioD  des  théorèmes  précédents  et  de  celui  de  WVingarten 
on  trouve  des  classes  de  surfaces  dont  Tun  des  rayons  de  courbure  est  une 
fonction  de  Tautre,  et  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  Ce  sont 

I*  Les  surfaces  de  révolution, 

a*  Les  surfaces  moulures  dont  la  directrice  est  plane, 

3*  Les  surfaces  minima  à  lignes  de  courbure  planes, 

4*  Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes,  dont  les  rayons  de  courbure  sont 
liés  par  la  relation  qu*on  obtient  en  éliminant  A*  entre  les  deux  relations 

r,=  r  A-  -h  YY'  ïog(  ^'  -  y'  )  +  T*. 

»        ^      A-  —  Y 

où  Yi  y'  T"  ^^^^  ^^^  constantes. 

Après  cela  Tauteur  cherche  les  équations  en  termes  finis  des  surfaces  ayant 
les  lignes  de  courbure  planes  et  trouve  les  coordonnées  des  points  de  la  sur- 
face exprimées  par  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  et  avec  deux  fonctions 
arbitraires,  chacune  d^une  seule  variable,  'de  manière  que  la  détermination  de 
ces  fonctions  ne  dépend  que  de  quadratures.  Comme  application  il  trouve  que 
les  surfaces  non  de  révolution  à  lignes  de  courbure  planes  et  isothermes  sont  : 
les  surfaces  cycliques  de  Dupin,  les  surfaces  minima  à  lignes  de  courbure 
planes  et  deux  autres  classes  de  surfaces  dont  il  donne  les  équations  en  termes 
finis.  Puis  il  démontre  que  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  circulaires  sont 
les  seules  dont  les  rayons  de  courbure  sont  constants  sur  les  lignes  correspon- 
dantes, et  enfin  il  fait  la  démonstration  de  la  formule  de  Bonnet  relative  aux 
rayons  de  courbure  des  asyinptotiques,  sur  les  surfaces  à  courbures  opposées. 

Secchi  (A.).  —  [U].  Sur  la  grande  nébuleuse  de  6'  Orion.  (99- 
]34)  une  planche). 

Betti  (iE*.).  —  [T  4  c].  Sur  la  détermination  des  températures 
dans  les  corps  solides  et  homogènes.  (160-190). 

Les  températures  étant  connues,  à  un  temps  donné,  en  tout  point  du  corps, 
et  en  certains  points  de  la  surface  pour  tout  le  temps  qu'on  prend  à  consi- 
dérer, tandis  que  d^autrcs  parties  sont  exposées  à  Pair  libre,  dont  on  connaît  la 
température,  la  détermination  des  températures  se  réduit  à  l'intégration  de 
l'équation 

avec  des  conditions  données  aux  limites.  L'auteur  prouve  qu'il  y  a  toujours 
une  fonction,  et  une  seule,  du  temps  et  des  points  du  corps,  satisfaisant  aux 
conditions  imposées.  Pour  l'intégration  il  suit  la  méthode  de  la  fonction  mul- 
tiplicatricc,  qu*on  emploie  aussi  dans  d'nulrcs  parties  de  la  Physique  ma- 
thématique, et  qui  est  propre  à  mettre  en  évidence  qu'à  tout  phénomène  ds 
propagation  continue  en  correspond  uo  autre  identique  dû  à  une  action  à  dis- 
tance. Ensuite  il  détermine  les  températures  slationnaires  d'une  sphère  ayant 
en  un  point  a'  une  source  constante  de  chaleur,  et  dont  la  surface  est  main- 
tenue à  7.éro;  la  température  cherchée  est  égale  à  la  fonction  potentielle  de  a' 
et  du  point  réciproque  de  x'  par  rapport  à  la  sphère,  en  supposant  qu'on   ait 
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en  ces  cleax  points  deux  forces,  Tune  rl'allraction  et  l'autre  de  répulsion,  agis- 
sant suivant  la  loi  newtonienne,  et  dont  les  inlcnsilcs  soient  dans  le  rapport 
de  r'  à  R,  étant  K  le  rayon  de  la  splièrç  et  r  la  dislance  de  a'  au  centre;  le 
flux  permanent  de  la  chaleur  en  tout  point  de  la  sphère  est  égal  en  intensité 
et  direction  à  raction  que  ces  forces  exerceraient  sur  ce  point.  Même  recherche 
pour  le  cas  d'une  demi-sphère,  dont  la  partie  plane  est  maintenue  à  des  tem- 
pératures données  et  la  partie  sphérique  à  l'air  libre. 

En  supposantes  températures  variables,  l'auteur  traite  le  casd*an  parallélé- 
pipède rectangle  et  celui  d'une  sphère  ou  d'une  couche  comprise  entre  deux 
sphères  concentriques,  en  supposant  que  la  surface  soit  maintenue  à  des  tem- 
pératures données  quelconques.  La  fonction  dont  dépendent  les  températures 
dans  le  corps  est  exprimée  par  les  fonctions  jacobiennes.  De  la  même  fonction 
multiplicatrice  dépend  la  détermination  des  températures  dans  le  cas  d*une 
sphère  très  grande  (cas  des  corps  célestes)  même  lorsqu'on  lient  compte  des 
variations  (avec  le  temps)  de  la  température  de  l'espace  traversé  par  le  corps; 
l'auteur  donne  les  températures  des  difTérentes  couches  du  corps,  exprimées 
par  deux  intégrales  définies,  l'une  simple  et  l'autre  double,  où  entrent  les 
fonctions  jacobiennes.  De  la  formule  convenant  à  un  temps  très  grand,  compté 
depuis  le  commencement  du  refroidissement,  il  déduit,  par  une  transformation 
do  premier  ordre  des  fonctions  jacobiennes,  une  autre  formule  qui  convient 
aux  temps  rapprochés  de  ce  commencement. 


Tome  II. 
Firenze,  Stamperia  reale,  1 869-1 876. 

Dini  ((/.).   —  [O  o].  Reclierclies  sur  la   ihéorie  des  surfaces, 
(i-^i)  [publiée  en  1869]. 

L*auteur  fait  encore  des  applications  des  formules  données  dans  le  Mémoire 
précédent  (Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  surfaces;  t.  I,  a*  partie, 
1868,  p.  17): 

/  ,  .d  W^  s^       dr. 

(I)  ^ 


\  ('•.-'•= 


d  loy  y/ G     ^    dr,  ^  ^ 
du  du 


Si  Ton  a  sur  la  sphère  les  lignes  orthogonales  u  et  r,  pour  lesquelles 
ds'^  =  F/  du^  -h  C  dv-y 

et  r,,  r,  satisfont  aux  (1),  et  si  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  des  points  de  la 
sphère,  exprimées  par  li,  t^,  il  y  a  une  seule  surface  dont  les  cosinus  de  la  nor- 
male sont  Y,  Y,  Z,  les  rayons  de  courbure  r^f  r,,  et  les  lignes  de  courbure  sont 
les  u,  V  correspondant  aux  u,  v  sphériques.  Les  équations  de  cette  surface 
s'obtiennent  par  des  quadratures 


'XJ'''^''"'^''''^''')^^ 
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Le  problème  :  étant  donné  un  système  de  valeurs 

trouver  les  sur/aces  correspondantes,  en  supposant  que  les  u,  v  soient  leurs 
lignes  de  courbure,  n'est  pas  possible  en  général,  et  l'auteur  indique  le  moyen 
de  le  résoudre  lorsque  la  condition  de  possibilité  est  satisfaite.  Par  ces  obser- 
vations fauteur  est  amené  à  donner  une  propriété  relative  aux  surfaces  à  lignes 
de  courbure  planes,  et  en  particulier  aux  surfaces  minima  à  lignes  de  courbure 
planes  et  n'étant  pas  de  révolution.  Ces  dernières  forment  une  classe  complète 
de  surfaces  dont  les  points  se  correspondent  de  manière  que  les  lignes  de  cour- 
bure sont  correspondantes  et  les  rayons  de  courbure  aux  points  correspondants 
sont  égaux. 

Suit  un  théorème  sur  les  développées  par  rapport  aux  lignes  de  courbure  v 
/les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  satisfont,  sur  les  v,  à  une  relation 
donnée  r,  =  9(r„w).  Sur  ces  développées,  les  lignes  r,  =  const.  ont  même 
courbure  géodésique  aux  points  qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  de  r,  et 
de  v;  et  en  ces  points  les  surfaces  développées  ont  même  courbure.  Ces  surfaces 
développées  se  distribuent  en  classes  complètes  de  surfaces  applicables  les  unc< 
sur  les  autres,  ce  qui  permet  de  faire  dépendre  les  problèmes  sur  les  surfaces 
applicables  de  ceux  sur  les  développées,  et  réciproquement;  une  application  en 
est  la  recherche  des  surfaces  gauches  dont  les  génératrices  peuvent  se  réduire, 
par  une  déformation  des  surfaces,  à  des  lignes  planes  ou  à  des  hélices  cylin- 
driques; Fauteur  trouve  que  cela  n'a  lieu  que  pour  les  surfaces  gauches  appli- 
cables sur  une  surface  gauche  minima;  et  Ton  a  le  premier  cas  (lignes  planes) 
lorsqu'elles  deviennent  de  révolution,  les  génératrices  devenant  les  méridiens; 
le  second  (hélices  cylindriques)  lorsqu'elles  se  transforment  en  certaines  sur- 
faces dont  Tauteur  donne  les  équations  en  termes  finis  et  qui  sont  un  nouveau 
système  de  surfaces  applicables  sur  la  surface  gauche  minima.  Dans  ce  but 
l'auteur  trouve  les  coordonnées  X(u,  v),  Y(m,  v),  Z(k,  v)  des  points  et  rélé- 
ment  linéaire  de  la  sphère,  en  supposant  les  a,  v  orthogonales,  et  que  les  v 
soient  un  système  de  cercles  (non  de  grands  cercles)  dont  le  rayon  r  est  fonc- 
tion de  V.  Les  surfaces  du  système  mentionné  sont  les  développées  de  deux 
classes  de  surfaces  dont  la  première  est  donnée  par 


(0 
étant 


(A) 


X  =  y/ 1  —  r* cos  v  -h  r  sin  v  lang  h  l  u  -f-  ^ — ^ —  vU 
i  =  v  I  —  /-sMi  t^  —  ;•  cos  V  tang  h  I  u  -f- ; —  v  I, 


r,  =  a  -h 


sin  hyu  -h ; —  r J  , 
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et 


r,  =  a  —  p  sio  A  I  u  +  ^ vjt 


où  a  cl  ^  soni  des  fonctions  de  i^.  La  seconde  classe  est  donnée  aussi  par  les  (i), 
où 

X  =  v/i  —  r^sin  ç  -+-  r  cos  9  tang  A  (a  —  H), 


(B)  l  Y  =  /i--r*cosf  —  rsinf  tang  A(w  — R), 


cos  A  (  a  —  R  )  * 


/•   =  a  —  a  s::;— 

y/G- 

o       V^ 


v/G^=  y  -4-cr'sin  A(«  — R), 
l^j=c*r*-hpr^-hi         (  c  et />  const.), 

fp  =-^0  I  r^dv  hCi,         R  =  c  /  -====: ■ 


De  ces  surfaces  (A)  et  (B),  celles  qui  correspondent  à  a  =  o  sont  les  seules  à 

courbure  constante  négative  — -^j  qui  ne  sont  pas  de  révolution  et  qui  ont  un 

système  v  de  lignes  de  courbure  planes.  De  la  classe  (B)  on  obtient  une  classe 

de  surfaces  à  courbure  constante  positive  -^i  qui  ne  sont  pas  de  révolution  et  qui 

P  ^ 

ont  un  système  de  lignes  de  courbure  planes,  en  changeant  ^  en  p^ — x .  Pour 
toutes  CCS  surfaces  les  lignes  de  courbure  de  l'autre  système  sont  sphé- 
riques,  et  c'est  cette  propriété  qui  permet  de  trouver  les  équations  des  surfaces 
sans  faire  l'intégration  des  (i),  et  sous  des  formes  qui  pour  la  classe  (A)  ne 
contiennent  que  des  transcendantes  circulaires  et  hyperboliques,  et  pour  la 
classe  (B)  des  fonctions  elliptiques. 

Au  moyen  de  celles  des  surfaces  trouvées  qui  ont  une  courbure  constante 
négative,  en  en  prenant  les  développées,  on  a  une  autre  classe  de  surfaces 
applicables  sur  l'hélicoïde  gauche  minima,  et  dans  lesquelles  les  lignes  corres- 
pondant aux  génératrices  sont  des  géodésiques  de  cônes  ayant  leurs  sommets 
dans  une  même  droite.  An  moyen  des  surfaces  trouvées,  à  courbure  constante 
positive,  en  prenant  les  surfaces  parallèles,  pour  a  =  p,  on  a  les  surfaces  à 
courbure  moyenne  constante  n'étant  pas  de  révolution  et  qui  ont  un  système 
de  lignes  de  courbure  planes;  les  plans  de  ces  lignes  sont  parallèles  à  une 
droite  fixe,  et  les  autres  lignes  de  courbure  sont  sphériques.  Enfin,  Tauteur 
trouve  les  équations  en  termes  finis  des  surfaces  non  développables  dont  les 
lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes,  et  trouve  aussi  que  les  surfaces 
sur  lesquelles  un  système  de  géodésiques  est  formé  par  des  hélices  circulaires, 
cylindro-coniques  ou  sphériques  ne  sont  que  des  surfaces  cylindriques. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XXXII.  (Mai  1908.)  R.5 
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Secchi  (le  Père -<4.).   —  [U].   Sur  les  spectres  prismatiques  des 
étoiles  fixes.  Mémoire  II.  (73-1 33). 

Dini  {[/,).  —  [O  5],  Sur  les  surfaces  ayant  un  système  de  lîg^nes 
de  courbure  sphériques.  (i35-i5i). 

Si  u,  V  sont  des  lignes  orthogonales  sur  la  sphère  de  rayon  -=1^  et  si,  étctni 
X,  Y,  Z  les  coordonnées  des  points  de  la  sphère  exprimées  par  u,  v,  on  a. 

(I)  2:V,X-4-a'=pv^G^, 

où  V„  V„  Va,  a  cl  p  sont  des  fonctions  de  ç  seulement ^  ces  lignes  cor r es- 
pondent  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface 

rfX 

û[Y 

pour  laquelle   es  u  et  v  sont  lignes  de  courbure,  et  les  v  sont  sphériques.  Les 
rayons  de  courbure  relatifs  aux  u  et  v  respectivement  sont 


pi  I    ^^  „,  d\ 

d\o^\fÊ' 


dv 


En  conséquence  de  ce  théorème  et  du  théorème  réciproque  (c'est-à-dire  que, 
lorsque  les  lignes  de  courbure  v  sont  sphériques,  ces  conditions  sont  vërifées), 
la  recherche  des  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  sphériques 
dépend  de  celles  des  systèmes  u,  v  orthogonaux  sur  la  sphère,  pour  lesquels 
existent  cinq  fonctions  a,  p,  Vp  V^,  V3  de  v  satisfaisant  à  la  condition  (i). 

L'auteur  démontre  ce  théorème  et  en  développe  quelques  conséquences,  par 
exemple  le  théorème  de  Picart,  que  lorsque  les  v  sont  sur  des  sphères  con^ 
centriques,  les  u  sont  géodésiques  et  par  cela  planes,  et  leurs  plans  passent 
par  le  centre  commun  des  sphères.  Ces  surfaces  sont  les  seules  qui  aient  un 
système  de  lignes  de  courbure  géodésique  et  l'autre  sphérique,  et  l'auteur  en 
trouve  les  équations  en  termes  finis.  Suit  la  condition  pour  que  les  9  soient 
sphériques  : 

rflog  sj^' 

r  j  =  a  -t-  p ~ 

s/G' 
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Bq  prenant  alors 

dv 

'•1= /-»-+- 


la  surface  est 


d  log  v^K' 
dv 


=/('■ 


Etc. 

La  condition  donnée  par  Pauleur  est  identique  avec  celle  de  Brioschi  {Annaii 
di  Matematica  de  TortoUni,  1867);  l'auleur  démontre  cette  identité,  et  puis  il  in- 
dique une  voie  plus  simple  que  celle  suivie  par  Bonnet,  pour  rechercher  les  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbure  sont  deux  systèmes  de  lignes  à  courbure  géodé- 
sique  constante.  Cette  simplification  est  fondée  sur  le  théorème  de  Brioschi  qui 
établît  que  ces  lignes  sont  sphériques  et  situées  sur  des  sphères  normales  à  la 
surface.  Les  surfaces  en  question  sont  des  enveloppes  d^one  sphère  variable 
dont  le  centre  parcourt  une  courbe  plane,  et  qui  passe  par  deux  points  fixes 
réels  ou  imaginaire»,  symétriques  par  rapport  au  plan  de  la  courbe. 

Genocchi  {A,).  —  [R  4  a  réf.  Q  1  a].  Sur  les  premiers  principes 
de  la  Mécanique  et  de  la  Géométrie,  en  relation  avec  le  posta- 
latum  d'Euclide  (i53-i89,  1  planche). 

Le  postulatum  d'Ruclide  reste  établi  en  admettant  celui  d*Archimède  relatif 
à  la  résultante  de  deux  forces  parallèles,  égales  et  de  même  sens.  Étant  A,  A' 
les  points  d^application  des  deux  forces  P,  B  le  milieu  de  A  A'  et  «  =  AB,  on  a 
pour  la  résultante  R 

et  pour  ^{x)  on  arrive  à  l'équation  fonctionnelle 

a-t-(p(aar)  =  [9(a:)]«, 
dont  la  solution  est 

f(a:)  =  k*-k-k-'. 

L'hypothèse  A:  =  I  correspond  à  f( a?)  =:  2,  c'est-à-dire  au  postulatum  d'Ar- 
chimède,  et  par  cela  à  la  Géométrie  euclidienne;  le  cas  où  ^(x)  est  variable 
correspond  à  la  Géométrie  non  euclidienne,  et  en  particulier  k  imaginaire  à  la 
Géométrie  hyperbolique  et  A  réel  à  la  Géométrie  elliptique.  Cependant  les  for- 
mules pour  la  composition  des  forces  concourantes  restent  les  mêmes  dans  toutes 
les  hypothèses.  Pour  celle  des  forces  parallèles  et  inégales  on  a  des  formules 
qui  se  réduisent  aux  formules  ordinaires  pour  k  =  1. 

L'hypothèse  de  la  Géométrie  euclidienne  est  aussi  une  conséquence  de  cer- 
tains postulata  admis  par  Newton  et  par  d'Aleinbert  dans  la  démonstration  du 
parallélogramme  des  forces  ou  des  vitesses. 

Suivent  d'autres  considérations  sur  la  théorie  des  parallèles  et  sur  un  postu- 
latum que  Ton  pourrait  substituer  à  celui  d'Euclide. 

Secchi  (le  Père  A.).  —  [U].  Sur  les  spectres  prismatiques  des 
corps  célestes.  Mémoire  III  (191-248). 
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Tome  III;  1879. 

Napoli,  Tip.  délie  R.  Acad.  délie  Se.  Fis.  e  Mat.,  diretta 

de  M.  de  Rubertis. 

[Chaque  Mémoire  a  une  pagination  spéciale.] 

Siacci  {F,),  —  [R  8  aa].  Sur  la  rotation  des  corps  libres.  Mé- 
moire I  (3o  pages  et  1  p.  de  table  des  matières). 

Étude  du  mouvement  des  axes  de  la  section  invariable,  c'est-à-dire  de  la 
section  diamétrale  de  l'ellipsoïde  cenrral,  obtenue  par  un  plan  parallèle  au  plan 
fixe,  laquelle,  par  un  théorème  de  Poinsot,  a  une  aire  constante.  La  recherche 
est  fondée  sur  une  propriété  des  lignes  de  courbure  de  rellipsoYde.  La  longitude 
des  axes  est  exprimée  par  les  fonctions  jacobiennes.  Les  axes  ont  un  mouve- 
ment d'oscillation  autour  d'une  droite,  qui  tourne  uniformément  dans  le  sens 
du  mouvement  de  l'ellipsoïde,  et  l'inégalité  du  mouvement  des  axes  est  tou- 

jours  <  —  • 

De  Saint-Robert  (P.).  —  [R8  aa].  Sur  le  mouvement  sphérique 
du  pendule,  en  ajant  égard  à  la  résistance  de  Pair  et  à  la  rota- 
tion de  la  Terre  (82  pages  et  i  page  de  corrections). 

La  projection  horizontale  du  centre  d'oscillation  devient  une  spirale,  qui 
tourne  autour  de  la  verticale  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  la  compo- 
sante verticale  de  la  vitesse  de  la  Terre.  Cette  spirale  est  ta  projection  ortho- 
gonale d'une  spirale  logarithmique.  Application  au  pendule  de  Foucault,  et  aa 
cas  des  expériences  faites  à  Rome  par  te  Père  A.  Secchi,  le  10  mai  i85i. 

Siacci  {F.).  —  [R  8  aa].  Sur  la  rotation  des  corps  libres.  Mé- 
moire II  (39). 

Autre  solution  du  problème  traité  dans  le  Mémoire  I,  publié  dans  ce  même 
Tome  {voir  ci-dessus),  faite  en  considérant  la  longitude  d'une  droite  quel- 
conque liée  à  l'ellipsoïde  et  en  y  ajoutant  la  projection  de  l'angle  formé  par 
cette  droite  avec  l'un  des  axes  de  la  section  invariable.  Cette  méthode  conduit 
l'auteur  à  établir  un  théorème  de  calcul  intégral.  En  faisant  coïncider  la 
droite  considérée  avec  les  axes  du  corps  et  avec  l'axe  instantané,  les  relations 
qui  ont  lieu  entre  ces  droites  et  les  axes  de  la  section  invariable  donnent  le  théo- 
rème de  l'addition  des  paramètres  des  intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce, 
et  l'interprétation  géométrique  de  quelques  autres  transformations  de  ces  para- 
mètres. 

Expressions,  en  fonction  du  temps,  des  angles  que  les  axes  de  la  section 
invariable  font  avec  ceux  de  l'ellipsoïde  et  avec  l'axe  instantané. 

Des  expressions  des  longitudes  des  axes  l'auteur  déduit  un  théorème  de  Géo- 
métrie, relatif  à  un  ellipsoïde  et  une  sphère  concentrique.  Puis  il  trouve  le 
lieu  des  sommets  de  la  section  invariable  (antipoloïde). 
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V  Bellevitis  (G.).  —  [L|  réf.  M,  5,  6  réf.  B  12  6].  Sur  quelques 

courbes  de  construction  facile  (43,  2  planches). 

Application  du  calcul  des  équipoUences.  Si  h,  k  sont  deux  droites  du  plan, 
et  si  une  droite  menée  par  O  les  rencontre  en  H,  K,  un  point  M  satisfaisant  à 
réquipollence 

OM  =  OH  +  OK 

décrit  une  hyperbole  passant  par  O  et  ayant  hy  k  pour  asymptotes,  et  que  Ton 
peut  appeler  la  somme  géométrique  des  droites  A,  k  par  rapport  à  O. 
Si  au  lieu  de  deux  droites  on  en  prend  trois  h,  h,  /,  l'équipollence 

OM  =  OH  -h  OK  4-  OL 

donne  lieu  à  une  courbe  du  troisième  ordre,  somme  des  trois  droites. 

Par  cette  méthode  l'auteur  expose  plusieurs  propriétés  relatives  aux  cubiques, 
tangentes,  foyers,  etc. 

Somms  d'une  conique  et  d'une  droite.  Strophoïde  et  courbe  des  points  bril- 
lants sur  un  système  de  cercles  concentriques.  Conchoïde,  cardioïde. 

Après  cela  l'auteur  suppose  que  les  rayons  vecteurs  dont  il  faut  chaque  fois 
faire  la  somme  ne  soient  pas  de  même  direction;  par  exemple,  en  supposant 
que  les  rayons  CK,  CL  de  deux  cercles  concentriques  tournent  autour  de  C  avec 
des  mouvements  uniformes,  la  somme 

CM  =  GK  -K  CL 

donne  lieu  à  une  épicycloïde  ou  à  une  hypocycioïde,  suivant  que  les  deux 
mouvements  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 

Courbes  inverses  des  coniques.  Lcmniscate.  Propriétés  principales  relatives 
à  Tinversion. 

Suit  un  petit  Chapitre  où  l'auteur  emploie  les  notations  de  Grassmann  pour 
exposer  les  constructions  des  coniques  données  par  cinq  éléments,  au  moyen 
de  la  règle. 

Construction  des  courbes  aplanétiques. 

De  Gasparis  {A.),  —  [U2].  Développement,  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  du  temps,  de  la  valeur  inverse  du  cube  de 
la  distance  variable  entre  deux  planètes.  (3i). 


Tome  ÏV;  1882. 
Bubini (JR.).  —  [V9].  Biographie  de  F.  Padula.  (lxxxvii-xciv). 

Minich  (S. -H.).  —  [H6fr].  Sur  la  manière  la  plus  prompte  de 
réduire  l'intégration  des  équations  du  premier  ordre  à  trois  ou 
plusieurs  variables  à  Tinlégration  d'équations  explicites  à  deux 
seules  variables.  (4^)* 
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Après  avoir  exposé  (I'*  Section)  la  méthode  ordinaire  d'intégration  d'une 
équation  aux  différentielles  totales,  et  après  une  digression  (Appendice  à  la 
I'*  Section)  sur  les  intégrales  des  fonctions  homogènes,  l'auteur  donne,  dans 
la  II*  Section,  une  nouvelle  méthode. 

Soit  l'équation 

(i)  Aflte-t-Bc/a7,-f-...-+- Krfa?^i=  o, 

où  Ton  regarde  x  comme  fonction  des  x^^  ...,  x„_^. 
L'équation 

MA  dx  -¥  MB  dXy^  =  o 
donne 


(2) 


I    MBrfj?j-4-  I  MjA,  rf«  +  +, 


Mp  Al  étant  les  valeurs  de  M,  A  pour  une  valeur  particulière  a^  de  x^t  et  i|^, 
une  fonction  des  a;,,  ...,  x„_^.  On  détermine  ^^  de  manière  qu*en  différentiant 
la  (3)  on  ait  la  (i)  multipliée  par  M.  On  trouve  une  expression  de  d^f 

dans  laquelle,  en  introduisant  la  valeur  de  x  donnée  par  (2),  on  doit  trouver 
éliminée  aussi  la  â?|.  Cela  conduit  aux  n  —  2  équations  de  condition,  et,  lorsque 
celles-ci  sont  satisfaites,  on  peut  attribuer  à  â?,  la  valeur  particulière  a^  sans 
que  la  ^i  en  soit  altérée. 

Étant  Vi  la  valeur  deâ?  correspondant  à  â?,  =  a,,  et  M.[*\  A^/\  ...  les  valeurs 
de  Mp  A,,  . . .  pour  â?i  =  a^  et  x  =  t',,  on  a 

(3)  yM(,0AV)rff^.+  4;,=  o, 

(4)  I  -*- 

En  éliminant  Vi  entre  ces  équations  on  a  une  équation  entre  les  n  —  i  va- 
riables â7„  ...,  â?„_,,  4^1,  à  laquelle  on  peut  appliquer  le  même  procédé.  La 
modification  proposée  par  l'auteur  consiste  en  premier  lieu  dans  la  manière 
plus  simple  de  déduire  l'équation  différentielle  (4)  et  puis  dans  le  fait  qu'au 
lieu  d'éliminer  v^  entre  (3)  et  (4)  il  élimine  4*1  entre  les  (3),  (3)  et  (4)  en 
faisant  la  soustraction  de  (3)  et  (a)  et  en  substituant  la  valeur  (4)  de^fil^^dans 
l'équation  obtenue  en  différentiant  (3).  En  observant  qu'il  est 

y  M,  A,  dx  -JM^})  A(')  rfv,  =  r  M,  A,  dx. 
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on  a 

f   MiAi</x+  I   MBrfar,  =  o, 

Af )  rfv,  -f-  Cf)  rfa?,  -4- . . .  4-  Kf )  rfj?^i  =  o, 

et  le  problème  est  ramené  à  Tintégration  d'une  équation  à  deux  rariables  et 
d'une  à  /i  —  i  variables. 

D^Ovidio  (E.).  —  [BSaref.  B7av  c].  —  Sur  certains  invariants 
de  deux  formes  binaires  des  ordres  5  et  a,  ou  5  et  3,  et  en  par- 
ticulier sur  leur  résultante.  (19). 

Expression  de  la  résultante  de  deux  formes  d'ordres  5  et  a,  au  moyen  des 
quatre  invariants  du  système  de  degrés  non  supérieurs  à  a  et  5  respectivement. 
Expression  de  la  résultante  de  deux  formes  d^ordres  5  et  3,  au  moyen  des 
i3  invariants  de  degrés  non  supérieurs  à  3  et  5. 

Genocchi  {A,).  —  [^3/].  Sur  certains  couples  d'égalités  dans 
la  théorie  des  nombres.  (3i). 

Étude  des  égalités  en  nombres  entiers 


a  et  6  étant  donnés. 


Siacci  (F,).  —  [R8aa].  Les  groupements  statiques  dans  les  sys- 
tèmes de  forme  invariable.  (16). 

Si  Ton  a  un  corps  tournant  autour  d'un  point  et  auquel  sont  appliquées  des 
forces  constantes  en  direction  et  intensité,  l'auteur  appelle  axes  statiques  les 
quatre  axes  autour  desquels  il  faut  faire  tourner  le  corps  pour  le  porter  dans 
les  quatre  positions  d'équilibre.  Leur  position  dépend  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  et  ils  ont  les  propriétés  suivantes  : 

Le  plan  de  deux  quelconques  des  quatre  axes  est  perpendiculaire  au  plan  des 
deux  autres. 

En  prenant  respectivement  sur  les  axes  des  segments  égaux  aux  sinus  des 
rotations,  les  extrémités  (points  statiques)  ont  leur  barycentre  au  point  fixe. 

Si  l'équation  du  quatrième  degré  a  des  racines  multiples,  les  points  statiques, 
et  par  conséquent  les  axes,  sont  en  nombre  infini;  mais  on  peut  les  jofndre 
quatre  à  quatre  en  des  groupements  ayant  les  propriétés  énoncées.  Le  système 
est  astatique  lorsque  les  racines  sont  toutes  égales. 

Fergola  {E.),  —  [F8/p].  Sur  certaines  équations  relatives  à  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  sur  des  théorèmes  de  géo- 
métrie qui  s'y  rattachent.  (10). 

Polygones  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  un  autre. 
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Tome  V;  1882. 


Ce  Tome,  publié  à  roccasion  du  centenaire  de  la  Société,  contient  le  statut, 
des  notices  historiques  et  la  liste  des  Mémoires  publiés.  Un  appendice  à  ce 
Tome,  publié  en  i885,  contient  le  catalogue  de  la  bibliothèque  sociale. 


Tome  VI;  1887. 

D^Ovidio  (B.).   —  [V9]-  Notice  biographique  sur  D.  Ghelini. 
(lviii-lxiv).  Avec  la  liste  des  53  travaux  de  D.  Ghelini. 

D^Os^idio  (iF.).  —  [V9].  Notice  biographique  sur  B.  Tortolini. 
(lxv-lxxiï).  Avec  la  liste  des  1 10  travaux  de  Tortolini. 

UOvidio  (E.),  —  [V9].  Biographie  de  G.  Bellavitis.  (lxxiii- 
Lxxxv).  Avec  la  liste  des  174  travaux  de  Bellavitis. 

D'Ovidio  {E.).  —  [V9].  Nolice  biographique  sur  J.  Plana. 
(lxxxvi-xc).  Avec  la  liste  des  i46  travaux  de  Plana. 

Genocclii  {A,),  —  [Ele].  Sur  la  fonction  r(j?)  et  sur  la  série  de 
Stirling  qui  en  exprime  le  logarithme.  (18). 

Genocchi  {A,),  —  [Ele].  Encore  sur  la  série  de  Stirling.  Appen- 
dice au  Mémoire  précédent.  (19-24). 

Le  reste  de  la  série  de  Stirling  sous  la  forme  d'intégrale  définie,  trouvée  par 
Schaar  (i848)  et  par  Liouvillc  (1862),  peut  se  déduire  de  la  formule  de  Guder- 
iiiaim 

n  =  0 

étant 

Iogr(j[?)  =  i  logaïc  4.  ^>  -  i  j  |og/>  -  jt?  -h  v{p)' 

La  série  de  Stirling  est  semi-convergente,  et  l'auteur  indique  le  nombre  de 
termes  que  Ton  doit  prendre  pour  avoir  la  plus  grande  approximation. 

Segre{C.),  —  [R8aa  ref.LalTiS  lef.N, le].  Sur  l'équilibre  d'un 
corps  rigide  soumis  à  des  forces  constantes  en  direction  et  in- 
tensité, et  sur  quelques  questions  géométriques  qui  s'y  rat- 
tachent. (35). 
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Uoe  rolalion  du  corps  est  déterminée  par  les  rapports  des  quatre  quantités 
â?|=cos|B,        x^=^  lsen\B,       â7,=  msen^6,       â?|=/tsen|8, 

et  par  conséquent  peut  se  regarder  comme  représentée  par  le  point  dont  lesâ?, 
sont  les  coordonnées  homogènes  (pôles).  Les  coordonnées  d'un  point  du  corps 
dans  la  nouvelle  position  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  primitives, 
dont  les  coefficients  sont  des  formes  quadratiques  par  rapport  aux  Xi»  Par  cela 
la  fonction 

dont  la  variation  doit  s'annuler  pour  avoir  Téquilibre,  est  une  expression 

et  les  points  pour  lesquels  U  a  une  même  valeur  constante  u  satisfont  à  l'équa- 
tion 

^a,^XiX^—  MSa7?=  o 

(puisqu'il  est  Zx^=:i),  Cette  équation  représente  un  faisceau  de  quadriques 
homocycliques,  très  important  dans  ces  recherches,  et  au  moyen  duquel  l'auteur 
retrouve  les  propriétés  relatives  aux  axes  statiques  de  M.  Siacci,  et  aussi 
d'autres  propriétés  relatives  à  l'espèce  d'équilibre  que  l'on  a  en  chaque  position, 
aux  complexes  des  axes  statiques  des  points  de  l'espace,  aux  points  où  l'on  a 
un  nombre  infini  de  positions  d'équilibre,  etc.  Pour  tout  point  de  l'espace  on  a 
deux  droites  telles  que  le  corps  est  toujours  en  équilibre  autour  de  chacune 
d'elles.  Ces  droites  forment  une  congruence  quadratique  que  Ton  peut  em- 
ployer dans  d'autres  questions  d'équilibre  du  corps. 

Lorgna  (A.-M.).  —  [V8].  Lettre  à  M.  Volta.  (4). 

La  lettre,  publiée  par  M.  Scacchi,  est  de  1781,  et  elle  est  importante  pour  ce 
qui  regarde  l'origine  de  la  Société. 

Volterra  {V.),  —  [B2ref.H4].  Sur  les  fondements  de  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires.  I*^  Partie.  (107). 

L'auteur  établit  un  calcul  différentiel  et  intégral  relatif  aux  substitutions,  et 
trouve  que  ce  calcul  correspond  à  la  théorie  générale  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  en  donnant  le  passage  des  intégrales  fondamentales  aux  coef- 
ficients, et  réciproquement. 

Dans  cette  première  Partie  il  définit  les  opérations  fondamentales  de  ce  calcul 
et  en  expose  les  propriétés,  en  se  rapportant,  pour  simplicité,  aux  substitutions 
du  deuxième  ordre,  et  en  donnant  dans  le  dernier  paragraphe  la  généralisa- 
tion à  un  ordre  quelconque. 

des  fonctions  finies  et  continues  d'une  variable  réelle  x.  Le  produit 


,  A,  B\ 
S^^t  (  ^    _  )  une  substitution  à  déterminant  =  i  et  dont  les  coefficients  sont 


/A,  B\  /A,  Bx-' 

^'•"''''"=vc,  d;,,.aAc,d;,, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  t.  XXXIL  (Mai  1908.)  K.6 
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pour  dj;  =  o  a  poar  limile  l'identité.  Eo  posant 


\       V,      14-0/ 


considérons  la  subslitution 

)  Ix       Sx  l 


la  condition  pour  que  celle  substitution,  pour  A^  =  o,  ait  pour  limite  une 
substitution  finie  (  *  )  est  que  les  fonctions  A,  B,  G,  D  aient  en  x^  une 
dérivée  déterminée  et  finie.  Sous  cette  condition  on  a 


/«,  P\      /A',  B'\  /A,  BW 


que  Ton  appelle  dérivée  à  gauche,  et  où  les  A',  ...  sont  les  dérivées  des  A,  . 
Semblablement,  en  partant  du  produit 


^'•■'•"''~(c!dX.  (c,'dX..a, 

et  sous  la  même  condition,  on  trouve  la  dérivée  à  droite 

Vt„8,/    Vc,  d/    Vc,  D'A 

(A    R\ 
r        ) 
sont 

Sx,+^x,,x,=  (  ^j       )» 

\     Y  rfo;,       \-\-ldxl 

^'•''••*-"  "V     T.rf^»      x-^h.dx] 

La  dérivée  à  gauche   (à  droite)   ne  change   pas  en    multipliant  à  droite  (à 
gauche)  (a  substitution  donnée  par  une  substitution  constante  (à  déterminant  =i). 

Une  substitution  (    '      )  ne  peut  être  la  dérivée  d'une  autre  (  à  délerminant  =  i  ) 

\Y,  5/ 
que  lorsquUl  est  a  +  6  =  o.  La  dérivée  à  droite  est  la  transformée  de  celle  à 

gauche  au  moyen  de  la  substitution  donnée. 
La  dérivée  du  produit  de  deux  substitutions  est 


d_ 
dx 


r/a,  b\   /a,  P\l_  J^/«,  ^\      /«,  ^\  r_rf./«»  PVl  /«»^  V' 

LU  rfAr,  ^irdx\c,  d)^\c,  d)  L^^Vy,  fi/J  Vc  d) 

^  /a,  b  \  r /a,  à\d^       ^ /a,  pX!  .^a,  b  \~« 
\c,  d)l\c,  d/dx       dx\y,^)\\c,  dj     ' 

ayant  indiqué  par  -r—  |    *      )  la  dérivée  à  gauche,  et  par  (    '      j  -j—  celle  à 


droite. 
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Le  théorème  du  produit  est  aussi  étendu  au  cas  de  plusieurs  facteurs. 

Soit  encore  (    '      )  une   substitution    fonction    de  x  {p  <x<.q).   Ayant 

divisé  rintervalle  p,  ...y  q  en  n  parties  Ap  A,,  . . .,  A,,  et  étant  a^,  p,.,  y.,  8-  des 
valeurs  de  a,  p,  y»  ^  comprises  entre  les  limites  supérieures  et  inférieures  de 
ces  quantités  en  A^,  formons  les  produits 

-  IIVy,,    ô,/         \       ynK>  «-+-«nA«/"      \       Y./^P  l-t-8,A,/' 

»      IIVy.,  5./      V     YiA„       H-5.A,A*A     Y«A„      i-hS„Aj' 

n 

Sous  une  condition  analogue  à  celle  de  Fintégrabilité  d'une  fonction 
I  lira  V  A,D,=  G  1,  A.  et  AJ.  ont  respectivement  pour  limites  deux  substitu- 
tions S  et  S'  que  Ton  appelle  VintégraU  à  gauche  et  Viniégrale  à  droite,  en 
posant 

J^    \     -rdx,      i  +  tdx)     Jp    W,  Ô/      ' 

V     Trfj:,      i-^hdxjjp        \T,  «/       c/^ 

Les  intégrales  sont  des  substitutions  continues  par  rapport  à  la  limite  supé- 
rieure. La  dérivée  à  gauche  de  l'intégrale  à  gauche  est  égale  à  la  substitution 
primitive;  analoguement  pour  l'intégrale  à  droite.  Une  propriété  analogue  a 
lieu  par  rapport  à  la  limite  inférieure. 

Le  paragraphe  III  est  dédié  aux  substitutions  qui  dépendent  de  plusieurs 
variables,  à  leurs  différentielles  totales,  et  aux  secondes  dérivées  d'une  substi- 
tution. On  y  trouve  les  conditions  pour  qu'une  expression  différentielle  de 
substitutions  soit  une  différentielle  exacte.  Ces  conditions  étant  vérifiées,  l'au- 
teur, dans  le  paragraphe  IV,  expose  la  méthode  d'intégration,  qui  est  semblable 
à  celle  ordinaire. 

La  variation  d'une  intégrale  de  substitution  est  définie  dans  le  paragraphe  V. 
En  donnant  à  a,  b,  c,  d  des  variations  8a,  86,  8c,  Id^  la  variation  à  gauche 

/a,  ^>\      /a  +  Sa,   b-^lb\  /a,  b\-^ 
\c\  rf/      \cH-8c,  rf-4-8d/  U,   rf>/     ' 
et  celle  à  droite 

/Oy  b\         /a,  b  \-'  /a  H-  8a,  6  4-  86  ^ 
\Cy  d)    "\c,  d)     \cH-8c,  rf-f-8rf/' 
alors,  étant 


<(::)-■ 
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et  en  donnant  une  variation  à  tons  les  élémenln  et  aux  limites,  de  manière 
qu'il  soit 


on  a 


\       clg,      i^dlgj^    \-cfi/7,    i-dcpj^       l    Vfic,  W/       J       ./^ 


où 


X  U,  rfj 


dx. 


Dans  le  paragraphe  suivant  l'auteur  définit  l'intégrale  double,  et  démontre 
un  théorème  relatif  à  la  transformation  d'une  intégrale  curviligne  en  intégrale 
double. 

Enfin  il  forme  deux  substitutions  du  deuxième  oi'tlre  A^S  et  A,  S  qui  ont  par 

(A    B  \ 
j  des  propriétés  analogues  au  second  paramètre  différen- 
tiel d'une  fonction. 
L'application  aux  équations  différentielles  est  renvoyée  à  un  antre  Mémoire. 


Tome  VII;  1890. 

TorelU  (G.).  —  [H  6/].  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales 
définies  trinômes,  satisfaisant  à  l'équation  difTérenlielle  linéaire 
du  deuxième  ordre  illustrée  par  Gauss.  (18). 
Ce  sont  les  intégrales 

X  =  r  -sP-'(i-5)T-M(i--:cjf)-«û?^, 
Jo 

X'=   /      J5A-'(i  — ^)«-T[i—  (i-.a?)4î]-*rfx 

(  les  parties  réelles  de  a  h-  1  —  y,  y  —  p,  p,  i  —  a  étant  positives),  qui  satisfont 
à  l'équation  hypergéométrique 

^  (  a?  - 1  )  ^  -  [T  -  (  « -f- p  +  I  )  X]  ^ -4- «  p  j^  =  o . 

Toutes  les  valeurs  des  X,  X'  en  un  point  an  sont  données  par  la  substitution 

( 

\  sen(i  — y)i:  / 

m  étant  le  nombre  (  positif  ou  négatif)  des  tours  que  Ton  fait  autour  du  point 
singulier  o. 

Recherche  analogue  pour  le  point  singulier  i,  qui  conduit  à  une  autre  sub- 
stitution S". 
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Kn  tournant  autour  de  00  on  change  les  X,  X'  en  des  fonctions  linéaires 
homogènes  de  ces  quantités,  représentées  par  S^'S^*  ou  par  S^'S^S  ou  bien 
par  S«S,  ou  par  S|S«. 

En  supposant 

a4-p  =  Y  =  ', 

on  obtient  une  extension  d'un  théorème  de  Kronecker-Hermite.  Toutes   les 
valeurs  que  peut  prendre  le  quotient 

X' 

«  =  T 

en  un  point  â?  (H,  étant  l*une  quelconque  de  ces  valeurs)  sont  représentées 
par 

où  les  \,  p  ont  la  forme 

i-h  A.,(2  sena)*-t- A,(2  8ena)*-h..., 

et  les  (A,  V  la  forme 

B,(2  sena)  -^B^{  2  sena)»-|-... 

(A,-,  Bj  réels  et. entiers).  Pour  a  =  -  on  a  le  théorème  de  Kronecker-Hermite. 

Emery  (G.).  —  [R46].  Sur  les  courbes  funiculaires  sollicitées 
par  des  nœuds  coulants.  (29). 

Dans  la  théorie  des  polygones  funiculaires  on  traite  aussi  le  cas  où  les  points 
d'application  des  forces  peuvent  se  mouvoir  le  long  du  fil.  L'auteur  suppose 
que  ces  nœuds  coulants  soient  infiniment  rapproches  sur  toute  la  longueur  du 
fil,  et  fait  une  étude  générale  de  cette  question,  qui  se  présente  dans  quelques 
recherches  de  statique.  En  général  on  ne  peut  avoir  réquilibre,  mais  il  suppose 
que  les  nœuds  soient  assujettis  à  la  condition  de  rester  chacun  sur  une  surface 
donnée  ou  sur  une  courbe  donnée. 

De  Paolis  (B.).  —  [Q3].  Théorie  des  groupes  géométriques  et 
des  correspondances  que  l'on  peut  établir  entre  leurs  éléments. 
(i65). 

Les  éléments  des  groupes  peuvent  être  quelconques,  mais  ici  on  suppose  géné- 
ralement qu'ils  soient  des  points,  ou  des  lignes,  ou  des  surfaces,  ou  des  solides. 
Un  ensemble  de  groupes  est  un  groupement.  On  définit  les  groupes  finis  et 
indéfinis,  les  groupes  limités  (en  démontrant  aussi  le  théorème  Wcierstrass), 
les  groupes  dérivés,  les  groupes  isolés,  fermés,  condensés,  parfaits,  bien  enchaî- 
nés, et  les  groupes  continus,  puis  les  groupes  séparables.  Deux  groupes  G', 
G'  sont  séparables  lorsqu'il  n'existe  pas  un  point  qui  soit  limite  pour  G'  et  G' 
à  la  fois,  ni  un  point  de  l'un  qui  soit  limite  de  l'autre,  ni  un  point  commun 
aux  deux  groupes.  Une  ligne  est  élémentaire  lorsque  l'un  quelconque  de  ses 
points  la  divise  en  deux  parties  parfaites.  Définition  analogue  pour  les  sur- 
faces élémentaires.   Les  lignes  tracées  sur  une  surface  sont  divisées  en  cinq 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXXIL  (Juin  1908.)  R.^ 
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espèces  suivant  la  conslilution  du  contour  de  la  surface  et  les  points  qu'elles  ont 
sur  ce  contour;  et  l'on  étudie  les  divisions  que  ces  lignes  déterminent  dans  la 
surface.  Vient  ensuite  la  distinction  des  surfaces  en  unilatérales  et  bilatérales, 
en  ajoutant  à  ceux  de  Moebius  d'autres  exemples  de  surfaces  unilatérales  fer- 
mées, obtenues  par  déformation  d'une  sphère  flexible  et  extensible  où  Ton  a 
pratiqué  un  ou  deux  trous.  Après  cela  vient  un  Chapitre  dédié  à  la  connexion 
des  surfaces  et  aux  coupures  dans  les  surfaces  unilatérales  et  bilatérales. 

Les  correspondances  biunivoques  entre  les  éléments  de  deux  groupes  sont 
considérées  d'abord  au  point  de  vue  de  ce  qu'on  appelle  la  puissance  d'un 
groupe,  et  Ton  démontre  qu'un  groupe  isolé  est  dénombrable,  que  le  groupe  des 
points  rationnels  d'un  segment  est  aussi  dénombrable,  et  que  le  groupe  des 
points  d'un  segment  et  celui  des  points  d^un  espace  limité  à  deux,  trois,  même 
n  dimensions  ont  même  puissance. 

Puis  ces  correspondances  sont  considérées  au  point  de  vue  de  là  continuité, 
et  par  une  longue  étude  on  établit  les  conditions  pour  l'existence  d'une  corres- 
pondance biunivoque  continue  entre  deux  groupes,  en  particulier  entre  deux 
lignes  ou  surfaces. 

Après  cela  l'auteur  passe  aux  correspondances  [m,  n]  entre  deux  groupes, 
dont  il  fait  aussi  une  étude  principalement  pour  ce  qui  regarde  la  continuité, 
et  enfîn  aux  correspondances  [m^,  m,,  ...,  m^]  entre  r  groupes. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS  («). 
Tome  XXXflI;  1903-1904. 


Glaisher  {J,-W.).  —  Sur  la  série 

1        I        I        I 

L'auteur  montre  comment  diverses  transformations  données  par  lui  dans  deux 
Mémoires  du  Tome" XXXII  du  Quarterly  Journal  {On  a  method  0/  increa- 
sing  the  convergence  of  certain  séries  for  ir,  it', . . .  ;  Methods  of  increasing 
the  convergence  of  certain  séries  of  reciprocals  )  permettent  le  calcul  rapide 
de  la  précédente  série  ;  ces  transformations  sont  en  très  grand  nombre  ;  j'en 
signale  deux,  au  hasard,  pour  indiquer  leur  caractère  : 


ni^^m"^—  i)(m'— 4)' 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  XXVIIIj,  1904,  p.  206. 
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Glaisher  (7.-  ]V.).  —  Sur  la  série 

'       3*"*"  5*       7*"^9*~"'" 
(20-3o). 

Elliot  {E,-B.),  —  Une   formule  qui  contient  la  relation  de  Le- 
gendre 

EK'-t-E'K-KK'  =  -. 

(3.-32). 

Soit,  en  désignant  par  k  le  module  des  fonctions  elliptiques  snu,  cnu,  dnu, 
L{a,byC:k)=l      sn'ucn^udn'u^u; 

(a,  bf  c  sont  des  nombres  réels  plus  grands  que  —  i  ).  On  a 

L(a,  6,  c-h2  ]k)  L(c,  b,a;k') 
-f-  L  (  a,  ô,  c  ;  A:  )  L  (  c,  6,  a  4-  2  ;  A:'  )  —  L  (  a,  ^,  c  ;  A:)  L  (  c,  6,  a  ;  Ar'  ) 

Nanson  (E.-J.).  —  Un  théorème  de  Salmon.  (33-4o). 

Démonstration  simple  et  générale  d'un  théorème  de  Salmon,  qui  n'avait  été 
établi  par  lui  que  pour  /t  =  3,  3  et  en  vertu  duquel  Tordre  du  système 

1a-+-a    6-4-a     c-hOL     ...Il 
a  +  P    6  +  p     c-f-P     ...=o, 


où  a  H-  a  par  exemple  symbolise  un  quantic  d'ordre  a  +  a,  s'obtient  au  moyen 
de  la  formule 

dans  laquelle  G^  est  la  somme  des  produits  réir  des  lettres  a,  6,  c,  ...  ;  H^  est 
la  somme  des  produits  homogènes  de  la  dimension  r  des  lettres  a, p,  ...  ;  n  —  i 
est  l'excès  du  nombre  des  colonnes  sur  le  nombre  des  lignes. 

Elliot  (E.-B,).  —  Sur  les  premiers  principes  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  dans  une  région.  (4t-4S)* 

L'auteur  montre  comment  le  théorème  fondamental  de  Gauchypeut  s'établir 
pour  une  fonction /(x).  en  supposant  qu'à  chaque  nombre  positif  c  corresponde 
dans  la  région  considérée  un  nombre  positif  r^  tel  qu'on  ait 

f(z^h)^f{z)       f{z-himh)-f{z)\  ^, 

h nni        n*' 
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sous  la  condition  que  h  soit  réel  et  qu'on  ait  \h\<.  y\\  m  est  une  constante 
réelle. 

Stephenson  {A,).  •—  Note  sur  la  solution  complète  d'une  certaine 
équation  difTérenlielle  dans  un  cas  particulier.  (46-4^). 


Il  s^agit  de  Téquation 


%-^%-<^y-- 


où  P,  Q  dépendent  de  la  yariable  x  et  d'un  paramétre,  dans  le  cas  ob  deux  so- 
lutions pariiculiéres  deviennent  identiques  pour  une  valeur  spéciale  du  para- 
métre. 

Escott  [E.-B,).  —  Note  concernant  les  facteurs  numériques  de 

a«- 1.(49). 

Corrections  aux  articles  de  M.  Bickmore  du  Messenger  (xSgô  et  1896)  et  des 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (  1896). 

/Judson{B.'W.).  —  La  surface  de  flottaison.  (5o-53). 

L'auteur  forme  une  équation  approximative  de  cette  surface  en  coordonnées 
tangentielles. 

Jointe  [A.-E.).   —  Une  propriété  des  quartiques   trinodales. 

(54-55). 

Cette  propriété  concerne  les  tangentes  menées  des  trois  points  doubles. 

IVebb  {H, -A,).  —  Le  développ(;ment  d'une  fonction  arbitraire  en 
série  de  fonctions  de  Bessel.  (55-58). 

L'auteur,  après  avoir  établi  la  forme  des  coefficients  d'un  tel  développement, 
indique  diverses  conditions  sous  lesquelles  il  est  valable. 

Barnes  (E.-W.).  —  Sur  l'expression  de  la  constante  d'Euler  par 
une  intégrale  définie  (59-61). 

Démonstration  simple  de  la  formule 

1 


.1 ._^    , 

dz 


donnée  par  l'auteur  dans  son  Mémoire  The  t/ieory  0/  the  gamma  function 
{Messenger,  t.  XXIX). 

Hardy  (G. -H.).  —  Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 
Xlll.  (62-67). 
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Suite  de  l'étude  (Messenger,  t.  XXXI,  p.  iSa)  des  conditions  sous  lesquelles 
on  peut  différentier  sous  le  signe  /. 

Hardy  {G.-H.).  —  Le  nombre  cardinal  d'un  ensemble  clos  de 
points.  (67-69). 

Démonstration  simple  du  théorème  de  Cantor  sur  le  nombre  cardinal  d'un 
ensemble  clos  de  points  contenu  dans  le  continu  linéaire  (o,  i). 

Stephenson  {A.).  —  Une  extension  de  la  méthode  de  Fourier  en 
série  de  sinus.  (70-77). 

Développement  de /(a;)  sous  la  forme 

/(a?)  =  A,  sina,a?-|- A.,  sinaa?, -h  ..., 

où  les  a  sont  les  racines  de  Téquation 

cosac+y^asinac  =  o, 

p  tl  c  étant  des  constantes. 

On  a  par  exemple,  approximativement, 

X  =  3,046  sin  0,3974^7  —  0,227  sin  1,269^7 

+  o,o5i  sin  2,235  x  —  0,018  sin 3,24x  a?  +. . . . 

Jovrdain   (^E,^B,),    —   Le   nombre  cardinal  de  l'ensemble  des 
Fonctions  intégrales.  (78-79). 

Hardy  [G. -H,).  —  Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 
XIV.  (8o-85). 

Constructions  d'intégrales  dont  les  discontinuités  forment  un  ensemble  par- 
tout dense. 

Anglin.  —  Sur  la  parabole  osculatrice  à  une  conique.  (86-89). 

IVanson  (E.-J.)  —  Sur  une  inégalité.  (89-90). 

Dans  une  suite  d'un  nombre  impair  de  termes  où  les  différences  secondes 
sont  toutes  positives,  la  moyenne  arithmétique  des  termes  de  rang  impair  est 
plus  grande  que  la  moyenne  arithmétique  des  termes  de  rang  pair. 

Jolliffe{A,'E,),  —  Unea^tre  propriété  des  quartiques  trinodales. 
(90-90- 

Les  trois  couples  de  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  une  quartique 
trinodale  des  trois  points  doubles  autres  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
les  sommet:^  d'un  hexagone  inscriptible  à  une  conique  :  les  tangentes  doubles 
à  la  quartique  sont  quatre  des  lignes  de  Pascal  de  cet  hexagone. 
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Mathews  [G.-B.).  —  Une  transformation  du  cercle  en  une  hyper- 
bole équilatère  au  moyen  d'une  projection  imaginaire.  (92-94)- 

Cunningham{A,).  — Note  sur  les  facteurs  de  lo""'.  Corrections. 
(95-96). 

Gwyther  {B.-F.).   —   Emploi  d'une  construction  géométrique 
pour  établir  la  série  de  Schlômilch  et  pour  la  transformai  ton 
d'une  intégrale  définie  liée  à  ce  développement.  (97-107). 
La  formule  évidente 

(X)  y     y    /(Çcoa(p)Çsio(prffrft|;  =  l[/(^)-/(o)] 

8'interpréte  aisément  en  considérant  une  sphère  de  rayon  (,  où  f  et  <(;  seraient 
la  colatitude  et  l.a  longitude  d'un  point  de  coordonnées  rectangulaires  x^  y,  z. 
En  désignant  par  dS  l'élément  d'aire  sur  la  sphère,  on  en  déduit  que  le  se- 
cond membre  de  l'égalité  précédente,  multiplié  par  l,  est  égal  à 

Jf{x)dS=J*f{y)dS=J^f{z)dS, 

les  intégrales  étant  étendues  à  l'octant  sphérique  contenu  dans  le  trièdre  des 
coordonnées  positives.  II  en  résulte  que  les  deux  membres  de  l'égalité  (  i  )  peu- 
vent aussi  bien  s'écrire 


/      /    /'(Çsinçcost);)  Çsinç  rf?  rf<|/ 


=  /      /    y*(Çsin9  sin<j/)  Ç  sin»  rfçdt);; 

d'ailleurs,  si  l  siof  appartient  à  l'intervalle  (o,  it),  on  peut  écrire 

w 

Jf    /*(Ç  sinç  sin<|/)  Çsin^rf*]/ 
0 

=  -*  -+-a,cos(^  sinç)  +  a,cos(aÇ  sin?)  -♦-..., 

a^=^  I     Xl    /'(Xsin<|/)d<|/cos/iXrfX. 
En  intégrant  par  rapport  à  9  et  en  tenant  compte  de  la  relation 


où 


^J    cos(n^sin«p)rf«p  =  Jp(nÇ), 
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on  obtieal  la  formule  de  Schlômilch.  Des  coDsidérations  du  même  genre  appli- 
quées soit  à  la  sphère,  soit  à  un  hyperboloTde  à  une  nappe,  conduisent  soit  à  des 
transformations  de  ce  développement,  soit  à  des  développements  analogues. 

ElUott  {E.-B.),  —  Sur  les  ternarianis  pour  le  sous-groupe  cy- 
clique spécial  de  transformations  linéaires.  (108-1 12). 

Dans  un  Mémoire  récent  [  The  sizygetic  theory  of  orthogonal  binariants 
{Proc.  Lond,  math.  Society,  t.  XXXIII,  p.  226)],  Tauteur  a  montré  le  rôle, 
dans  la  recherche  des  invariants  orthogonaux  des  formes  binaires,  de  la  dé- 
composition du  déterminant  cos'6  +  sin'O  d'une  transformation  orthogonale 
binaire  en  deux  facteurs  «'*,  e-'*.  Dans  la  présente  Note,  il  appelle  l'attention 
sur  un  sous-groupe  cyclique  spécial  d'une  transformation  linéaire  ternaire  pour 
laquelle  le  déterminant  de  la  transformation  se  décompose  en  trois  facteurs 
algébriques,  comme  il  résulte  de  l'identité 

/*-Hm'-Hn*—  3/m/i  =r(/4-/n4-n)(/4-«'m-4-«/i)(/-i-(«)m-f-(«)'/i). 

Young  {A.).  —  Développement  de  la  puissance  /i**"*  d'un  déter- 
minant. (11 3-1 16). 

Hill(M>-J.).  —  Sur  les  facteurs  primaires  de  Weierstrass.  (117- 
ia4). 

Quand  un  facteur  primaire  est  de  degré  k — x,  la  valeur  numérique  des  coef- 
ficients de  son  développement  en  série  ne  peut  dépasser  t« 

Burnside  (W.),  —  Sur  les  groupes  qui  admettent  certains  iso- 
morphismes.  (124-126). 

Sur  les  groupes  qui  admettent  un  isomorphisme  d'ordre  3  et  qui  ne  laissent 
aucune  opération  inaltérée,  sauf  l'opération  identique. 

Burnside  (W.).  —  Sur  les  coordonnées  du  huitième  point  d'in- 
tersection d'un  système  de  quadriques  qui  ont  sept  points 
donnés.  (127-128). 

Young  (W.-ff.).  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Heine- 
Borel  (129-132). 

L'auteur  propose  de  désigner  sous  le  nom  de  carreau  (  tile)  l'ensemble  dp  d'un 
point  P  et  d'une  petite  région  qui  entoure  ce  point,  lequel  est  d'il  point  d* at- 
taché du  carreau.  Deux  carreaux  qui  coïncident  sans  que  leurs  points  d'attache 
coïncident  sont  regardés  comme  deux  figures  distinctes.  Les  points  intérieurs  à 
un  carreau,  mais  non  les  points  de  la  frontière,  sont  recouverts  par  lui. 

Étant  donné  un  système  de  carreaux  dont  les  points  d'attache  remplissent 
une  région  close  S,  tels  qu'un  carreau  quelconque  puisse  être  rapetissé  autant 
qu'on  veut  sans  que  cette  propriété  cesse  d'avoir  lieu,  on  peut  déterminer  un 
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nombre  Hni  v  de  ces  carreaux  ayant  les  propriétés  suivantes:  les  dimensions 
linéaires  de  chaque  carreau  <iP,-  sont  moindres  que  c;  chaque  point  de  S  est 
recouvert  par  un  ou  plusieurs  dP^;  le  point  d'attache  P^  u'est  recouvert  par 
aucun  autre  carreau  que  dP^;  la  somme  des  parties  de  S  recouvertes  par  plus 
d'un  carreau  est  moindre  que  e'.  On  a  désigné  par  c,  c'  des  nombres  positifs 
aussi  petits  qu'on  veut. 

Burnside  (W^.)-  —  Sur  les  substitutions  linéaires  de  détermi- 
nant I  à  coefficients  entiers.  (i33-i37). 

Toute  matrice  à  n  lignes  et  à  n  colonnes,  dont  les  éléments  sont  des  entiers 
rationnels  et  dont  le  déterminant  est  i,  peut  être  obtenue  par  la  multiplication 
.    des  deux  matrices 


I,     I,    0,    0,     . 

..,  o  1 

0,     p„     0,      0,     . 

..,    0 

0,    I,    0,    o,    . 

..,    0   f 

0,     0,    p,,     0,     . 

..,    0 

0,    0,     I,    0,     . 

..,o 

0,      0,      0,     P4,     . 

.,    0 

0,    0,    0,    0,     . 

..,o             1 

•  J      .  ï      .  *     . .  J    « 

•  •  1     • 

o»    o,    o, 

Dans  la  dernière  matrice  les  p  représentent  + 1  ou  —  i  ;  ils  peuvent  être  pris 
arbitrairement,  sous  la  condition 

Hardy  (  G. -H.).  —  Note  sur  une  série  de  Fourier  divergente. 
(«37-144). 

Une  fonction  qui,  dans  un  intervalle,  n'admet  pas  d'autres  discontinuités  que 
des  pôles,  qui,  ailleurs  qu'en  ces  pôles,  satisfait  aux  conditions  ordinaires  pour 
le  développement  en  série  de  Fourier,  peut  être  développée  en  une  telle  série, 
divergente  mais  sommable,  sauf  pour  les  pôles.  L'auteur  compare  ses  résultais 
à  ceux  du  Mémoire  de  M.  Fejér,  inséré  dans  le  Tome  LVIII  des  Mathema- 
tische  Annalen,  sous  le  titre  Untersuchungen  iiber  Fourierschen  Beihen,  qu'il 
n'avait  pas  lu  avant  de  rédiger  sa  Note. 

Cunningham  {A.).   —  Sur  les  Tables   d'exposants   principaux 
{^Haupt- Exportent).  (i45  i55). 

Bibliographie  et  corrections  de  Tables  donnant  les  exposants  auxquels  appar- 
tiennent les  entiers  relativement  à  un  module  donné. 

Dickson  {L,-E.).  —  Une  nouvelle  extension  du  théorème  de  Di- 
richlet  sur  les  nombres  premiers.  (i55-i6i). 

Ëxiste-t-il  m  formes  linéaires  a,/i  +  6,(i  =  i,  a.  . . .,  /»),  où  a,,  b^  sont  des 
nombres  premiers  entre  eux,  donnant  m  nombres  premiers  pour  la  même 
valeur  de  n,  et  cela  pour  une  infinité  de  valeurs  du  nombre  naturel  a? 

Bâtes  (G.-JV,).  —  Sur  Toccurrence  des  chiffres  dans  les  fractions 
systématiques  périodiques  simples.  (i62-i63). 
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Hilton  {H,),  —  Note  sur  les  propriétés  des  quartiqnes  trinodales 
dnesàM.  JollifTe.  (i63). 

Miller  (G.-A.).  —  Note  sur  les  groupes  dont  les  ordres  sont  des 
puissances  d'un  nombre  premier  impair?  (i 64- 1 65). 

Soit  G  un  groupe  d'ordre  p'^  {p  premier  impair),  non  cyclique.  On  sait  que  G 
contient  au  moins  un  sous-groupe  invariant  dWdre  /?P(p  =  i,2,  ...,m  —  i). 
Il  y  a  au  moins  un  sous-groupe  invariant  non  cyclique  pour  chaque  valeur 
de  p>i.  Toutes  les  fois  que  G  contient  un  sous-groupe  invariant  cyclique 
d'ordre />'(!<  *<  m),  il  en  contient/?. 

Jourdain  (Ph.).  —  Sur  les  fondions  dont  toutes  les  singularités 
sont  non  essentielles.  (166-171). 

Démonstration  du  théorème  fondamental  de  FAIgèbre,  fondée  sur  ce  qu'un 
polynôme  n'a  qu'une  singularité  non  essentielle  à  l'infini  et  où  interviennent 
les  nombres  transfinis. 

Dixon  (A,-L.).  —  Une  solution  d'une  certaine  classe  d'équations 
aux  dérivées  partielles.  (172-176). 

Il  s'agit  des  équations  de  la  forme  symbolique 

\dx*  ôy^  dzj      "    ' 

où  F  est  une  fonction  homogène  à  trois  variables.  La  forme  des  solutions  est 
la  même  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Forsyth  dans  le  Messenger  {t,  XXVII, 
P*  99)  pour  l'équation  de  Laplace. 

Dixon  {A.'L,),  —  Note  sur  l'évaluation  d'une  intégrale  prise  le 
long  d'un  contour.  (176-178). 

En  supposant  que  la  partie  réelle  de  p  soit  comprise  entre  les  entiers  néga- 
tifs —  /i,  —  n  — I,  l'intégrale    1  xv-^f{x)  dx  prise,  dans  le  sens  positif,  le  long 

d'un  contour  qui  part  d'un  point  a,  entoure  Torigine  et  revient  au  point  a,  est 
égale  à 

(c«f«-i)y^a?f-»|/(a;)-/(o)-a?/(o)-...-^/''(o)]rf* 

La  fonction /(a?)  est  supposée  holomorphe  à  Tintérieur  du  contour. 

Stephenson  (A.),  —  Un  cas  plus  général  de  développement  en 
série  de  sinus.  (178-182). 
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Développement  de/(â?),  dans  TinterYalle  (o,  c),  en  une  série 
k^s[na^x-h  AjSinOja? -h. . ., 
où  les  a  sont  les  rsciaes  de  Téquation 


r  =  n 
COlaC  =  V  p^9}' 
r=0 


les  p^  étant  des  constantes  données. 

Bateman  {H.).  —  Sur  certaines  intégrales  définies  el  des  dévelop- 
pements contenant  des  fonctions  de  Legendre  et  de  Bessel. 
(i8a-i88). 

Signalons,  par  exemple,  les  formules 

/     J„(rcosOcos(i>)  J^(r  sinO  sinw)  J3.^|(r)  dr 

(/i  +  /n)  ! 
J„(rcos6cosai)  J^(rsin6  sinw) 

=  ?   2]  (»'»+0(-')— [^^^Pr(<:osae)P:(cosï6.), 
et  les  conséquences  qu'on  en  tire  en  faisant  u>  =  oet(i>=-^—  0. 

Dixon  (A.*C.),  —  Développement  des  (onctions  thêta  au  moyen 
d^une  intégrale  prise  le  long  d'un  contour.  (188-190). 

On  définit  la  fonction  6  comme  une  fonction  entière  par  les  équations  fonc- 
tionnelles relatives  à  l'addition  d*une  période  au>,  3«o',  et  Ton  considère  Tinlé- 
grale 

J       e(j-a)e(5-6)' 

prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  dont  les  côtés  sont 

± to)±  (an  +  i)  w', 

en  supposant  les  deux  points  a.  fr  à  Tintérieur  du  parallélogramme  dont  les 
sommets  sont  d:ii>  dz  w'. 

Nanson  {E,'J.).  —  Note  sur  une  identité  algébrique.  (190-192). 
Si  Uy  by  c,  ...  sont  les  racines  de /(a?)  =  a?"-!-/?,  a:"-' -h...,  on  a 

>   af(a)  >    —jn — 7  =  /i'4-^'  "^ •     "^ ^ --"    ■    « 

Aé    -^  ^    ^  ^  af{a)  p^ 
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Tome  XXXÏV;  1904- igoS. 

Hardy  {G.-H,).  —  Noie  sur  une  fonction  entière.  (1-2). 
La  fonction  entière 

en  supposant  i  <,a  <2^  est  du  genre  0,  ainsi  que  /{—  ss),  tandis  que 

f{x)+f{-x) 

est  du  genre  (i)  (P.  Boutroux,  E.  Lindelôf).  M.  Flardy  établit  la  proposition 
analogue  pour  les  deux  fonctions  /(a?)  —  c,  /( a?)  -!-/(—  ar)  en  se  servant  des 
expressions  asymptotiques  des  racines,  d'après  une  méthode  qu'il  a  exposée 
ailleurs  {Quarterly  Journal,  t.  XXXVI). 

Hardy  (G^-H.),  —  Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 

XV,  XVI.  (3.10). 

M.  W.-H.  Young  a  établi  récemment  la  proposition  suivante  : 

Si/  est  une  fonction /inie  et  F  la  fonction  supérieure  semi-continue  asso- 
ciée, les  intégrales  supérieures  de  f  et  de  F  dans  un  même  intervalle  sont 
égales, 

La  fonction  F  est  définie  en  un  point  x  comme  la  limite,  pour  6  =  0,  de  la 
borne  supérieure  de  /'  dans  l'intervalle  (a?  — 8,  x-^t).  M.  Hardy  démontre 
que  la  proposition  de  M.  Young  subsiste  quand,  pour  définir  la  fonction  F,  on 
exclut,  des  valeurs  considérées  de  la  fonction  /,  celle  qu'elle  prend  au  point 
lui-même,  et  montre  l'avantage  de  cette  nouvelle  définition. 

La  proposition  énoncée  dans  le  cas  d'une  variable,  s'étend  de  suite  au  cas 
de  n  variables. 

Une  seconde  Note  est  consacrée  au  théorème  suivant  : 

En  supposant  a^^  a^^  ...,  a„  positifs  et  Cp  c,,  ...,  c„  réels,  en  supposant 
en  outre  que  la  fonction  ?(u)  tende  régulièrement  vers  o  pour  u^co,  l'in- 
tégrale 


f     f    •••   reP'f{A)dx,dx^,.,dx, 


oà  Von  a  posé  pour  abréger 


est  convergente. 


C  =  c,ar,-h  Cja:j-t-...+  c„a:„, 


Hardy  (G.-H.).  —  Une  généralisation  de  l'intégrale  de  Frullant. 

(M-,8). 
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II  s'agit  de  Tintégrale 

où  m  est  UQ  nombre  nalarel,  où  a,  6,  ...,  A:  sont  positifs  et  où  A,  B,  ...,  K 
sont  des  constantes  telles  qu'on  ait 

ykaf=o       (/?  =  o,  I,  2, ...,  m  — i). 

La  fonction  ^{x)  est  supposée  continue  pour  x  positif;  on  suppose  en  outre, 
pour  m  =  I,  qu'elle  est  continue  pour  ^  =  oetâ7  =  +  oo;  on  a  alors 


S  =  [?(«>) -?(o)]2]Aloga. 


Pour  m>i,  on  suppose  que,  dans  le  voisinage  de  o,  la  fonction  tp(d;)  est 
développable  en  série  de  Taylor  et  que  l'intégrale 


converge  ;  on  a  alors 


Nanson  {E.-J,).  —  Analogues  dans  l'espace  d'un   théorème  de 
Hesse.  (19-23). 

Le  théorème  de  Hesse  est  le  suivant  : 

Si  deux  couples  de  sommets  opposés  dans  un  quadrilatère  complet  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique,  il  en  est  de  même  pour  les  troisièmes 
couples. 

Les  propositions  analogues  dans  l'espace  à  3  ou  à  n  dimensions  sont  la  tra- 
duction de  propriétés  simples  des  déterminants. 

Cunningham  (A.).  —  Tables  de  facteurs.  {Errata  :  24-3i). 

Jackson  {F.-H,),  —  Pseudo-périodiques  fonctions  analogues  aux 
fonctions  circulaires.  (Sa-Sg). 

La  fonction  sinx  peut  être  définie  par  la  formule 


sin  X  = 


<-iym 


la  fonction  r  étant  définie  par  un  produit  infini. 
Si  de  même  on  définit  la  fonction  F    de  x  par  la  formule 

r /«  +  ,)=  lin.  î t;n»]-[^]      ^.WV'"'""". 
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où  l'on  suppose  en  général 

on  pourra  définir  par  la  formule 

une  fonction  SAx),  jouissant  de  la  propriété 

S^(a?H-w)=— /?    ^S^(a?) 
dont  M.  Jackson  développe  quelques  propriétés  curieuses. 

fVebb  {H, -A.).  —  Sur  la  résolution,  au   moyen  d'une  intégrale 
définie,  des  équations  linéaires  aux  différences.  (4o-43). 

En  appliquant  à  Téqualion  aux  différences 
la  méthode  de  Laplace,  on  trouve  que 


est  une  solution,  si  l'on  a 

dt 


(6,rH-6^,/— H-...+  6.)F(/)  =  -^[F(0(a,/-»-«-h...-Ha.O] 


et  SI 

reprend  les  mêmes  valeurs  aux  deux  extrémités  du  chemin  d^inlégration.  Si  les 
racines  Sp  04,  ...,  a^  de  l'équation 

a, ^»H-a,_, <•-»-+-...-*-  a,=  o 

sont  distinctes;  on  pourra  poser 

F(0  ~      <      "^/-a.  ■^•••■^t-a. 
et  prendre 

«„=  C //M-i(«  -  «,)?.-•(/  -  a,)P.-». . .(/  -  ajP»-«rf/, 

Tintégrale  étant  prise  entre  les  limites  a^  et  a^  si  p^  et  p^  sont  tous  deux  posi- 
tifs, ou,  s'il  en  est  autrement,  suivant  un  double  contour  enfermant  les  points  a 
et  tty  à  l'exclusion  des  autres  points  a^,  04,  ...,  a,.  Ce  résultat  se  rapproche 
naturellement  des  fonctions  hypergéométriqiies  d'ordre  n  étudiées  par  M.  Poch- 
hammer  {Crelle,  t.  73,  p.  i36).  On  retrouve  en  particulier  ainsi,  pour  le  cas  de 
n=  3,  les  résultats  de  M.  Heymann  {Creile,  t.  122,  p.  i56).  La  méthode  de 
Laplace,  convenablement  modifiée,  s'applique  à  des  équations  aux  difl'érences,  à 
deux  variables,  par  exemple  à  l'équation  utilisée  par  Weierstrass  pour  calculer 
les  coefficients  de  la  fonction  ^u. 
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Hilton  {H,).  —  Noie  sur  les  courbes  planes.  (45-52). 

Théorèmes  de  géométrie  énumérative  concernant  refietd^un  point  multiple  sur 
la  classe,  etc.,  d^une  courbe,  sur  le  nombre  de  coniques  satisfaisant  à  certaines 
conditions  relatives  à  une  courbe  pour  laquelle  on  connaît  les  nombres  de  PlQ- 
cker,  sur  les  podaires,  etc. 

Barnes  {E.-W.).  —  Sur  réqnalion  linéaire  homogène  aux  diffé- 
rences du  second  dc'^ré  à  coefficients  linéaires.  (52-71). 

La  méthode  de  résolution  a  été  donnée  par  M.  Webb,  dans  le  cas  d'ane  équa- 
tion du  n'*"»  degré  et  appliquée  à  l'équation  du  deuxième  degré.  M.  Barnes  reprend 
le  sujet,  en  se  bornant  au  cas  de  n  =  a,  qui,  comme  le  montre  l'auteur,  est 
très  riche  en  cas  particuliers.  Cette  étude  est  d'autant  plus  intéressante  qu'elle 
se  rattache  étroitement  aux  belles  propriétés  des  séries  hypergéométriques 
(ordinaires).  A  la  fin,  on  trouvera  des  applications  aux  équations  qui  se  rap- 
portent aux  fonctions  de  I^gendre  et  aux  fonctions  de  Hessel. 

Cunningham   {A,)  el    Woodall  [H -J,).    —    Détermination  de 
grands  nombres  premiers  successifs.  Second  Mémoire.  (72-89). 

Les  auteurs  donnent  856  nouveaux  nombres  premiers. 

Woodall  {H, -J.),  —  Sur  la  division  synthétique  (90-96). 

L*auteur  montre  en  particulier  le  parti  qu'on  peut  tirer,  pour  la  division,  des 
Tables  de  résidus  contenues  dans  le  Canon  arithmeticus  de  Jacobi. 

Miller  (G.-A,).  —  Extension  d'un  théorème  fondamental  dans  la 
théorie  des  groupes.  (96). 

Tout  groupe  non  cyclique  d'ordre />"■  contient  un  sous-groupe  abélieu  inva- 
riant d'ordre/?"  si  a  satisfait  à  la  condition  m  >  — ^ -'  Un  tel  sous-groupe 

est  non  cyclique  pour  a  >  i  et  /?  >  2. 

Hardy  (G. -H.).  —  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions  entières. 
(97-101). 

Les  fonctions  considérées  par  l'auteur  sont  de  la  forme 


où 


—  =6,ô,6j...ô„ 


en  supposant  que  b^  est  la  valeur  pour  ^  =  v  d^une  fonction  b{l)  positive, 
continue  pour  les  valeurs  positives  de  Ç,  qui  tend  régulièrement  vers  +<» 
avec  \.  M.  Hardy  montre  qu'on  a 

f{x)  =  a„._,a;— (1  -i-  6)  -i-  a.^'-t-  a„^,a?-+'  (i  -h  6') 
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avec  les  conditions 

Ce  résultat  est  appliqué  à  plusieurs  cas  particuliers;  si  par  exemple  on  sup- 
pose que  la  fonction  b{^)  satisfait  à  la  condition 

on  aura 

f{a;)  =  a„x-{i-^9)        (|9l<i); 

f{x)  A  exactement  n  racines  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  b  1;  toutes  les 
racines  sont  réelles  el  négatives. 

Hardy  (G. -H,),  —  Noie  sur  un  précédent  Mémoire.  (102). 

Il  s'agit  du  Mémoire  analysé  plus  haut  sous  le  titre  One  généralisation  de 
Vintégrale  de  Frullant;  les  résultais  sij^nalés  dans  l'analyse  avaient  été  don- 
nés sous  une  autre  forme,  par  M.  M.  Lerch,  dans  les  Sitzungsberichte  der 
k.  bohmischen  GeselUchaft  der  Wiss.  (i8g8). 

Roberts  (R.-A.),  —  Sur  des  systèmes  doublement  infinis  de  poly- 
gones gauches.  (io3-ii2). 

L'auteur  considère  une  quadrique  dont  les  points  sont  définis  au  moyen  des 
paramètres  /;,  q  par  les  formules 

^4=  ««P^  -•-  ^iP -^  <^iÇ  -^ ^i       («'  =  '»  2,  3,  . . .,  4) 

et  deux  points  {pit^\)y  {Pv  9:)  ^"i*  '^  quadrique  dont  les  paramètres  sont  don- 
nés par  deux  relations:  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  forme  une  con- 
gruence;  les  côtés  des  polygones  qu'il  considère  sont  ainsi  inscrits  dans  une 
quadrique  et  appartiennent  à  des  congruences  définies  comme  je  viens  de  l'ex- 
pliquer. Il  arrive  à  des  résultats  intéressants  en  particularisant  les  relations  qui 
définissent  les  congruences,  en  supposant  par  exemple  qu'il  y  ait  des  relations 
involulives  entre/?,,  p^  et  entre  Çp  q^  ou  bien  qut  p^p^  et  Pi-hp^  satisfont  à 
une  équation  du  second  degré,  etc. 

Bennelt  (T,'L,).  —  Sur  la  réduction  du  problème  des  n  corps. 
(i  l3-I2o). 

L'ordre  est  abaissé  de  6/t  à  6/1  —  6,  puis  de  6/1  — 6  à  6/»  — 10  au  moyen  du 
théorème  du  centre  de  gravité,  d'une  part,  du  théorème  des  nires  et  de  l'élimi- 
nation des  nœuds,  de  l'autre,  en  suivant  les  méthodes  employées  respectivement 
par  M.  Poincaré  et  par  M.  Whitaker  dans  le  cas  où  n  =  3;  enfin  il  est  abaissé 
de  6n  —  io  à  6n— la  par  le  théorème  de  la  force  vive  et  l'élimination  du 
temps. 

Edwards  (R.^fV.).  —  Sur  une  modification  aux  coefficients  i,  2, 
4)  2,  4)   •  '  •?  ^)  4)  1  ^6  1^  règle  de  Simpson,  quand  Tune  ou 
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l'autre  des  ordonnées  extrêmes  est  tangente  à   la  courbe  qui 
limite  la  figure.  (121-126). 

Il  y  a  alors  iotérôt  à  substituer  à  la  courbe  une  parabole  ayant  une  équation 
telle  que 

y  =1  a-¥  bx  -k-c  ^. 

Muiv  {Th.).  —  Un  certain  continuant  évalué  par  Cayley.  (126- 
i3i). 

Développement  du  continuant 

61  .         . 

x  —  i        6        3 
.   ...     a;— a    e 


Cunningham  {A.). 
i36). 


a?  — n  —  a         6 
Table  de   partitions  quadratiques.  (i32- 


Hilton  {H.).  — Courbes  sur  une  quadrique.  (iSô-iSg). 

Propositions  diverses  obtenues  en  projetant  ces  courbes  d'un  point  de  la 
quadrique. 

Blythe  (  fV.-H.).  —  Notes  sur  la  géométrie  des  surfaces  cubi- 
ques. (139-141). 

Démonstration  analytique  du  théorème  de  Reye  : 

L'intersection  de  trois  plans  correspondants  de  trois  faisceaux  projecti/s 
est  située  sur  une  surface  cubique. 

Démonstration,  au  moyen  du  théorème  de  Pascal,  de  cette  proposition  : 

Le  lieu  d'une  droite  qui  rencontre  trois  droites  fixes  est  une  surface  cou- 
pée suivant  une  conique  par  un  plan  quelconque. 

Taylor  {H'.M.).  —  Sur  une  énigme  concernant  le  pliage  du  pa- 
pier. (142-143). 

Cunningham  {E.).   —  Note   sur   une    proposition   établie   par 
Sclilesinger.  (i44-ï45). 

Inexactitude  d^une  proposition  qu'on  trouve  dans  ta  Théorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  de  M.  Schlesinger,  t.  I,  §  95,  et  d'après  laquelle  une 
équation  diflférenlielle 

^(o) -l_  ç^  (  a?  )  4;("-o -j- Çj^  (  a?  )  ^t— 3) -h . . . -h  ç„^  (  a?  )  «, 


Digitized  by 


Google 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  98 

où  f  ^  désigne  un  polynôme  de  degré  r,  admettrait  un  système  fondamental  de 
solutions  de  la  forme 

s^  =  e^'of'k'f*  *+«i»x*'^""**f  A*)       (  X  =  1 ,  a,  . . . ,  n  ). 

Hardy  (6r. -//.).  —  Sur  certaines  séries  multiples,  coaditîonnelle- 
inenl  convergentes,  liées  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
(i46-i53). 

Il  s'agit  des  séries  considérées  par  Kronecker  de  la  forme 


lâ 


H-  /nwj-h  /iWi 


0  et  9  sont  réels,  positifs,  plus  petits  que  i;  Up  u),  sont  des  nombres  complexes 

tels  que,  dans  le  rapport  t  =  — 2,  le  coefficient  de  i  soit  positU;  m,  n  sont  des 

entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs;  a  est  tel  que  le  dénominateur  du  terme  géné- 
ral ne  soit  jamais  nul;  la  sommation  s'élend  à  toutes  les  valeurs  entières; 
M.  Hardy  montre  d'abord  qu^une  telle  série  est  une  série  double  convergente 
au  sens  de  M.  Pringsheim.  II  effectue  la  sommation  et  montre  que  la  somme 
de  la  série  est 

Il  montre  que  la  série  est  uniformément  convergente  dans  un  domaine  ne  con- 
tenant aucun  des  points  -»  mti),  — /tWp  qu'elle  peut  être  intégrée  ou  différen- 
tiée  terme  à  terme,  d*où  des  formules  que  le  lecteur  écrira  sans  peine. 

Gosset   {Th.),  — Sur  les  fiicteurs  des  nombres  de  Fermât.  (i53- 
.54). 

Cunningham  (/T.).  —  Sur  le  développement  asjrmptotique  d'une 
fonction  analytique.  (i55-i57). 

Le  quotient  de  deux  développements  asymptotiques  fournit  un  développement 
formel  qui  est  aussi  asymptotique,  de  même  que  la  somme  ou  le  produit. 

Hilton  (H,).  —  Une  extension  de  la  théorie  des  groupes  de  mou- 
vements. (157-160). 

La  symétrie,  la  translation,  la  rotation  sont  remplacées  par  des  transforma- 
tions projectives. 

Young  {W.'E,),  —  Sur  un  ensemble  parfait.  (160). 

Ensemble  parfait  de  points  dans  un  plan,  qui  n*est  dense  nulle  part,  dont  les 
projections  sur  les  deux  axes  emplissent  tout  un  segment;  on  peut  faire  passer 
une  courbe  de  Jordan  par  les  points  de  cet  ensemble. 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XXXII.  (Juillet  1908.)  R.8 
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Roberts  {R.-A.).  —  Sur  des  polygones  inscrits  à  une  quartiqae 
binodale  et  circonscrits  à  une  conique.  (161-171). 

Il  y  a  une  in  fini  lé  de  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés  inscrils  A  la  qaar^ 
tique  et  circonscrits  à  une  conique  convenable  quadruplement  tangente  à  la 
quartique. 

Roberts  {R.-A.).  —  Sur  une  quartique  plane  à  centre  et  le  cône 
correspondant,  (i 71-183). 

L'auteur  désigne  sous  le  nom  de  quartique  à  centre  une  quartiqae  qui  peut 
être  projetée  suivant  une  quartique  ayant  un  centre  au  sens  ordinaire  du  mot. 
Il  développe  les  propriétés  d'une  telle  quartique  et,  en  particulieri  ses  relations 
avec  certaines  coniques. 

Cunningham  {A,)  et  Woodall  {H.-J,).  —  Détermination  de 
grands  nombres  premiers  successifs.  Troisième  Mémoire.  (184- 
192).  J.  T. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE, 
3'  série,  Tome  XXIV,   1907  (»). 

Korn  {A.)»  —  Sur  les  équations  de  l'élasticité.  (9-75) 

Introduction,  —  Pour  résoudre  d'une  manière  générale  le  problème  d'équi- 
libre dans  la  théorie  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  déplacements  û,  7,  w  des 
points  de  la  surface  sont  donnés,  il  faut  trouver  un  système  de  solutions  u, 
Vy  w  des  équations  différentielles 

àx 


CO 


"-I-'  (-i-j-s> 


Aw  -h  A-  -r-  =  - 
dz 


continues  avec  leurs  dcrivées  premières  dans  le  domaine  t  du  corps  élastique 
et  satisfaisant  aux  conditions-limite 

(2)  a  =  M,         v=v,         w  =  w 

(M  Voir  Bulletin,  t.  XXXIj,  p.  iy3. 
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à  la  surface  9  de  t.  X,  Y,  Z  sont  des  foQCtions  de  {x,  y,  s)  données  dans  le 
domaine  t,  et  k  est  une  constante  inhérente  au  milieu  élastique.  En  imposant 
certaines  conditions  de  continuité  aux  fonctions  X,  Y,  Z,  a,  v,  w  et  k  leurs 
dérivées,  on  peut  facilement  démontrer  que  le  problème  énoncé  a  un  système 
unique  de  solutions  si 

(3)  _i<Ar<H-oc; 

mais  les  démonstrations  générales  pour  l'existence  des  solutions  n^ont  pas 
encore  été  données  avec  une  rigueur  parfaite.  M.  Lauricella  et  MM.  E.  et 
F.  Cosserat  ont  bien  reconnu  que  la  méthode  des  approximations  successives 
est  la  voie  indiquée  pour  trouver  ces  solutions;  mais  la  convergence  des  séries 
par  lesquelles  les  solutions  sont  représentées  n'a  pas  encore  été  démontrée  avec 
une  rigueur  suffisante. 

Je  me  propose  de  combler  cette  lacune  et,  après  avoir  démontré  (Chap.  I 
et  II)  un  certain  nombre  de  théorèmes  nouveaux  qui  permettront  du  reste  des 
applications  assez  intéressantes  dans  d'autres  branches  de  la  Mathématique,  je 
donnerai  (Chap.  III)  la  solution  complète  du  problème  proposé. 

Dans  ce  Mémoire,  je  ne  traiterai  pas  explicitement  les  équBiions  dynamiques 
de  l'élasticité;  je  me  bornerai  ici  à  énoncer  le  résultat  qu'on  peut  déduire  de 
ma  solution  du  problème  d'équilibre  sur  les  vibrations  d'un  corps  élastique 
dont  la  surface  reste  en  repos  (Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciencet 
de  Bavière,  1906). 

D'une  manière  analogue  à  celle  imaginée  par  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire 
célèbre  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique,  on  peut  démontrer 
l'existence  d'une  infinité  de  constantes  Xy  et  de  triplets  U^,  Vy,  Wy  continus 
avec  leurs  dérivées  premières  dans  t,  satisfaisant  aux  équations 

AU.  H- A- — ^ -4- XJ  U,.  =0,     • 
dx         '     ' 

(4)  (AVy+A:^'+VVy  =0, 

dVf       dVy       dWf 

(6)  y*(u;-Hv;H-w/)dT=:i 

et  «'annulant  à  la  surface,  si  k  est  un  nombre  fixe  satisfaisant  à  Tinégalité 

—  I  <  A:  <  -h  00. 

Chaque  triplet  de  fonctions  u,  v^  w  s'annulant  à  la  surface  et  continues  avec 
\eurs  dérivées  premières  et  secondes  peut  être  développé  en  séries  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Su  =  CjUj  H-CjU,  4-...»  r 

.=C.V.-HC,V,4-...,  C,=/(«U,4-.V,4-.W,)rfx, 

.   (v  =  C,W,H-CaWj-t-....  o<Xî<XÎ<..., 
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et  ces  développemeats  pourront  servir  à  l'intégration  des  équations  dynamiques 
de  Télasticité 

(8)  ,  A.  +*_  =  ,>_  _Y      ^e  =  _  +  _  +  _j. 

A(v  - 

dans  les  cas  où  Ton  suppose  à  la  surface  9 

M  =  t;  =  iv  =  o, 

en  désignant  par  k  et  9'  des  constantes  du  milieu  élastique,  par  X,  Y,  Z  des 
fonctions  données  dans  t  satisfaisant  à  de  certaines  conditions  de  continuité; 
je  ne  m'occuperai  pas  d'une  manière  détaillée  de  ces  conséquences  des  déve- 
loppements (7);  je  me  suis  borné  à  démontrer  l'existence  des  triplets  élas- 
tiques U^.,  Vp  Wy  et  la  possibilité  des  développements  (7). 

Dans  les  Chapitres  I  et  II  je  donnerai  plusieurs  théorèmes  appartenant  k  la 
théorie  générale  des  potentiels,  qui  seront  d'une  grande  utilité  pour  la  solu- 
tion du  problème  d'équilibre  élastique. 

Traynard  {E.),  —  Sur  les  fonctions  thêta  de  deux  variables  et 
les  surfaces  hyperellipliques.  (77-177). 

Une  application  importante  des  fonctions  thêta  de  deux  variables  est  la 
théorie  des  surfaces  hypereliiptiques.  Les  coordonnées  d'un  point  d'une  sur- 
face hyperelliptique-  sont  des  fonctions  quadruplement  périodiques,  de  deux 
paramètres.  M.  Picard  a,  le  premier  (i885),  étudié  ces  surfaces;  il  a  montré 
notamment  qu'elles  admettent  deux  intégrales  de  différentielles  totales  de  pre- 
mière espèce,  lorsqu'elles  sont  représentables  point  par  point  sur  le  champ 
hyperelliptique  et  que  leur  genre  géométrique  est  égal  à  un.  M.  Humbert  (xSgS) 
a  donné  de  ces  surfaces  une  théorie  fondée  entièrement  sur  la  considération 
des  fonctions  thêta.  Les  fonctions  employées  dans  ces  recherches  sont  celles 
qui  ont  pour  tableau  de  périodes 

3  lie,       o,       a,    6, 
o,       air,    6,     c. 

Mais,  comme  l'a  fait  voir  M.  Traynard,  le  théorème  général  sur  la  représen- 
tation des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  variables  conduit  à 
considérer  des  fonctions  pour  lesquelles  la  première  période  est  divisée  par  un 
entier  M;  les  conséquences  de  l'introdiiciion  de  l'entier  M  sont  étudiées  dans 
le  présent  travail. 

La  revision  de  la  théorie  générale,  nécessitée  par  cette  introduction,  fait 
l'iilijet  des  trois  premiers  Chapitres.  Le  Chapitre  I  traite  du  nombre  des  fonc- 
tions thêta,  de  leur  parité,  de  leurs  zéros;  un  cas  nouveau  y  est  signalé,  celui 
où  l'ordre  des  fonctions  thêta  est  égal  au  produit  d'un  nombre  M  pair  par  un 
nombre  impair. 

Les  Chapitres  II  et  III  étudient  les  surfaces  hypereliiptiques  représentables 
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poiDt  par  point  dans  le  champ  hyperelliptîque  ou  bien  A  \a  façon  de  la  surface 
de  Kummer. 

Le  Chapitre  IV  contient  les  éléments  d'une  théorie  générale  des  surfaces 
représentables  comme  la  surface  de  Kummer  dans  le  cas  où  M  est  égal  à  3. 

Au  Chapitre  V,  l'équation  de  la  surface  de  Kummer  est  mise  sous  diverses 
formes  destinées  à  servir  dans  la  suite. 

Dans  le  Chapitre  VI  est  étudiée  une  surface  hyperelliptîque  du  huitième 
degré,  représentable  point  par  point  sur  le  champ  hyperelliptique;  l'auteur 
donne  la  classification  complète  des  courbes  tracées  sur  cette  surface. 

Dans  le  Chapitre  VIT,  il  étudie  une  surface  du  quatrième  degré  à  i4  points 
doubles  et  montre  que  c'est  un  type  défini,  dont  il  donne  les  caractéristiques 
géométriques. 

Le  Chapitre  VIII  contient  la  même  étude  pour  une  surface  du  quatrième 
degré  à  33  droites  et  le  Chapitre  IX  pour  une  surface  du  quatrième  degré  à 
i5  points  doubles. 

Dans  un  Appendice,  M.  Traynard  donne  deux  Tableaux  contenant  les  demi- 
périodes  qui  annulent  les  fonctions  thêta  dans  le  cas  où  M  est  pair  et  il  fait 
des  applications  numériques  pour  les  surfaces  à  i4  points  doubles  ou  à  3q  droites 
qui  ont  tous  leurs  éléments  remarquables  réels. 

Merlin  (Emile).  —  Errata  au  Mémoire  sur  certaines  familles  de 
réseaux  concourants  (t.  XXIII,  1906).  (178). 

Landau  {E.),  —   Sur  quelques  généralisations  du  théorème  de 
M.  Picard,  (i^g-^oi). 

L'auteur  commence  par  rappeler  deux  propositions  qu'il  a  établies  antérieu- 
rement et  dont  la  première  est  une  généralisation  du  théorème  classique  de 
M.  Picard. 

I.  —  Soit  une  fonction  analytique 

(j{x)  =  a^-k-a^x  -hajar'H-... 

régulière  en  x-=o  et  pour  laquelle  a^-^o,  H  existe  un  cercle  de  centre  x  =  o 
dont  le  rayon  dépend  seulement  de  a,  et  a,  (  mais  non  des  coefficients  sui- 
vants) y  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  G{x)  possède  un  point  singulier  ou 
prend  au  moins  une  fois  l'une  des  valeurs  o  et  i. 

II.  —  Toute  équation  trinôme 

Oj-f-  a, a?  -¥■  a^a7*=  o 

où  a^^o  et  n^2  admet  au  moins  une  racine  dans  un  cercle  de  centre  xs=  o 
dont  le  rayon  dépend  de  a^  et  de  a|,  mais  non  de  n  ni  de  a„. 
Il  démontre  ensuite  cet  auire  résultat  : 

III.  —  Toute  fonction  analytique  régulière  au  point  x  =  o   et  impaire 

G{x)  =  a,  a?  4- «3  a?" -H  a,  «•+... 
pour  laquelle  a^  ^  o,  ou  bien  admet  un  point  singulier,  ou  bien  prend  la 
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valeur  i  dans  un  cercle  de  centre  x=^o  et  dont  le  rayon  ne  dépend  que 
de  Uyy  mais  non  des  coefficients  suivants. 

Les  propositions  II  et  III  rentrent  comme  cas  particuliers  dans  on  énoncé 
plus  général  que  M.  Landau  établit  : 

IV.  —  //  existe  une  constante  absolue  y  lelle  que  toute  série  de  puissances 

I  -4-  X  H-  6,  j:»-^* -h  6,0;'+'*  4-. . . , 

01^  V  >  I  et  qui  est  convergente  pour  |  x  |  <  f,  possède  au  moins  un  zéro  dans 
ce  cercle. 

M.  Hurwitz  a  fait  observer  qu'on  peut  établir  un  théorème  analogue  pour 
toute  progression  arithmétique  Ar,  Ar  h-  v,  A*  -+-  av,  . . .,  où  A:  et  v  sont  des  entiers 
positifs  dont  le  premier  n'est  pas  un  multiple  du  second.  M.  Landau  complète 
cette  remarque  en  démontrant  les  propositions  suivantes  : 

V.  --  jLa  série 

où  k  et  >*  sont  des  entiers  positifs  tels  que  v  ne  divise  pas  k,  cesse  de  con- 
verger ou  possède  une  racine  dans  le  cercle  \œ\<if,  où  y  est  une  constante 
absolue,  indépendante  de  Ar,  de  v  et  des  coefficients  bi,  6,,  .... 

VI.  —  Soit  p  =  p  (  A:,  V  )  la  limite  supérieure  des  rayons  r  tels  que  la  série 

1 4- J?*-f- 6,a?*+''-4- 6,a;*+'*-4-. . ., 

où  k  et  ^>i  sont  fixes  et  premiers  entre  eux,  puisse  être  convergente  et 
différente  de  zéro  pour  |a7l  <  r.  Soit  a  =  ff(A:,  v)  la  limite  supérieure  des 
nombres  r  tels  que  la  série 

a?» -4- 6,  «?»+» -+- 6a  a;*+> -h . . . 

puisse  être  convergente  et  différente  de  (  —  x)^  pour  \x\<,r  et  n'avoir  que 
des  zéros  d'ordre  divisible  par  v  pour  o  <  |a?|  <  r.  On  a  p  =  ^. 

Les  deux  nombres  p  et  a  sont  finis.  Le  dernier  a  été  déterminé  par  M.  Cara- 
théodory. 

Hadamard,  —  Sur  quelques  questions  de  calcul  des  variations. 

(203-23l). 

Afontel  (P.).  —  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions.  (233-334). 

Introduction.  —  Quand  on  confond  la  notion  de  fonction  avec  celle  de  cor- 
respondance, on  est  conduit  à  dire  qu'on  a  défini  une  fonction  des  éléments 
d^un  ensemble  donné  E,  lorsqu'on  a  établi  une  loi  de  correspondance  entre  les 
éléments  de  E  et  ceux  d'un  autre  ensemble  d'éléments  F.  Si  l'ensemble  Ë  se 
compose  de  points  d'un  domaine  à  n  dimensions  et  l'ensemble  F  de  nombres 
réels  ou  complexes,  on  obtient  une  fonction  de  n  variables.  La  théorie  des 
fonctions  étudie  les  propriétés  que  possède  l'ensemble  des  nombres  F  suivant 
la  nature  de  la  loi  de  correspondance. 
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Lorsque  reosemble  E  comprend  des  courbes  ou  des  surfaces  formant  une 
famille  déterminée,  Tensemble  F  étant  toujours  constitué  par  des  nombres,  on 
a  des  fonctions  de  courbes  et  de  surfaces,  et  l'étude  des  propriétés  de  ces  fonc- 
tions, suivant  la  nature  et  la  famille  E  et  suivant  le  mode  de  correspondance, 
fait  Tobjet  du  calcul  fonctionnel. 

Or,  un  grand  nombre  de  propositions  appartenant  à  la  théorie  des  fonctions 
se  retrouvent  sous  une  forme  équivalente  dans  le  calcul  fonctionnel.  La  dé- 
monstration de  ces  théorèmes  (sur  la  continuité,  le  maximum  ou  mini- 
mum, etc.)  exige  seulement  que  l'ensemble  E  et  la  loi  de  correspondance 
soient  assujettis  à  des  conditions  qu^on  peut  définir,  abstraction  faite  de  la 
nature  des  éléments  de  E.  Pour  l'ensemble  E,  il  faut  supposer  :  i"  que,  de 
toute  suite  infinie  d'éléments,  on  puisse  extraire  au  moins  une  autre  suite 
infinie  ayant  un  élément  limite;  2"  que  ces  éléments  limites  fassent  partie  de 
Pensemble  E;  en  d'autres  termes,  que  cet  ensemble  soit  fermé.  Pour  la  corres- 
pondance, il  faut,  en  général,  supposer  qu'elle  soit  continue. 

Les  difficultés  que  présente,  à  ce  point  de  vue,  le  calcul  fonctionnel  paraissent 
se  trouver  principalement  dans  la  vérification  des  propriétés  que  nous  venons 
d'énoncer  pour  l'ensemble  £....  Il  semble  donc  utile  de  connaître  des  familles, 
de  plus  en  plus  étendues,  de  fonctions  possédant  les  propriétés  requises  pour 
l'ensemble  E. 

Dans  ce  travail,  j'ai  essayé  d'étudier  deux  familles  de  fonctions  continues 
remplissant  les  conditions  précédentes  :  les  familles  de  fonctions  de  variables 
réelles  également  continues  et  les  familles  de  fonctions  bornées  de  variables 
complexes.  Pour  la  définition  de  la  limite,  je  me  suis  placé  dans  le  cas  le  plus 
simple  de  la  convergence  uniforme,  cas  où  les  propriétés  des  fonctions  d'une 
suite  se  transmettent  plus  régulièrement  à  la  fonction  limite. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  l'étude  de  fonctions  de  variables  réelles  égale- 
ment continues  et  à  celle  des  conditions  sous  lesquelles  une  famille  de  fonctions 
possède  la  continuité  égaie.  Je  fais  voir,  dans  le  Chapitre  suivant,  comment 
l'étude  de  familles  particulières  de  fonctions  également  continues  permet 
d'établir,  dans  toute  leur  généralité,  les  théorèmes  d'existence  des  solutions 
des  équations  différentielles  ou  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles. 
Pour  les  équations  de  la  forme 

je  montre,  après  M.  Peano,  l'existence  du  faisceau  des  intégrales  qui  passent 
par  un  point  donné. 

L'extension  de  ces  méthodes  au  cas  des  équations  aux  différentielles  totales 
exige  l'élude  préalable  des  conditions  d'intégrabilité  sous  la  forme  la  plus 
générale;  le  Chapitre  III  a  pour  but  la  recherche  des  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  l'expression 

pdx  +  q  dy 

soit  une  différentielle  totale,  et  cette  méthode  m'a  conduit,  incidemment,  à 
quelques  résultats  relatifs  aux  conditions  que  doivent  remplir  deux  fonctions 
continues  u  et  t'  de  a;  et  ^  pour  que  u  ■+•  iv  soit  une  fonction  de  ^  H-  ly. 

Dans  les  deux  derniers  Chapitres,  je  m'occupe  des  familles  de  fonctions  ana- 
lytiques de  s,  bornées  dans  un  domaine,  et  j'applique  les  résultats  obtenus  aux 
séries  convergentes  de  fonctions  analytiques  :  j'établis  quelques  propositions 
nouvelles  permettant  d'affirmer  que  la  somme  d'une  série,  dont  les  termes  sont 
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des  fonctions  holomorphes.  est  aussi  une  fonction  holomorphe,  et  je  donne  des 
propriétés  de  la  somme  d^une  série  convergente  de  fonctions  de  z^  lorsque  la 
convergence  n'est  pas  uniforme.  Pour  ces  dernières  séries,  dans  tout  domaine 
intérieur  au  domaine  de  convergence,  il  en  existe  un  autre  où  la  somme  est 
analytique.  Un  point  autour  duquel  la  convergence  n'est  pas  uniforme  est 
appelé  irrégulier  :  je  fais  voir  que  l'ensemble  des  points  irrégulieni  est  parfait, 
continu,  non  dense  et  d'un  seul  tenant  avec  la  frontière  du  domaine,  et 
j'étudie  comment  se  comporte  la  série  dans  le  voisinage  d'un  de  ces  points. 

Picard  {Emile),  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  par  les  valeurs  des 
dérivées  normales  sur  un  contour.  (335-34o). 

Étant  donnée  l'équation  du  type  elliptique 

où  la  fonction /(^,  y)  est  donnée,  mais  de  signe  variable,  dans  l'aire  A  limitée 
par  un  contour  C,  l'auteur  considère  une  solution  V  de  cette  équation  et  pose 

(a)  V(^,r)-i-^yy/(Ç,Ti)V(Ç,7i)logid^di;=U(x,y), 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  \.  La  fonction  U  esl  harmonique  et,  si  Ton 
désigne  par  <t>  la  valeur  donnée  sur  C  pour  la  dérivée  normale  de  U,  on  aura 

L'élimination  de  V  entre  les  équations  (a)  et  (3)  conduit  à  une  équation 
fonctionnelle  que  M.  Picard  ramène  à  une  équation  de  Fredholm.  En  générai, 
le  problème  admet  une  solution  et  une  seule.  La  méthode  s'applique,  avec  peu 
de  modifications,  si  l'on  se  donne  sur  le  contour,  non  plus  la  dérivée  normale, 
mais  la  somme 

k  étant  une  fonction  du  point  sur  le  contour. 

L'auteur  aborde  ensuite  l'équation  générale  du  type  elliptique  et  fait  voir 
qu'on  peut  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnée  Inéquation 

où  a,  6,  c  sont  des  fonctions  de  x  et  y  et\  un  paramètre  constant,  trouver 
V intégrale  continue  de  cette  équation  qui,  en  chaque  point  d'un  contour  C, 
satisfait  à  la  relation 

k  et  h  étant  des  fonctions  de  la  position  du  point  sur  le  contour. 
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Ce  problème  a  en  général  une  solution  et  une  seule.  Il  n'y  a  d'exceptions 
que  pour  certaines  valeurs  particulières  de  X  que  la  méthode  fait  connaître. 

Padé  {Henri).  —  Recherches  sur  la  convergence  des  développe- 
ments en  fractions  continues  d'une  certaine  calégorie  de  fonc- 
tions. (34i-4oo). 

Ces  recherches  sont  dominées  par  la  notion  de  fraction  continue  holo'ide, 
que  M.  Padé  a  introduite  et  que  nous  rappellerons.  A  chaque  point  (|Jl,  v)  du 
plan,  de  coordonnées  entières,  positives  ou  nulles,  on  fait  correspondre  la  frac- 
tion rationnelle  dont  le  dénominateur  est  de  degré  ^  et  le  numérateur  de  degré  v, 
qui,  développée  en  série  de  Taylor,  reproduit  par  ses  jjl  h- v  h-i  premiers  termes 
les  jJL-f-v-hi  premiers  termes  d'une  série  entière  ascendante  donnée  f{x).  Le 
plan  ((i.,  v)  constitue  alors  la  Table  des  fractions  rationnelles  approchées  ou 
réduites  de  f{x). 

Deux  réduites  (|jl,  v),  (p.',  v')  distinctes  sont  contiguëa  et  progressantes  dès 
que  les  diiïérenccs  p,' —  p,,  v' — v  sont  nulles  ou  égales  k  l'unité. 

Des  réduites  contiguës  et  progressantes  choisies  d'une  manière  quelconque 
dans  la  Table  sont  les  réduites  d'une  fraction  continue  holo'ide  :  les  numéra- 
teurs partiels  d'une  telle  fraction  sont  des  monômes  où  l'exposant  de  la  variable 
est  différent  de  zéro;  les  dénominateurs  partiels  sont  des  polynômes  dont  le 
terme  constant  n'est  pas  nul.  Les  successions  de  réduites  portées  par  des  paral- 
lèles aux  axes  ^  et  v  donnent  naissance  aux  fractions  continues  régulières  oîi 
les  numérateurs  partiels  soni  du  premier  degré  ainsi  que  les  dénominateurs 
partiels. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  A' étudier  le  développement  en  fraction 
continue  de  la  fonction  génératrice  d'une  quantité  qui  satisfait  à  une 
équation  aux  différences  finies,  linéaire  et  du  premier  ordre,  à  coefficients 
linéaires  relativement  à  l^ indice. 

L'élude  de  la  convergence  des  fractions  continues  régulières,  fondée  sur  une 
importante  proposition  de  Laplace  relative  aux  fonctions  génératrices,  conduit, 
dans  le  cas  général,  aux  résultats  suivants  : 

Les  fractions  continues  régulières,  dont  les  réduites  sont  portées  par  les 
parallèles  à  l'axe  des  v,  sont  convergentes  dans  un  cercle  ayant  l'origine 
pour  centre  et  passant  par  un  point  déterminé  A  du  plan;  elles  sont  diver- 
gentes  hors  de  ce  cercle;  dans  le  cercle,  leur  valeur  est  la  fraction  déve- 
loppée. 

Les  fractions  continues  régulières  dont  les  réduites  sont  portées  par  des 
parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  p.,  v  sont  convergentes  dans 
le  plan,  coupé  suivant  le  prolongement  de  la  droite  qui  va  de  l'origine  au 
point  A.  Elles  ont,  dans  ce  domaine,  la  fonction  pour  valeur. 

Deux  cas  limites  du  cas  général  donnent  lieu  à  d'autres  conclusions.  Dans 
le  premier,  le  point  A  s'éloigne  indéfiniment,  et  les  domaines  de  convergence 
des  fractions  régulières  s'étendent  à  tout  le  plan.  La  fonction  développée  est 
alors  une  fonction  de  même  nature  que  l'exponentielle  et  toutes  les  fractions 
continues  holoYdes  dont  les  réduites  progressent  dans  la  Table,  suivant  une 
direction  intermédiaire  entre  l'axe  des  v  et  la  bissectrice,  sont  convergentes 
dans  tout  le  plan  et  ont  la  fonction  pour  valeur. 

Dans  le  second  cas  limite,  le  point  A  vient,  au  contraire,  se  confondre  avec 
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l'origine.  Le  domaine  de  convergence  des  fractions  régulières,  à  réduites  portées 
par  les  parallèles  à  l'axe  des  v,  se  réduit  à  Forigine;  en  parliculier,  la  série 
développée,  qui  est  la  série  équivalente  à  la  première  de  ces  fractions  régu- 
lières^ est  divergente  dans  tout  le  plan,  sauf  à  Torigine.  Les  fractions  régulières 
à  réduites  portées  par  les  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  {i,  v 
sont  convergentes  et  ont  pour  valeur  la  fonction  développée,  dans  tout  le  plan, 
coupé  suivant  une  certaine  demi-droite  partant  de  l'origine. 

Les  résultats  de  M.  Padè  établissent  un  lien  logique  entre  de  nombreux  tra- 
vaux antérieurs  jusqu^ici  séparés  les  uns  des  autres:  ils  les  généralisent  et  les 
complètent  de  telle  sorte  que  ceux-ci  viennent  se  fondre,  comme  cas  parti- 
culiers, dans  l'étude  générale  de  la  Table  des  réduites  de  l'unique  catégorie  de 
fonctions  que  l'auteur  a  définies  dans  l'énoncé  de  son  problème. 

En  outre,  ces  résultats  apportent  une  contribution  à  l'étude  des  séries  diver- 
gentes, en  montrant  nettement  comment  la  Table  des  réduites  d'une  fonction 
définie  par  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  comporte  des  catégories  de 
fractions  continues  dont  les  domaines  de  convergence  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment les  mêmes  :  les  unes  et,  parmi  elles,  celle  qui  a  pour  série  équivalente  le 
développement  en  série  entière  de  la  fonction,  pouvant  être  divergentes  dans 
tout  le  plan;  les  autres  étant,  au  contraire,  convergentes  et  ayant  pour  valeur 
la  fonction,  dans  tout  le  plan,  coupé  suivant  une  certaine  demi-droite. 

Vollerra  (Vito).  —  Sur  l'équilibre  des  corps  élastiques  multiple- 
ment  connexes  (4oi-5i7). 

Cet  important  Mémoire  est  consacré  à  une  étude  systématique  de  Téquilibre 
des  corps  élastiques  multîplement  connexes.  Ses  sept  premiers  Chapitres  ont 
fait  l'objet  de  plusieurs  Notes  publiées  successivement  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  dei  LinceL  Les  deux  derniers  sont  inédits.  En  voici  le  résumé 
d'après  l'auteur  lui-même  : 

Dans  le  premier  Chapitre,  je  montre  qu'il  y  a  des  cas  d'équilibre  pour  les 
corps  à  connexion  multiple,  qui  ne  se  présentent  pas  pour  les  corps  à  connexion 
simple.  Le  point  de  départ  de  ces  recherches  est  le  groupe  de  formules  (  I  ), 
(!'),  (T)  du  premier  Chapitre.  Lorsqu'on  déforme  un  corps  élastique,  on  peut 
calculer,  par  ces  formules,  les  déplacements  en  connaissant  tes  éléments  carac- 
téri<^liques  de  la  déformation.  Les  formules  (I),  (!'),  (T)  caractérisent  la 
polydromie  des  déplacements  et  montrent  qu'un  corps  élastique  multiplement 
connexe,  à  déformation  régulière,  peut  garder  la  déformation,  étant  en  équi- 
libre, sans  l'action  de  forces  extérieures.  On  obtient  ces  états  d'équilibre  par 
des  opérations  que  j'ai  appelées  des  distorsions. 

Dans  le  deuxième  Chapitre  j'ai  étudié  les  éléments  qui  caractérisent  les 
distorsions. 

La  composition  des  tensions,  qui  sollicitent  les  éléments  d'un  corps  élas- 
tique, sur  lequel  on  a  fait  une  ou  plusieurs  distorsions,  donne  lieu  aux  efforts 
que  j'ai  étudiés  dans  le  Chapitre  IIL  On  peut  exprimer  l'énergie  de  déforma- 
tion du  corps  élastique  par  les  caractéristiques  des  distorsions  et  par  celle  des 
eiïorts  ou  par  des  formes  bilinéaires  de  deux  différentes  espèces  de  caracté- 
ristiques. J'ai  donné  aussi  dans  ce  Chapitre  deux  propositions  fondamentales: 
le  théorème  de  réciprocité  pour  les  efl'orts  et  le  théorème  des  coupures  équi- 
valentes. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  des  corps  élastiques  multiplement 
connexes  et  symétriques  par  rapport  à  un  axe.  La  symétrie  simplifie  l'exprès- 
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sion  de  Téoergie,  et  de  cette  expression  simplifiée  on  peut  tirer  plusieurs  théo- 
rèmes très  singuliers  sur  la  distribution  des  efforts. 

Dans  le  Chapitre  V,  j'ai  commencé  des  applications  particulières  afin  de 
comparer  les  résultats  du  calcul  à  ceux  de  Texpérience,  et  je  les  ai  continuées 
dans  les  Chapitres  VI  el  VII.  J'ai  envisagé  un  cylindre  creux,  qui  est  un  corps  à 
connexion  double,  et  j'ai  calculé  les  formes  qu'il  doit  prendre  en  l'assujettissant 
aux  six  distorsions  élémentaires.  On  peut  dessiner  ces  formes  et  les  comparer 
avec  celles  qu'un  gros  cylindre  creux  de  caoutchouc  prend  effectivement.  Les 
dessins  dont  je  viens  de  parler  et  les  photographies  du  cylindre  sont  reproduits 
dans  ces  Chapitres. 

Enfin,  dans  les  Chapitres  VIII  et  IX,  j'ai  étudié  le  problème  suivant  :  Déter- 
miner les  efforts  en  connaissant  les  distorsions  d'un  système  formé  par 
plusieurs  parties  déformables  reliées  rigidement  entre  elles.  On  arrive  par 
là  à  une  théorie  du  même  type  que  celle  de  Kirchhoff  sur  la  distribution  des 
courants  électriques  dans  les  fils. 

J'ai  ajouté  aussi  trois  Notes  :  la  première  renferme  une  démonstration  des 
formules  (I),  (T),  (F)  donnée  par  Cesarè,  après  la  publication  de  mes 
résultats;  dans  la  seconde  j'ai  exposé  les  élégantes  expériences  faites  par 
M.  Rolla  dans  le  laboratoire  de  Physique  de  l'Université  de  Gènes,  dirigé  par 
M.  Garbasso.  Par  des  expériences  très  ingénieuses  d'optique,  faites  sur  un 
cylindre  creux  de  gélatine,  on  peut  distinguer  los  parties  comprimées  et  celles 
dilatées  lorsqu'on  assujettit  le  cylindre  à  des  distorsions.  La  troisième  Note  se 
rapporte  à  une  méthode  que  M.  Almansi  vient  de  publier  pour  déterminer  les 
déformations  des  cylindres  à  connexions  multiples. 

Padé  [Henri),  —  Sur  la  généralisation  des  formules  de  Sylvester 
relatives  aux  fonctions  qui  se  présentent  dans  l'application  du 
théorème  de  Sturm,  et  sur  la  convergence  de  la  Table  des 
réduites  d'une  fraction  rationnelle.  (5 19-534)* 

Les  célèbres  formules  de  Sylvester,  pour  la  représentation  des  polynômes  qui 
se  présentent  dans  l'application  du  théorème  de  Sturm,  ont  donné  lieu  à  de 
très  nombreux  travaux  :  en  rapprochant  ces  travaux  de  la  théorie  générale 
des  réduites  d'une  fonction  qu'il  a  constituée  dans  ses  publications  antérieures, 
M.  Padé  a  été  conduit  à  des  formules  qui  comprennent  comme  cas  très  parti- 
culier celles  de  Sylvester.  La  première  Partie  du  présent  Mémoire  a  pour  objet 
la  démonstration  de  ces  formules  générales,  relatives  à  la  fraction  rationnelle 
approchée  générale  non  seulement  d'une  fraction  rationnelle,  mais  d'un  déve- 
loppement de  Taylor  absolument  quelconque  :  en  faisant  découler  de  cette 
source  les  formules  de  Sylvester,  l'auteur  montre  mieux  qu'on  ne  Ta  fait 
jusqu'ici  la  plaee  qu'elles  occupent  dans  la  théorie  des  fractions  continues 
algébriques,  où  elles  ont,  comme  on  l'a  d'ailleurs  reconnu,  leur  véritable 
origine. 

Le  problème  qui  consisterait  à  traiter  complètement  la  question  de  la  con- 
vergence de  toutes  les  fractions  continues  holoïdes  d'une  Table  de  réduites 
{voir  ci-dessus  Tunalyse  du  précc<ient  Mémoire  de  M.  Padé)  semble  des  plus 
difficiles;  il  n'a  été  résolu  que  pour  le  cas  de  la  fonction  exponentielle.  Aussi 
le  cas  de  la  fraction  rationnelle,  bien  que  relativement  simple,  offre-til  un 
réel  intérêt.  Or  les  formules  obtenues  dans  la  première  Partie  permettent 
d'étudier  la  convergence  des  fractions  continues  holoïdes  attachées  à  une  frac- 
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tion  rationnelle;  c'est  à   celle  étude  qu'est  consacrée  la   seconde   Partie   du 
Mémoire. 

Riquier  {Charles),  —  Sur  les  conditions  d^inlégrabilité  romplète 
de  certains  svstèmes  diflerentiels.  (535-645). 

Introduction.  —  Dans  un  Mémoire  publié  il  y  a  quelques  années  {Acta 
mathematica,  t.  XXIII)  nous  avons  formulé  la  définilion  des  systèmes  ortho- 
nomes et  établi  un  ensemble  de  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qa*un 
pareil  système  soit  complètement  intégrable.  A  cette  règle  on  peut  en  substi- 
tuer une  autre  qui  présente  le  double  avantage  d^ètre,  dans  bien  des  cas, 
notablement  plus  simple  et  de  s'appliquer  à  des  systèmes  différentiels  notable- 
ment plus  généraux. 

Considérons  d'abord  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  certaines 
dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  cela  de  telle 
façon  qu'aucun  des  premiers  membres  n'y  soit  une  dérivée  de  quelque  autre; 
attribuons  ensuite  aux  diverses  variables  indépendantes  des  cotes  respectives 
toutes  égales  à  i  et  aux  fonctions  inconnues  des  cotes  respectives  quelconques 
(positives,  nulles  ou  négatives);  cela  étant,  Tapplication  d'un  procédé  tout 
élémentaire  permet  de  donner  aux  conditions  initiales  du  système  une  forme 
telle  que  diverses  circonstances  (un  peu  lon^çucs  à  énnmérer  et  dont  on 
trouvera  l'indication  détaillée  au  n«  18)  se  trouvent  réalisées.  Nous  convien- 
drons, en  pareil  cas,  d'adopter,  pour  les  conditions  initiales,  récriture  i 
laquelle  il  vient  d'être  fait  allusion,  et  nous  désignerons  alors  par  6  la  cote 
minima  des  premiers  membres  du  système  proposé,  par  r  la  cote  maxima  des 
premiers  membres  des  conditions  initiales;  enfin,  adjoignant  par  la  pensée  aux 
équations  du  système  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  de  simples  différen- 
tiations  d'ordres  quelconques,  nous  partagerons  l'ensemble  illimité  résultant  de 
celte  adjonclion  en  groupes  limités  successiTs  d'après  les  cotes  croissantes  S, 
8  -h I,  8  -h  2,  . . .  des  premiers  membres,  et  nous  nommerons  S^,  S^^,,  S^^,,  ... 
les  groupes  dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  nous  formulerons  la  proposition  suivante  : 

Considérons  un  système  différentiel  satisfaisant  à  la  double  condition 
ci-après  : 

!•  Le  système  est  résolu  par  rapport  à  certaines  dérivées  des  fonctions 
inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  aucun  des  premiers  membres  n*est  une 
dérivée  de  quelque  autre,  et  les  seconds  membres  sont  indépendants  de 
toute  dérivée  principale; 

a*  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux  variables 
indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i  et  aux  inconnues  des 
cotes  respectives  convenablement  choisies  (positives,  nulles  ou  négatives), 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que 
des  quantités  {inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  celle  du 
premier  membre  correspondant. 

Cela  étant,  et  dans  les  limites  où  certaines  restrictions  d* inégalité  (co/i- 
cernant  les  valeurs  numériques  des  variables  indépendantes,  des  inconnues 
et  de  quelques-unes  de  leurs  dérivées  paramétriques)  se  trouvent  satisfaites, 
il  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  système  soit  complètement  intégrable,  qu'en 
éliminant  entre  les  groupes 
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les  diverses  dérivées  principales  qui  ont  pour  cote  l'un  ou  l'autre  des 
entiers  {algébriques) 

S,   64-1,    ...,   r-hi,   r  +  2, 

les  relations  résultantes  soient  vérifiées  identiquement  {c'est-à-dire  pour 
toutes  valeurs  numériques  des  variables,  des  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  ). 

Dans  le  cas  où  les  diverses  dérivées  qui  constituent  les  premiers  membres  du 
système  proposé  appartiennent  à  des  inconnues  toutes  différentes,  il  n'y  a  pas 
de  conditions  d'intégrabilité  et,  dans  celui  où  le  système  proposé  est  ortho- 
nome, aucune  restriction  d^'négalité  n'est  à  formuler. 

Voici  un  exemple  très  simple  où  la  règle  formulée  ci-dessus  présente  un 
notable  avantage  sur  la  règle  ancienne,  tirée  de  la  considération  des  dérivées 
cardinales.  Supposons  qu'un  système,  impliquant  une  fonction  inconnues  des 
variables  indépendantes â?,  y,  . . .,  ait  pour  premiers  membres  toutes  les  dérivées 
d'ordre  m  de  u,  tes  seconds  membres  ne  contenant,  avec  les  variables  Xf  y, ..., 
que  l'inconnue  u  et  ses  dérivées  d'ordre  inférieur  à  m;  pour  ce  système,  visi- 
blement orLhonome,  la  nouvelle  règle  conduit  à  ne  considérer  que  des  dérivées 
d'ordre  m  +  i;  l'ancienne,  au  contraire,  si  l'on  observe  que  les  dérivées  cardi- 
nales ont  pour  ordre  maximum  3 m,  eiigerait  (sauf  le  cas  de  m  =  i)  un  calcul 
beaucoup  plus  long  et,  parmi  les  conditions  obtenues,  un  grand  nombre  se 
trouveraient  n'être  que  de  simples  conséquences  des  autres. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS. 
Tome  XXXV;   1905-1906. 

Bromwich  (T.^J,),    —  Quelques  contributions  à  la  théorie  de 
deux  sphères  électrisées.  (1-12). 

Lord  Kelvin  {^)  a  calculé  la  force  entre  deux  sphères  égales  qui  se  touchent, 
au  moyen  d'une  série  double,  laquelle  ne  converge  malheureusement  pas 
uniformément;  en  sorte  que  l'analyse  de  lord  Kelvin  ne  permet  pas  de  conclure 
à  la  valeur  cherchée;  toutefois  la  valeur  donnée  par  lord  Kelvin  est  exacte, 
comme  l'auteur  le  montre  autrement. 

La  densité  superficielle,  immédiatement  avant  le  contact,  au  point  où  celui-ci 
va  se  produire,  a  été  calculée  correctement  par  Kirchhoff.  M.  Bromwich  la 
retrouve  autrement,  par  une  méthode  connexe  à  celle  qu'il  a  suivie  pour  la 
solution  du  premier  problème. 

Cunningham  {A,),  —  Tables  de  puissances.  (i3-a4)' 
Nombreuses  corrections. 

(*)  Philos,  Magazine,  i853. 
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Glaisher  (J,-fV,),  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  elles  fonctions 
zêta  de  |K.  (25-45). 

Ce  travail  se  relie  à  divers  aulres  Mémoires  de  M.  Burnside  {Messenger, 
t.  XII)  et  de  ViuteuT  (Proceèdings  of  the  London  mathematical  Society j 
à*  sérient.  II);  parmi  les  très  nombreuses  formules  qu'il  contient,  on  remar- 
quera, dans  les  développements  en  série  suivant  les  puissances  de  q,  le  rôle 
joué  par  certaines  fonctions  numériques,  comme  l'excès  du  nombre  des  diviseurs 
de  la  forme  t^k  -^i  (ou  3Ar-+-i  )  de  /i  sur  le  nombre  de  diviseurs  de  la  forme 
4A:  +  3  (ou  3A:  +  a),  la  somme  des  diviseurs  impairs,  et  les  propriétés  de  ces 
fonctions  qui  résultent  de  ces  développements. 

Burnside  {W.).  —  Sur  les  groupes  finis  pour  lesquels  tous  les 
sous-groupes  de  Sylow  sont  cycliques.  (46-5o). 

Burnside  {W,),  —  Sur  une  propriété  générale  des  groupes  finis 
irréductibles  de  subslilutions linéaires.  (5i-55). 

Généralement  un  groupe  fini  irréductible  de  substitutions  linéaires  a   celte  j 

propriété  que,  pour  quelque  sous-groupe,  autre  que  celui  qui  consiste  dans  la 
substitution  identique  seule,  il  y  ait  une  fonction  linéaire  des  variables  qui  reste 
absolument  invariable.  M.  Burnside  détermine  et  classe  tous  les  groupes  irré- 
ductibles qui  n'ont  pas  cette  propriété. 

Dans  le  cas  où  le  groupe  est  une  puissance  d^un  nombre  premier /?,  les  seules 
exceptions  sont  un  groupe  cyclique  à  une  seule  variable  et  un  groupe  d'ordre  2/1 
à  deux  variables,  contenant  seulement  une  opération  d'ordre  a. 

Le  cas  général  donne  encore  lieu  à  une  classification  très  simple.  Les  résul- 
tats obtenus  dans  la  présente  Note  dépendent  de  la  Note  précédente. 

Jourdain  {P,-H.),  —  La  définition  d'une  suite  ordonnée  sembla- 
blement  à  la  suite  de  tous  les  nombres  ordinaires.  (56-58). 

IJi/l  (M,'J.).  —  Sur  les  séries  pour  le  sinus  et  le  cosinus.  (SS-ôg). 
Démonstration  élémentaire  fondée  sur  l'identité 

2  r        X  X  se  T 

3"  sinç;  —  sina?  =  4  1  sin^-s-  4-  3  sin^-^  -h.,  .-h  3»-*  sin-r^   • 

Guldberg  {A,),  —  Sur  les  équations  aux  différences  linéaires  et 
homogènes.  (70-72). 

Méthode  pour  reconnaître  si  une  telle  équation,  à  coefficients  rationnels,  est 
irréductible  ou  non. 

Holden  {H,).  —  Sur  diverses  expressions  du  nombre  h  de  classes 
proprement  primitives  pour  un  déterminant /?,  où — />  est  un 
nombre  premier  de  la  forme  4/^  -h  3.  Premier  Mémoire.  (73-80).  3 

l 
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Le  Mémoire  de  M.  Holden  contient  un  très  grand  nombre  de  formules  où 
figure  le  nombre  A;  voici  deux  des  plus  simples  : 
Si  l'on  suppose 

en  désignant  par  Y,  Z  des  polynômes  en  x^  à  coefficients  entiers,  on  a 

Taylor  (H.-G,).  —  Sur  quelques  découpages  géomélriques. 
(8.-.O.). 

Nombreuses  transformations  de  polygones  en  polygones  équivalents. 

Holden  {H.),  —  Sur  diverses  expressions  du  nombre  A  de  classes 
proprement  primitives  de  déterminant  — p^  où  p  est  un  entier  de 
la  forme  4^  +  3,  et  est  premier  ou  le  produit  de  nombres 
entiers  difi'érents.  Deuxième  Mémoire,  (loa-iio). 

Holden  {H»)*  —  Sur  diverses  expressions  du  nombre  A  de  classes 
proprement  primitives  de  déterminant  négatif,  ne   contenan 
pas  de  facteur  carré.  Troisième  Mémoire.  (110-117). 

Hilton  (H.),  —  Groupe  de  soustraction  et  de  division.  (117)- 

Afuir  (Th.).  —  Égalité  de  deux  déterminants  composés  d'ordre 
n — I.  (i  18-12 1). 

Considérons  /i  Tableaux  rectangulaires  contenant  chacun  n  —  i  lignes  et  n 
colonnes;  on  forme  deux  déterminants  :  la  r""**  colonne  du  premier  a  pour 
élément  les  n  déterminants  du  (n  — i)*'"*  ordre  tirés  du  r""*  Tableau  ;  dans  le 
second  déterminant  la  H*"*  colonne  a  pour  éléments  les  n  —  i  déterminants  du 
;iièai«  ordre  en  adjoignant  au  r^*""  Tableau  une  ligne  du  n'*"*  Tableau  :  ces  deux 
déterminants  sont  égaux. 

Kapteyn{W.).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbi- 
traire en  série  de  fonctions  de  Bessel.  (ia2-ia5). 

Les  formules 

m  —\ 


r 


sin- 


X 


0        '  ''"' 


OÙ  J^,  J„  sont  des  fonctions  de  Bessel  de  première  espèce,  fournissent  sans 


Digitized  by 


Google 


io8  SECONOK   PARTIE, 

peine  les  coefficients  G.  d'un  développement  de  la  forme 

supposé  possible. 

M.  Kapteyn  montre  que  le  développement  sera  possible  si  la  fonction  ?(«) 
est  impaire,  s*annule  pour  js  =o,  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
la  variable  et  satisfait  en  outre  à  la  condition 

X"H^l?(/  +  T)+-(*-T)1rf^=»^- 

Hardy  (G.-H.).  —  Noies  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral 

(XVII).  (126-1 3o). 

Si  /(jc)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a, A),  si  9{x)  peut  être 
développé  en  une  série  de  fonctions  continues 

9o(^)-+-9i(^)H-?j(^)+..-, 

uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  A  — e),    si    petit  que  soit    le 
nombre  positifs;  si,  en  posant 


9i^)  =  l?o(^)|-+-|?i(^)|-*-..'» 
l'intégrale 

/^{x)  dx 
est  convergente,  on  aura 

/      ff/dx=\]  f     ^Jdx. 


Bromwich  (T,-J.),  —  Règles  classiques  élémentaires  du  Calcul 
intégral.  (  i3i-i40- 

L'auteur  insiste  avec  raison  sur  la  façon  insuffisante  dont,  dans  nombre  de 
formules  élémentaires  de  Calcul  intégral,  sont  spécifiés  les  signes  de  certaines 
quantités  ou  les  valeurs  de  certaines  fonctions  ambiguës. 

/Vanson    (E.   /. ).  —   Séries   de    puissances    pour   sinx,  cosj?. 

(i32-i44). 

Démonstration  élémentaire. 

Hardy  (G.-H,),  —  Une  formule  pour  les  facteurs  premiers  d'un 
nombre  quelconque.  (i45-i46). 

Expression,  d'un  caractère  analytique,  d'une  fonction  Ô(^)  qui,  pour  des 
valeurs  naturelles  de  x^  est  égale  au  plus  grand  facteur  premier  de  x. 
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Cunningham  (E,).  —  Sur  la  réversion  d'un  développement 
asymptotique.  (  147-1 49)- 

Lees  (Ch.).  —  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  FoiHer  pour 
développer  une  fonction  en  une  série  de  sinus  et  de  cosinus. 
(.49-58)- 

L'auteur  signale  un  cas  étendu  où  un  développement  de  la  forme 

/{x)  =  b^-4-  bi  cos^,JF  -+-  ôjcospjj:  h-.  . . 
-h  Oj  sic «,27  -f-  a,  sina,x  -h. . . 
est  possible. 

Hardy  {G.  H.).  —  Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral 
(XVIII).  (i58-i66). 

La  Note  de  M.  Hardy  concerne  principalement  l'intégrale 

(ax  —  6  sin  jc) 


^0 


dx, 


où  a  et  6  sont  réels,  et  qui  jouit  de  propriétés  curieuses.  En   particulier,  elle 
est  discontinue  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  a. 

Cunningham     {A,),    —    Décompositions  pelliennes  de  grands 
nombres.  (166-1 85). 

Il  s'agit  de  la  décomposition  de  nombres  N  de  la   forme  y^  -f-i,  déduites  de 
solutions  connues  de  l'équation  de  Pell  y  —  D^'  =  —  i. 

Glaisher  (J.-IV.).  —  Note  sur  un  développement  de  (i  -ha:)*  en 
fonctions  de  Legendre.  (  186-189). 

Si  A:  =  r—  }  est  la  moitié  d'un  nombre  impair,  la  forme  du  développement 
change  après  le  r»*"*  terme. 

Burnside  {W.),  —  Sur  la  figure  formée  par  un  pentagone  régulier 
et  la  droite  de  Tinfini.  (  iga-iQa). 

L'auteur  montre  comment  cette  figure  fournit  une  représentation  intuitive  du 
groupe  icosaédrique. 

J.  T. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  s*  série,  t.  XXXIl.  (Aoûl  1908.)  Il.<> 
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VERSLAG  VAN  DR  GEWONE  VBRGADERINGEN  DER  WlS-  EN  NaTUIRKUNDIGE 
ÂFDEBLING  DER  KoNINKLIJKE  AkADEMIE  VAN  WeTENSCIUPPEN  TE  AMSTER- 
DAM. In-4°(*)- 

Tome  XIII,  mai  1904  à  avril  190I. 

Korteiveg  (D.-J.),  —  Nicolaas  Theodoor  Micliaelis,  In  memoriam. 
(3-4). 

Van  der  Stok  (J.-P.),  —  Une  période  de  vingt-six  jours  dans 
les  moyennes  journalières  du  baromètre.  (5-ai). 

Juliiis  (  fV.-If,) .  —  Sur  les  bandes  de  dispersions  dans  les  spectres 
d^absorplion.  (20-32,   i  pi.). 

Schuh  (Fr.).  —  Sur  une  expression  de  la  classe  d'une  courbe  plane 
algébrique  à  singularités  supérieures.  (07-60). 

Oénnition  de  la  classe  d'une  courbe  plane  algébrique,  donnée  par  une  équa- 
tion en  coordonnées  ponctuelles,  comme  le  nombre  des  points  d'intersection 
mobiles  de  cette  courbe  avec  la  première  courbe  polaire  d'un  point  arbitraire  P 
qui  ne  se  trouve  pas  sur  la  courbe,  ni  sur  une  des  tangentes  dans  un  point 
multiple,  ni  sur  une  tangente  à  contact  supérieur. 

Démonstration  du  théorème  suivant  : 

Soient  P  un  point  de  l'ordre  i'  de  la  courbe  {c'est-à-dire  que  t'  représente 
pour  les  droites  par  P  le  minimum  du  nombre  des  points  d'intersection 
avec  la  courbe  coïncidant  avec  P)  et  S  un  point  quelconque  de  l'ordre  t 
de  la  courbe.  Supposons  que  la  droite  PS  coupe  la  courbe  en  w  points  coïn- 
cidant avec  S.  Alors  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à  t'  augmentée  de  la 
somme  des  différences  w  —  t  prises  par  rapport  à  tous  les  points  S  de  la 
courbe,  sous  la  condition  qu'on  prenne  pour  la  droite  PS  toutes  les  droites 
par  P  quand  S  coïncide  avec  P. 

Ici,  au  lieu  de  s'occuper  de  tous  les  point»  S  et  de  toutes  les  droites  par  P 
quand  S  coïncide  avec  P,  on  peut  se  restreindre  à  tous  les  points  S  et  toutes 

les  droites  par  P  qui  contribuent  à  augmenter  \^(w — t). 

Le  cas  particulier  r=  o  ou  P  est  un  point  quelconque  du  plan. 

Landau  (Edm.)  —  Remarques  sur  le  Mémoire  de  M.  Kluyver  : 
Séries  dérivées  de  la  série  ^■^- (71-83). 


(>)  Voir  Bulletin,  t.  X\IX,,  p.  iiJ. 
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Dans  sa  dernière  Communication  (>),  M.  Kluyver  s'est  occupé  de  la  série 

^     mb  +  k 
m  =  0 

où  b  et  h  représentent  deux  nombres  entiers  positifs  et  où  l'on  peut  supposer 
h~b  sans  nuire  à  la  généralité.  Toutefois,  ses  recherches  ne  fournissent  pas  la 
preuve  que  la  série  en  question  est  convergente,  c'est-à-dire  que,  pour  chaque 
couple  de  valeurs  b,  A,  l'expression  timA^^.  existe.  Ici  M.  Landau  supplée  à 
celte  démonstration  en  se  basant  sur  une  étude  antérieure  {Siizungsber.  der 
Wiener  Akad.,  U  CXIl,  p.  493-535). 

Schuh{Fr.),  —  Sur  une  expression  du  genre  d'une  courbe  plane 
algébnr|ue  à  singularités  supérieures.  (127-132). 

Démonstration  du  théorème  suivant  : 

Le  genre  d'une  courbe  plane  algébrique  qui  est  coupée  par  les  courbes 
d'un  faisceau  coniplanaire  en  n'  points  mobiles,  ces  points  d'intersection  se 
distribuant  pour  les  différentes  courbes  de  ce  faisceau  sur  N,,  N,,  ...  branches 
de  la  courbe  fixe,  est  représenté  par  l'expression 

i-n'-^l^in'-N,), 

i 

où  la  somme  V  (1' —  N,)  s'étend  à  toutes  les  courbes  du  faisceau. 

i 

Dans  cette  démonstration,  Tauteur  commence  par  le  caTs  d'un  faisceau  de 
droites  pour  considérer  ensuite  le  cas  d'un  faisceau  de  courbes  rationnelles.  Il 
ne  passe  du  dernier  cas  à  celui  d'un  faisceau  quelconque  qu'avec  hésitation,  à 
l'aide  de  raisonnements  moins  rigoureux.  Il  remarque  que  les  courbes  ration- 
nelles du  faisceau  qui  contribuent  à  augmenter  /^(n'— NJ   sont  :  i*  celles 

i 
qui  passent  à  l'origine  d'une  branche  superlinéaire,  ce  point  étant  distinct  des 
points  de  base  du  faisceau;  a**  celles- qui  touchent  la  courbe  fixe  en  un  point 
distinct  des  points  de  base;  3»  celles  où  deux  ou  plusieurs  des  points  d'inter- 
section mobiles  se  trouvent  sur  la  même  branche  de  la  courbe  fixe  tout  à 
proximité  d'un  point  de  base.  Ainsi,  le  théorème  donné  se  base  principalement 
sur  la  détermination  du  nombre  des  courbes  du  faisceau  qui  louchent  la  courbe 
fixe  et  des  changements  que  subit  ce  nombre  à  cause  des  singularités  supé-. 
rieures  de  cette  courbe.  Or,  il  est  très  difficile  de  s'imaginer  que  le  genre  des 
courbes  du  faisceau  puisse  influencer  ce  résultat:  car,  dans  les  deux  cas,  celui 
d'un  faisceau  de  courbes  rationnelles  et  celui  d'un  faisceau  de  courJbes  admet- 
tant  un  genre  diiïêrent  de  zéro,  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe 
variable  satisfont  à  un  nombre  de  conditions  linéaires  égal  au  nombre  des 
conditions  nécessaires  à  la  détermination  de  cette  courbe  moins  un.  Exemple  : 
le  nombre  des  cubiques  d'un  faisceau  qui  touchent  une  courbe  donnée. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXIX„  p.  147. 
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L'expression  donnée  par  l'auteur  se  dislingue  de  toutçs^les  autres  qu'on  a 
proposées,  en  ce  qu'on  voit  tout  de  suite  qu'elle  est  inrariante  par  rapport  à 
des  transformations  rationnelles,  parce  qu'elle  est  exprimée  en  quantilés,  chacune 
desquelles  jouit  de  celte  propiii-té. 

Schiih  {Fr.).  —  Sur  le  nombre  des  courbes  d'un  faisceau  qui 
touchent  une  courbe  coniplanaire  algébrique  à  singularités  supé- 
rieur<*s.  (i33-i38). 

A  l'aide  des  considérations  de  Pélude  précédente,  l'auteur  résout  la  question 
de  la  détermination  du  nombre  des  courbes  d'uu  faisceau,  tangentes  à  une 
courbe  C,  de  l'ordre  /i,  de  la  classe  k  et  du  genre  g.  Il  trouve  le  théorème 
suivant  : 

Soit  n'  le  nombre  des  points  d'intei  section  mobiles  de  la  courbe  C„  de 
l'ordre  n  et  de  la  classe  k  avec  les  courbes  du  faisceau;  supposons  que  w  de 
ces  points  coïncident  avec  l'origine  S  d'une  branche  de  l'ordre  t  de  C,- 
Alors  on  a 

^{»^-t,)  =  k^i{n'-n), 

i 

OÙ  la  somme  Vc^v^— /,)  s'étend  aux  origines  S  de  toutes  les  branches 

i 

de  G„,  aussi  à  celles  gui  coïncident  avec  un  point  de  base. 

Ce  théorème  résout  le  problème  de  contact  posé.  Discussion.  Étude  de  plu- 
sieurs cas  particuliers. 

Van  de r  IVaals  (J.-D,).  —  La  déduction  de  la  formule  faisant 
connaître  la  composition  des  phases  coexistantes  dans  les  mé- 
langes binaires  (i45-i5i). 


Autrefois  l'auteur  a  remplacé  la  formule 

(da 
— -MUT 


db_   \ 
V  —  b/ 


par 

/     ^1       '  — ^^  ^       /  tfTfc    ^     1    dp^ 
I  —  a:,      Xj  T    dx        p^   dx 

Ici  il  fait  voir  comment  la  dernière  formule  se  transforme  quand,  dans  l'équa- 
tion d'état,  on  suppose  la  quantité  b  indépendante  du  volume. 

Van  Dalfsen  (B.-M,),  —  Sur  la  fonction  ^  des  mélanges  mul- 
tiples. (167-181). 

Les  quantités  a  et  6  de  ce  quotient  sont  les  constantes  de  l'équation  d'état 
de  Vun   der  Wuais  appliquée  à   un   mélange  de  n  composantes;  alors  j-   est 
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proportionnel  à  la  lempérature  critique  de  ce  mélange,  déternMné  par  les  frac- 
lions  moléculaires  â?|,  x^,  ...,  x^,  où  \  â?  =  i.  De  plus,  a  et  b  sont  repré- 
sentés par  les  formes  homogènes  quadratiques 

n         n  n        n 

p=lq=l  p=t q=l 

L'auteur  s'occupe  principalement  de  la  question  s'il  y  a  un  mélange  pour 
lequel  —  est  stationnaire. 

Easton  {C,).  — Les  nébuleuses  considérées  dans  leurs  rapports 
avec  le  système  galaclique.  (189-199). 

Kamerlingh  Onnes  (If.)  et  Zakrzewski  (C).  —  La  détermination 
des  conditions  d'équilibre  des  phases  gazeuse  et  fluide  de 
mélanges  de  gaz  à  des  températures  basses.  (199-206,  1  pi.). 

Kamerlingh  Onnes  {H ,)  et  Zakrzewski  (C).  —  La  validité  de  la 
loi  des  états  correspondants  pour  des  mélanges  de  chlorure  de 
méthvie  et  d'acide  carbonique.  (207-1 1 1,  38o-386). 

Versluys  {W.-A.).  —  Sur  la  relation  entre  le  rayon  de  courbure  R 
d*une  courbe  gauche  en  un  point  P  et  le  rayon  de  courbure  /• 
en  P  de  la  section  de  la  surface  développable  de  cette  courbe 
avec  le  plan  osculateur  au  point  P.  (271-273). 

L'auteur  démontre,  d'abord  pour  la  cubique  gauche,  ensuite  pour  une  courbe 
gauche  quelconque,  qu'on  a  la  relation  4R  =  3r. 

Kluyver  (J.-C).  —  Évaluation  de  deux  intégrales  définies. 
(276-280). 

Les  intégrales 

y/  V        r'    t'osa?!      .^  /         ^       /*"    s'"^'    ^. 

ont  une  signification  déterminée,  pour  x  réel,  pourvu  que  la  partie  réelle  du 
paramètre  m  soit  positive.  L'auteur  trouve 

ri 

/{x,  m)  =  .,,   \  \  —  L{x,m)~h{-]        M(a?,  m)   , 

•' ^  jcosTcm  r(m)  L  \'^/  J 

<P(j:,  m)  -  "^ ,. ,  '^     I  —  N ( a:,  m )  4-(-)        M(x,  m)L 


Digitized  by 


Google 


ii4  SECONDE  PAKTÏE. 


ou 


Lix,m)=^ /  3 x'        M(ar,m)=2] 7"^^ T' 


N(ar,m)=2] 


(f)" 


/i=or(A-i-- jr(—  m-+-2H-/i) 


/>e  Fr/e5  (y.).  —  Sur  la  congnience  des  coniques  situées  sur  les 
surfaces  cubiques  d'un  faisceau.  (281-284). 

Les  couples  de  droites  des  coniques  dégénérées  de  la  congruence  se  trouvent 
sur  le  lieu  O42  des  trisécantes  de  la  courbe  de  base  C,;  cette  courbe  est  une 
courbe  de  la  niultiplicilé  11  sur  0^^. 

La  surface  (P)  des  coniques  de  la  congruence  dont  les  plans  passent  par  P 
est  de  l'ordre  m. 

La  surface  (/)  des  coniques  qui  rencontrent  la  droite  /  est  de  Tordre  288. 

Les  coniques  qui  passent  par  un  point  donné  de  la  courbe  de  base  C, 
engendrent  une  surface  de  l'ordre  94. 

La  surface  .O42  des  trisécantes  admet  une  courbe  double  de  l'ordre  355. 

Les  paraboles  de  la  congruence  engendrent  une  surface  de  l'ordre  354,  leurs 
plans  enveloppent  une  surface  de  la  classe  i38. 

Weeder  (/.).  —  Une  nouvelle  nrjclhode  d'interpolation  avec  com- 
pensation appliquée  à  la  réduction  de  la  position  et  delà  marche 
de  l'horloge  principale  de  l'Observatoire  de  Leyde,  la  pendule 
Howii  17,  à  l'aide  des  observations  avec  l'instrument  de  passage 
en  igoS.  (3o2-322). 

SchoiUe  (P.'II.)  et  Cardinaal  (7.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  M.  A.  Toxopeus  inlitulé  :  Les  nombres  des  hyperespaces 
quadratiques  dans  V espace  à  cinq  dimensions.  (326-327). 

De  Vries{J,).  —  Sur  une  congruence  de  coniques  d'ordre  et  de 
classe  2.  (355-358). 

Soient  Q'  une  quadrique  quelconque  et  [R']  un  réseau  de  quadriques. 

Supposons  qu'on  ait  établi  une  correspondance  projective  entre  les  plans  tan- 
gents -H  de  Q^  et  les  surfaces  R'  de  [R'].  Alors  les  oc'  coniques  d'intersection 
des  couples  d'éléments  correspondants  ('k,  R')  forment  une  congruçnce  (3,  2) 
de  coniques. 

Les  coniques  (it,  R')  situées  en  des  plans  ic  passant  par  un  point  fixe  T 
engendrent  une  surface  T^  de  l'ordre  G,  dont  T  est  un  point  biplanaire. 

Les  coniques  dégénérées  engendrent  une  surface  de  l'ordre  27;  les  coniques 
s'uppuyant  sur  une  droite  donnée  engendrent  une  surface  de  l'ordre  28. 
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Korleweg  {D.-J.)  et  de  Lange  {D.),  —  Les  polnls  ombilicaux 
double  et  multiple  comme  singularités  du  premier  ordre  d^ex- 
ceptioii  de  surfaces  générales  en  coordonnées  ponctuelles. 
(388-398) 

Si  l'on  varie  d^une  manière  continue  les  paramétres  figurant  dans  Téquation 
cartésienne  d'une  surface,  la  surface  elle-même  varie  généralement  d'une 
manière  continue.  Alors  deux  ou  plusieurs  des  points  singuliers  qui  se  pré- 
sentent en  nombre  fini,  comme  les  points  de  plissement,  les  points  ombili- 
caux, etc.,  peuvent  se  réunir  en  un  même  point,  point  de  coïncidence  double 
ou  multiple  de  cette  espèce.  Comme  le  montrent  les  résultats,  il  y  a  ordinaire- 
ment plus  d'un  mode  de  coïncidence;  quelques-uns  de  ces  modes  correspondent 
à  une  condition  unique  entre  les  coefficients  de  l'équation,  tandis  que  d'autres 
ne  peuvent  se  présenter  que  si  plusieurs  conditions  entre  ces  coefficients  sont 
remplies.  Les  auteurs  s'occupent  seulement  de  la  première  catégorie. 

Les  particularités  du  premier  ordre  qui  s'interprètent  comme  des  points  de 
plissement  multiples  ont  été  étudiées  par  M.  Korteweg  en  1889  et  1890  (*);  il 
trouvait  deux  espèces  de  points  de  plissement  doubles,  les  points  homogènes  et 
les  points  hétérogènes;  les  points  d'osculation  équivalent  à  des  points  de  plis- 
sement triples  et  chaque  point  double  correspond  à  a4  points  de  plissement 
coïncides.  Dans  cette  Communication-ci,  les  auteurs  font  connaître  les  résul- 
tats analogues  pour  les  points  ombilicaux  : 

a.  Le  point  ombilical  double  à  distance  finie.  Les  trois  espèces.  Résultats 
d'une  considération  plus  rigoureuse. 

b.  Le  point  double  d'une  surface  dont  l'équation  en  coordonnées  ponctuelles 
est  générale  équivaut  à  douze  points  ombilicaux.  Les  points  ombilicaux  à 
l'infini.  Considérations  générales. 

c.  Le  point  de  contact  d'une  surface  générale  avec  le  plan  à  l'infini  comme 
point  ombilical  quadruple. 

d.  Le  point  de  contact  d'une  surface  générale  avec  le  cercle  commun  à  toutes 
les  sphères  comme  point  ombilical  double. 

e.  Les  points  de  la  courbe  spinodale  situés  à  l'infini  comme  points  ombili- 
caux simples,  si  la  tangente  se  trouve  à  l'infini. 

/.  Les  points  d'intersection  de  la  surface  avec  le  cercle  commun  à  toutes  les 
sphères  comme  points  ombilicaux  simples,  si  l'une  des  deux  tangentes  dans  le 
plan  tangent  se  trouve  à  l'infini. 

Application  des  résultats  aux  quadriques. 

Schoute  {P,'H.).  —  Uéqualion  qui  détermine  les  angles  entre  deux 
espaces  poijdimensionaux.  (409-410). 

Solution  du  problème  suivant  : 

Dans  un  espace  E„  à  n  dimensions,  on  donne  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  0(  X,,  X,,  . . .,  X„)  et  un  espace  E    passant  par  O  représenté, 


(')  Voir  iiullcUn,  l.  \I\,,  p.  2jO. 
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par  rapport  à  ce  système  y  par  les  équations 

à  déterminer  les  p  angles  a^,  04,  . . .,  a  entre  cet  espace  E  et  l'espace  de 
coordonnées  0(X,yX,,  ...^X  )  dans  la  supposition  que  ces  deux  espaces 
à  p  dimensions  n'admettent  pas  d'autre  point  commun  que  O. 

Soient  P  un  point  quelconque  de  E^et  Q  sa  projection  sur  0(X|,  X^,  . . .,  X  ). 
Alors  l'angle  POQ  =  a  est  déterminé  par  la  relation 


UAg'c»  =  — ^5^=     — 


^  («i.^i-*-  ««^,H-.  ..-ha^^.x^y 


2:-' 


ConsidéroBS  en  E    les  points  P  dont  les  coordonnées  vérifient  l'équation 


n-p 


(') 


2]  (a,,j:,-4-  «3,j7,  +  . . .+  a^^,a;^)»=  I, 


exprimant  que  la  projection  Q  de  P  sur  0(X,,X„  ...,X  )  se  trouve  sur  l'es- 
pace quadratique  représentée  par  (i).  Alors  on  a 

Représentons  par  6,,  6„   ...,  6    les  demi-axes  de  l'espace  quadratique  (i). 
Alors 


tanga,=  j-»         langa,=  -, 


Ung«^=^. 
p 


A  l'aide  des  substitutions 


n-p 


n-p 


^  <.  =-  \,h         J^  Afc  ,a, ..  =  A,  i 


l'équation   (i)  prend   la   forme  symbolique  {^.^x^-h  \^x,-^-. .  .-^  A  x^Y'>  =  i; 
donc,  l'équation  séculaire 


(3) 


An-^ 


^^P 


••      V-^ 


fait  connaître   par  ses  racines  X,,  X,,  . .  m  ^»  les  coefficients  de   l'équation  de 
l'espace  quadratique  réduite  aux  axes.  Enfin,  les  relations 


X  = 


K 


^=^ 
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font  voir   qu'on   obtient  l'équation   demandée  en  remplaçant  X  en   (a)   par 
tangua. 

Cordinaal  (*/.).  —  Le  Heu  géométrique  des  axes  principaux  d'un 
faisceau  de  quadriques.  (4ii-4i6). 

\J Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  mentionne  que  M.  Trebitscher  a 
déterminé  l'enveloppe  des  axes  d'un  faisceau  de  coniques,  tandis  qu*on  n'y 
trouve  rien  par  rapport  à  la  question  analogue  de  la  théorie  des  quadriques. 

Icif  M.  Cardinaal  s'occupe  du  lieu  des  axes  d'un  faisceau  de  quadriques,  une 
surface  gauche  du  neuvième  ordre,  admettant  comme  courbe  triple  la  cubique 
gauche  qui  forme  le  lieu  des  centres;  cette  surface  à  cône  directeur  cubique 
admet  aussi  une  courbe  double  de  Tordre  18,  de  manière  que  son  genre  est 
l'unité.  La  différence  entre  Tordre  de  la  surface  et  de  son  cône  directeur  est 
due  k  ce  que  six  des  génératrices  de  la  surface  se  trouvent  à  l'infini. 

Ensuite,  Tauteur  étudie  en  détail  le  cas  particulier  où  la  courbe  de  base  du 
faisceau  s'appuie  en  deux  points  sur  le  cercle  commun  à  toutes  les  sphères,  où 
la  surface  S*  se  décompose  en  une  surface  S*  et  une  surface  S'  dont  la  première 
passe  deux  fois,  la  seconde  une  fois  par  la  cubique  gauche  des  centres,  tandis 
que  S*  admet  encore  une  courbe  double  de  Tordre  7. 

Kapteyn  {W.).  —  Sur  les  valeurs  de  quelques  intégrales  définies 
en  rapport  avec  des  fonctions  de  Hessel.  (4 1 6-4 18). 

L'auteur  considère  l'intégrale 

-'^  /(x.e,y) 


,/•" 

«-'o 


cosO  -h  C(>s;p 


où  /(x,  6,  «p)  représente  successivement 

I*  cos(j:sin6)  —  co5(a:sin9), 

2*  5În  (j?  sinO)  sin9  —  sin(;r  sinç)  sino, 

3»  cos(j:  C056)  —  cos(a:  COS9), 

4*  sin  {x  cos6)  cos6  —  sin(vr  0059)  ces». 

En  représentant  par  I    la  fonction  I„(x)  de  Bessel  de  Tordre  /?,  il  trouve  en 
ces  quatre  cas 

P,  sinç  =—  47:[Ij  sin 2 9  -t-  I^  sin 4?  H-  I,  sin6»  -h. . .], 
P,  sinç  =—  aTt[(Ij—  I, )  sinay  -h  (Ij—  I3)  sin4?  H-. . .], 
P3  sinf  =      4^[l2  ^i"^?  —  I4  sin49  h-  I^  sinô^  — . . .], 

P4sin9  =—  2ir[I,  sina?  —  IjCsinaç  H-  sin45?)  H-  Ij(sin4?  -+-  sinGç)  — . . .], 
=  —  4''^  cos«p[I,  sin  9  —  I3  sin3ç  H-  Ijsin59  — . . .]. 

Sommer/eid  (A.),  —  Déduction  simplifiée  du  champ  et  des  forces 
agissant  sur  un  électron  en  mouvement.  (43i-4^2)* 

Dans  les  Gottinger  Nachrichten,  Tautfur  a  communiqué  des  formules  géné- 
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raies  pour  le  champ  d'un  électron  se  mouYant  d'une  manière  quelconque,  d'une 
apparence  plus  simple  que  les  formules  potentielles  de  M.  Lorentz.  La  diffé- 
rence est  la  suivante  :  les  formules  de  M.  Sommerfeld  représentent  les  poten- 
tiels à  Taide  d'une  intégrale  simple  par  rapport  au  temps  parcouru,  où  entrent 
seulement  des  distances  variables  d'un  point  fixe  au  centre  de  l'électron,  sup- 
posé sphérique;  au  contraire,  les  formules  antérieures  pour  les  potentiels 
ralentis  contiennent  des  intégrales  doubles  ou  triples  qui  s'étendent  sur  l'es- 
pace de  la  charge  et  où  entre  en  même  temps  la  distance  du  point  (ixe  à 
la  position  antérieure  de  la  charge.  Seulement  pour  des  cas  particuliers, 
M.  P.  Hertz,  dans  sa  thèse  (Gôttingen,  1904),  a  appliqué  une  méthode  capable 
de  remplacer  l'investigation  générale  de  M.  Sommerfeld,  en  faisant  usage,  pour 
la  loi  de  la  formation  des  potentiels,  de  Timage  d'une  sphère  creuse  se  con- 
tractant avec  la  vitesse  de  la  lumière.  Dans  les  GôUinger  Nachrichten, 
M.  Sommerfeld  s'est  servi  d'une  représentation  à  l'aide  d'intégrales  de  Fou- 
rier;  ici  il  s'appuie  exclusivement  sur  le  théorème  de  Green.  Alors  le  potentiel 
prend  la  forme  d'une  intégrale  quadruple,  une  intégration  se  rapportant  au 
temps,  les  trois  autres  à  l'espace.  En  intégrant  d'abord  suivant  le  temps,  il 
rétrouve  les  équations  de  Lorentz;  en  intégrant  d'abord  suivant  l'espace,  il 
aboutit  à  ses  propres  formules. 

1.  Introduction. 

2.  Théorème  de  Green. 

3.  Transition  aux  formules  de  Lorentz  et  de  Sommerfeld. 

4.  Le  champ  d'un  mouvement  stationnaire,  surtout  pour  des  vitesses  surpas- 
sant celle  de  la  lumière. 

5.  Les  forces  exercées  par  le  champ  sur  l'électron,  surtout  dans  le  mouve- 
ment stationnaire  avec  une  vitesse  surpassant  celle  de  la  lumière. 

Blok  (S.),  —  La  jonction  du  réseau  triangulaire  du  premier  ordre 
de  Soumatra  méridional  à  celui  de  la  côle  occidentale  deSouma- 
ira.  (471-477»  ï  P'-)- 

Kapteyn  {iV,).  —  Sur  une  série  à  fonctions  de  Bessel.  (477-4^3). 
Détermination  de  la  somme  de  la  série 

I,(a)I,(ar)-i-3l3(a)l3(x)4-5I,(a)iaxy-f-...=  2]   /»!,.(«)  I,.(^). 

1,3  ... 
L'auteur  trouve  d'abord 

s  =2]   I„(a7)cos/i9=—^  c«  V    V(,-/^)R, 

1,3,... 
où 


l  —  'li-  COS2'^  -h  t' 

Il  en  déduit  par  diiïérentiation 


2;   /«I„(x)sin/i9-.^^Jv    /\i_-f3)g. 

1,3,      - 
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L'inlégralion  de  celle  équalion,  mullipliée  par  --iin{asino)  d<pf  cnlre  les 
limiles  o  et  1:,  donne  ensuite 

y  rtl„(x)l.(«)=- -  r  e»V~î/(,_<»)  r   Rcos(«sin9)cos9d9, 

ce  qui  fait  trouver  d'abord 
^  nI.(*)I.(a)=?[I,(x-«)-hI,(a;  +  a)] 

et  ensuite 

Schoute  {P.'IL)  —  Les  théorèmes  de  Guldin  dans  Tespace  poly- 
dimensional  (484-49o)* 

Dans  Tcspace  d'opération  E,  à  /i  dimensions,  on  s'imagine  un  espace  axial  E^T^ 
et  dans  un  E^|  quelconque  passant  par  E^*^  et  situé  en  E„  une  partie  limitée  L 
à  />  + 1  dimensions,  n'ayant  pas  un  seul  point  en  commun  avec  E^'^.  Si  L  tourne 
en  E„  autour  de  E^*\  un  point  quelconque  P  de  L  décrit  une  variété  sphérique 
situé  dans  l'espace  E  normal  à  Ep*^  et  passant  par  P;  si  Q  est  la  projection 
de  P  sur  EJf\  cette  variété  sphérique  à  centre  Q  et  à  rayon  PQ  forme  en  E^ 
le  lieu  des  points  situés  à  une  distance  PQ  de  Q. 

Démonstration  des  deux  théorèmes  suivants  réunis  en  un  seul  : 

On  trouve  le  volume  {la  surface)  de  la  figure  de  révolution  (L)  en  mul- 
tipliant le  volume  {la  surface)  de  L  par  la  surface  d'une  variété  sphé- 
rique Sp        dont  le  rayon  est  le  rayon  d'inertie  de  l* ordre  n — p—i  du 

volume  { de  la  surface  )  deh  par  rapport  à  £^*\ 

Le  rayon  d'inertie  de  Tordre  n—p  —  i  figurant  dans  ce  théorème  est  défini 
de  la  manière  suivante  :  Soit  c/|x  un  élément  de  volume  (de  la  surface)  de  L  et 
posons 

les  deux  intégrales  étendues  à  tous  les  éléments  de  L;  alors  x  est  le  rayon 
d'inertie  de  Tordre  n—  p  -^i  du  volume  (de  la  surface)  de  L. 

Applications  : 

1.  Soit  L  un  segment  Sp„_i{r,  p)  d'une  variété  sphérique  5/>,_,,  r  et  p  repré- 
sentant les  rayons  de  la  variété  sphérique  et  de  sa  base. 
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Supposons  que  ce  segment  engendre  un  segment  de  révolution  Sp{r,  p,  2  ). 
par  la  rotation  autour  d'un  espace  axial  E^.'l,  de  son  espace  E^,  qui  n'admet 
pas  un  point  commun  avec  <$/>„_, (r,p)  et  fait  avec  Tcspace  E^,  de  la  base 
de  5/>„_,(r,  p)  un  angle  a.  Alors  on  a  : 

a.  On  trouve  le  volume  du  segment  de  révolution  5/7(r,  p,  a),  en  multi- 
pliant le  volume  de  la  variété  sphérique  Sp^  à  rayon  p  par  cosa. 

b.  On  trouve  la  surface  du  segment  de  révolution  Spir,  p,  a)^,  parcouru  par 
la  surface  de  la  variété  sphérique  limitante  de  «S/?,^, (r,  p),  en  multipliant  le 
volume  de  la  projection  de  la  base  de  5y?,_,(r,  p)  sur  l'espace  axial  E;_, 
par  2tzr, 

2.  Le  groupe  annulaire  (extension  polydimensionale  du  tore). 

Soit  L  la  variété  sphérique  Sp„_,^{r)  et  supposons  que  cet  espace  tourne 
autour  d*un  espace  E^'l^.,  de  son  eî^pace  E._j^;  soit  a>r  la  distance  du  centre 
de  vS/?„_4  à  E„._4  et  représentons  par  T(/%  a),  j.  la  figure  de  révolution,  par 
V(r,  a)^  4  son  volume,  par  S(r,  a)„  j  sa  surface.  Alors  on  a 

/^rt     

*^  —  n 

»-  — /i 
d'où  l'on  tire  la  relation  géncraie 

Dans  les  équations  que  nous  venons  de  copier,  les  coefficients  i  ti  v  devant 
le  signe  intégrale  sont  des  constantes:  v,  et  «^  indiquent  les  rapports  de  volume 
et  de  surface 

V  S 

d'une  variété  sphérique  Sp,{r)  dont  V  et  S  représentent  le  volume  et  la  sur- 
face. Jusqu'à  <  £=  12,  on  a 

t.        3.        *.  5.  6.  7.  8.  ».  10.  11.  11. 

S         2  1.)  6  lOD  2.|  9.'|5  120  10395  720 

2TC      41:      21c'      ~it-       t:>        -Tic»       -tT.'       -^ir*       —  r*       -7!  t:»        —  t:« 
3  i5  3  io5  12  9'|5  (M) 

Lorenlz  (II. -A,).  —  Le  inoiivemenl  des  électrons  clans  les  métaux 
(493-5o8,  565-573,  710-719). 

Si  l'on  s'imagine  que  chaque  métal  contient  un  grand  nombre  d'électrons 
libres,  se  mouvant  avec  une  vitesse  dépendant  de  la  température  dans  l'espace 
intermédiaire  entre  les  atomes  métalliques,  on  arrive  à  une  explication  du 
pouvoir  de  conduction  pour  l'électricité  et  la  chaleur  des  courants  thermo- 
élecliiqucs,  de  VciW'.l  de  Thonison,  de  l'eAVl  de  Hall  et  de  plusieurs  autres 
phénomènes,  comme  l'ont  démontré  surtout  MM.  E.  Riecke,  P.  Drude  et 
J.-J.  Tliomson.  Toi  l'antcur  applique  à  ces  phénomènes  une  méthode  différente. 
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1.  Suppositions!  simplificatives  :  le  métal  ne  contient  qu'une  espèce  d'élec- 
trons libres  admettant  tous  la  même  charge  e  et  la  même  masse  m;  l'unité  de 
Tolume  contient  N  de  ces  électrons  à  énergie  cinétique  moyenne  aT,  où  T  est 
la  température  absolue  et  a  une  constante.  Le  mouvement  recliligne  des  élec- 
trons est  borné  principalement  par  les  chocs  contre  les  atomes  métalliques, 
par  rapport  à  l'influence  desquels  celle  des  chocs  des  électrons  entre  eux  peut 
être  négligée. 

2.  Détermination  du  nombre  v  indiquant  le  surplus  des  particules  se  mou- 
vant dans  l'unité  de  temps  à  travers  l'unité  de  section,  normale  à  la  direction 
principale  du  problème,  comparé  d'abord  hux  mouvements  dans  un  barreau 
cylindrique,  dans  la  direction  positive,  sur  celles  qui  se  meuvent  en  sens 
contraire,  et  de  Pénergie  de  chaleur  W  correspondante.  En  désignant  par 
f{\i^y^)d\  le  nombre  des  points  de  vitesse  (Ç,  -v\,  C)  de  l'élément  cA,  par  dS 
réiément  de  volume,  l'auteur  trouve 

N=y/(Ç,T.,;)ds,      v=y/(ç,t;,;)rfx,      w  =  ^m|\/-V(ïin.Ocn^. 

3.  Déduction  de  l'équation  diiïérentielle 

déterminant  la  fonction  /. 

4.  Si  R  représente  la  somme  des  rayons  des  électrons  et  r  la  vitesse  (^,  r,,  (;>, 
on  a 

c  =  nW-rJ[f{\\  V,  ;')  -/($,T.,  O]  cose  rfo,, 

où  n  est  le  nombre  des  atomes  métalliques  de  l'unité  de  volume. 

5.  Introduction  de  la  loi  de  distribution  /(Ç,  t„  ^)  —  Ac"*'"'  de  Masm-ell,  où 

6.  La  formule /(Ç,  T,,  Ç)  =  Ac'**''-*- ç(Ç,t„  (J)  corrcspondunt  au  cas  où  l'état 
du  métal  change  de  point  en  point.  La  supposition  9(Ç,  t,,  {;)  =  \  /(r),  d'où 
décoiile 

7.  Les  résultats 

3 


3^=' 


pour  le  courant  d'électrons  et  le  courant  de  chaleur. 
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8.  Le  pouvoir  de  conduction  électrique 

9.  Le  pouvoir  de  conduction  de  chaleur 

10.  Introduction  du  potentiel  9,  où 

11.  Déduction  de  la  formule  F  =  l'R,  faisant  connaître  l'intensité  i  du  courant 
dans  un  circuit  thermo-électrique  fermé. 


12.  Les  énergies  de  chafeur 


W.= 


2rm/A  d/i 


6h*      dx'         ^^'*"*  t^ii 


développées  dans  un  circuit  où  circule  un  courant  d'inlensiié  1. 

13.  Décomposition  de  la  quantité  de  chaleur  développée 

en  trois  parties,  la  chaleur  développée  —ridx  correspondant  ù  la  loi  de  Joule, 
la  chaleur  de  conduction j-  {W^lù)  dx,  indépendante  de  i,  et  la  cha- 
leur - — -  — dx  qui  change  de  signe  avec  i  et  mène  à  Teffet  de  Peltier 

et  l'effet  de  Thomson. 

14.  Les  résultats  obtenus  sont  d'accord  avec  la  théorie  thermodynamique  de» 
courants  thermo-électriques. 

15.  La  conclusion,  déduite  de  plusieurs  expériences^  que  les  électrons  négatifs 
sont  de  beaucoup  plus  mobiles  que  les  électrons  positifs,  amène  l'auteur  à 
examiner  ce  qu'on  peut  atteindre  à  l'aide  d'une  théorie  n'admettant  que  les 
électrons  libres  positifs. 

16.  Conséquences  de  la  supposition  qu'il  y  a  deux  espèces  d'électrons  libres, 
des  électrons  positifs  et  négatifs  de  charges  Cj  et  65  =  — c,.  Les  pouvoirs  de 
conduction  partiels. 

17.  Sur  une  difficulté  par  rapport  à  l'état  stationnaire. 

18.  Inlroduciion  des  intensités  y,  et  y'j  qu'admettraient  les  courants  partiels, 
s'ils  étaient  proportionnels  aux  pouvoirs  de  conduction  partiels. 

19.  Étude  du  cas  d'une  chaîne  ouverte,  composée  de  plusieurs  métaux  main- 
tenus à  la  ni(^inc  température. 
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20.  La  théorie  la  plus  simple  d'une  chaîne  Uicrmo-élcctriquc  à  deux  espèces 
d'électrons  libres  dans  un  cas  très  vraisemblable. 

21.  Conséquences.  La  force  électroniotrice  extérieure  de  la  chaîne. 

22.  Phénomène  calorifique  de  la  chaîne  thermo-éleclriquc. 

Zeeman  (P.)  elGeest  (/.).  —  La  réfraction  double  clans  un  champ 
magnétique  à  proximité  de  raies  d'absorption  décomposées 
magnétiquement  (5i6-520,  i  pi.). 

Cardinaal  (/.).  —  Les  équations  qui  déterminent  le  lieu  géomé- 
trique des  axes  principaux  d'un  faisceau  de  quadriques  (537-54  !)• 

Complément  analytique  de  Tétude  synthétique  précédente  de  l'auteur. 

Après  avoir  trouvé  l'équation  du  cône  directeur,  l'auteur  parvient,  pour  la 
surface  gauche  elle-même,  à  une  équation  de  l'ordre  12,  en  forme  de  déter- 
minant, qui  permet  d'être  réduite  dans  tous  les  cas  particuliers  possibles. 
Ensuite,  il  donne  quelques  indications  par  rapport  à  ces  cas  particuliers. 

Van  Laar  (J.-J.).  —  Sur  quelques  phénomènes  qui  peuvent  se 
présenter  en  cas  de  miscibilité  restreinte  de  deux  fluides  dont 
l'un  est  anomal  comme  l'eau.  (573-588,  i  pi.). 

Schoute  (JP.'H.),  —  Les  systèmes  non  linéaires  de  variétés  sphé- 
riques  en  contact.  (589-600). 

Démonstration  du  théorème  suivant  : 

Les  variétés  sphériques  Sp^  qui  touchent  n  variétés  sphériques  fixes  quel- 
conques Sp'„  de  t'espace  E„  se  composent  de  a"-»  séries  simplement  infinies. 
Les  variétés  sphériques  Sp^  d'une  quelconque  de  ces  séries  se  caractérisent 
par  ceci  qu'elles  coupent  une  variété  sphérique  déterminée  Sp^H^  sous  un 
angle  droit  et  que  leurs  centres  se  trouvent  sur  une  conique  donnée  (c); 
cette  variété  sphérique  Sp^^^  et  cette  conique  (c)  varient  de  série  en  série. 
L'enveloppe  des  variétés  sphériques  Sp„  d'une  série  déterminée  est  une 
variété  déterminée  de  l'ordre  quatre  Ci,  la  généralisation  polydimensio- 
nale  de  la  cyclide  de  Dupin  en  E„.  Si  l'on  se  restreint  à  une  série  unique 
de  variétés  sphériques  tangentes,  le  système  des  n  variétés  spliériques  tou- 
chées Sp'„  peut  être  remplacé  par  une  série  n  —  2  fois  infinie  de  variétés 
sphériques  touchées  Sp'^y  caractérisée  par  ceci  qu'elles  coupent  une  variété 
sphérique  déterminée  Sp'^^^  sous  un  angle  droit  et  que  leurs  centres  se 
trouvent  sur  une  variété  quadratique  de  révolution  de  la  puissance  ai  —  3, 
engendrée  par  la  révolution  d^une  conique  (c'),  etc» 

De  Vries  (/.).  —  Sur  un  complexe  tétraédral  particulier  (6oo-6o5). 

•27'  v'  2^ 

Le  complexe   des   normales   aux   quadriques   ^  -H  -77  H-  "rr  =  ^'"j  <>ù  k  est 
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quelconque,  est  représenté  par  l'équation 

^'PiP*-^  à'P^Pi-^  c'PiPi=^' 

Le   lieu    des   pieds  des  normales  passant  par  le  point  P«  aux  coordonnées 
(a:,,  y,f  X,)  est  la  cubique  gauche  u'  aux  équations 

a^x^  6Vo  c^z^ 


b'  T-i' 


Le  lieu  des  courbes  w*  passant  par  P  est  le  cône  de  complexe  de  P. 
Transformation  du  complexe  des  normales  dans  le  complexe  des  courbes  <■»'  à 
l'aide  d'une  inversion  déterminée. 

De    Vries   (/.).    —    Sur   un    groupe    de    complexes    ralionnels. 
(6o5-6o8). 

Celte  Communication-ci  est  en  rapport  intime  avec  une  élude  antérieure  (*). 

Ici  l'auteur  s'imagine  deux  plans  7,  t  cl  dans  le  premier  un  faisceau  de 
rayons  {$)  à  sommet  S,  dans  le  second  la  série  {t)  des  tangentes  d'une  courbe 
rationnelle  t„  de  la  classe  n\  il  suppose  une  correspondance  projective  ou  ho- 
mograpliique  entre  les  rayons  s  du  faisceau  et  les  tangentes  /  de  x,.  Les  trans- 
versales communes  des  rayons  homologues  5,  t  engendrent  le  complexe.  Le 
cône  de  complexe  de  Tordre  n  +  i  et  de  la  classe  a/i  admet  une  arête  de  mul- 
tiplicité n.  Le  complexe  admet  un  point  principal  de  muliiplicité  n,  le  point  S, 
et  fiH-i  points  principaux  simples.  La  surface  de  complexe  d'une  droite  est  de 
Tordre  ^n\  elle  contient  deux  droites  de  multiplicité  an,  la  droite  à  laquelle 
elle  correspond  et  une  autre  droite  torsale;  de  plus,  elle  contient  6/»  droites 
simples. 

Van  der  IVaals  (J.-D.).  —  La  transformation  d'un  pli  latéral  en 
un  pli  principal  et  réciproquement.  (625-63o,  1  pi.). 

Si,  dans  le  cas  d'un  mélange  binaire,  la  température  T  a  été  élevée  au-dessus 
de  la  température  critique  T,  de  l'une  des  composantes,  la  surface  ^  possède 
un  pli  qui  n'occupe  pas  toiile  la  largeur  de  jc~oàj:=i  (x  =  proportion  de 
l'une  des  composantes),  mais  qui  se  ferme  du  côté  de  la  composante  dont  T^. 
est  inférieure  à  T.  Dans  les  cas  ordinaires,  ce  pli,  fermé  d'un  côté,  ne  montre 
pas  de  particularités;  un  plan  tangent  double  peut  rouler  du  côté  ouvert  sur  la 
ligne  binodale  jusqu'au  point  de  plissement.  Cependant  il  y  a  des  cas  plus 
compliqués;  à  côté  du  pli  principal,  un  second  pli  peut  se  présenter.  Si  l'exis- 
tence simultanée  de  ces  deux  plis  se  manifeste  sur  un  intervalle  de  tempéra- 
ture considérable,  il  y  a  lieu  de  parier  d'un  pli  transversal  et  d'un  pli  longitu- 
dinal et  d'attribuer  la  non-miscibililé  dans  la  forme  liquide  au  pli  transversal. 
Si,  au  contraire,  ces  deux  plis  ne  s'étendent  que  dans  un  intervalle  restreint 
de  température,  il  vaut  mieux  se  servir  des  exprtsslons  pli  principal  et  pli 
latéral.  Le  but  principal  de  cette  Note  est  de  faire  voir  que,  dans  ce  cas,  il 
peut  arriver  qu'à   une  température   déterminée   les   deux   plis   intervertissent 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXIXj,  p.  1^3. 
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leurs  r^les  :  le  pli  principal  devient  pli  latéral^  et  réciproquement.  En  premier 
lieu,  Tauteur  s'occupe  des  transformations  que  doit  subir  la  surface  i|;,  si  T 
varie,  pour  rendre  compte  des  résultats  des  expériences  de  M.  Kuenen  se  rap- 
portant aux  phénomènes  critiques  de  mélanges  d'éthane  et  de  quelques  alcools. 

Mehmke  (/?.)•  —  Sur  les  moments  d'inertie  el  les  moments 
d'ordre  supérieur  en  des  espaces  poljdimensionaux.  (63o-634). 

Dans  les  Rendiconti  di  Palermo  (t.  XIX,  igoS),  M.  Schoute  a  calculé  le 
moment  d'ineriie  du  simplexe  de  l'espace  Ë„.  Ici  M.  Mehmke  communique 
qu'il  a  publié  le  même  résultat  dans  les  Math,  Annalen  (t.  XXIII,  i884);  de 
plus,  en  s'appuyant  sur  les  considérations  de  Grassmann,  il  fait  voir  comment 
on  peut  trouver  de  la  même  manière  des  moments  d'un  ordre  supérieur  quel- 
conque. 

Van  Laar(J,'J.),  —  Sur  les  différentes  formes  de  transition  des 
cou  rbes  limitantes  dans  le  cas  de  miscibililé  partielle  de  deux 
fluides.  (660-672,  i  pi.). 

Van  Laar  {J.-J.).  —  Une  expression  exacte  pour  les  lignes  spino- 
dales  et  points  de  plissement  pour  toutes  les  températures  dans 
le  cas  de  mélange  de  substances  normales.  (685-696). 

L'auteur  parvient  aux  deux  équations 

RT=  l.lx{i  —  x)%--ha{v-by]y 

■^  {V  -  by[ix{ï  —  x)  ^(%  —  ^  \/â)  -^  a{v  —  b)  {V  --  Sb)]  v^â  =  o. 

Elles  montrent  que  les  formes  spéciales  des  courbes,  propres  aux  substances 
anomales,  se  réalisent  tout  de  même  chez  les  substances  normales,  pourvu  que 
le  rapport  des  deux  températures  critiques  surpasse  une  certaine  limite. 

De  Vries(J.),  — Un  groupe  de  complexes  algébriques.  (703-708). 

Soient  a  les  rayons  d'un  fuisceau  (A,  a)  et  b^  les  courbes  d'ordre  n  d'un 
faisceau  {b„)  à  ri'  points  de  base  B^  situé  dans  le  plan  p,  et  supposons  que  les 
rayons  et  les  courbes  de  ces  deux  faisceaux  se  correspondent  projectivemenl. 
Alors  il  s'cigit  du  complexe  dont  les  rayons  rencontrent  deux  éléments  corres- 
pondants de  ces  faisceaux. 

Le  complexe  est  de  l'ordre  n  -hi. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  complexe  admettant  une  arête  double  est 
un  cône  A  de  l'ordre  rt(3/i  — i)  dont  A  est  le  sommet  et  dont  les  droites  ABj 
sont  des  arêtes  doubles. 

La  surface  singulière  se  compose  du  plan  principal  a,  du  plan  principal  ^  de 
multiplicité  n  et  du  cône  A. 

Le  lieu  des  arêtes  doubles  des  cônes  de  complexe  est  un  cône  de  l'ordre  3»  —  i, 
^u  sommet  A,  dont  les  n^  droites  ABi^.  sont  des  arêtes  doubles. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Septembre  1908.)     R.io 
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Le  lieu  des  sommais  des  cùnes  de  complexe  à  arête  de  rebroussemcnt  se 
compose  de  !\{n  —  i)  {3n  —  i)  aréles  du  cône  A. 

La  courbe  de  complexe  d'un  plan  quelconque  tc  touche  n  fois  la  droite  pt:  et 
est  donc  rationnelle. 

Les  plans  t:  dont  les  courbes  de  complexe  osculent  la  tangente  n*^^*  ^t  en  uo 
des  n  points  de  contact  enveloppent  une  courbe  plane  de  l'ordre  (n— i)(/i-i-2). 
Les  trois  dégénérations  de  la  courbe  de  complexe. . 

Représentation  analytique  du  complexe. 

De  Vries  (7.).  —  Sur  des  réseaux  de  courbes  planes  algébriques. 
(708--.  o). 

Élude  du  réseau 

v,rt;-+-y2^--f-^,cî  =  o, 

où  >',,  Xii  y^  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  Y. 

La  courbe  (Y)  correspondant  à  la  courbe  de  Hesse  du  réseau  est  de 
l'ordre  3(/i  — i)»,  de  la  classe  '6n{n—\)  —  a 6,  où  b  représente  le  nombre 
des  points  de  base  du  réseau,  du  genre  {(3/1  —  4)  (3/i  —  5)  —  6. 

Le  réseau  contient  J(/i  — i)(/i  — 2)(3«'— 3/i  — n)  courbes  à  deux  points 
doubles,  a(/i  — \)  [n~  2)  courbes  à  un  point  de  rebroussemcnt. 

La  courbe  de  Zeuthen  du  réseau  est  de  l'ordre  3(/i— 1)(2«  —  3). 

Bes  (K.),  —  L'équalion  du  neuvième  ordre  représentant   le   lieu 
des  axes  principaux  d'un  faisceau  de  quadriques.  (ySo-^Sa). 

Ici  Téqualion  de  Tordre  douze,  déduiie  par  M.  Cardinaat  (^),  est  débarrassée 
de  ses  trois  facteurs  étrangers. 

De  Vries  (/.).  —  Sur  des  svslèmes   linéaires  de  courbes  planes 
algébriques.  (;;48~753). 

1.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  O  aux 
courbes  c"  d'iwi  faisceau  est  une  courbe  /*•-*,  la  courbe  tangentielle  du 
point   O. 

Par  rapport  à  un  système  linéaire  (c")j  de  oc*  courbes,  on  peut  étudier  le 
lieu  des  points  de  contact  Pj.^,  des  tangentes  menées  par  O  admettant  en  Pj^j 
un  nombre  de  A' + 1  points  c<ininiuns  avec  une  courbe  du  s\'stème. 

Ce  lieu  est  une  courbe  r\^,  de  l'ordre  J  (  A*  4- 1)  (  2/1  —  A)  dont  O  est  un 
point  ^A(A-  H-  r)"p'*. 

2.  Les  tangentes  doubles  des  courbes  c*  d'un  faisceau  (c"),  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  2/i(/i  —  2)(/i  —  3). 

3.  Cette  enveloppe  a  un  point  (/i-h4)  (  «  —  3  )'*p^«  en  chaque  point  de  base 
du  faisceau. 

4.  Le  faisceau  contient 

J  (  w  —  4  )  (  '*  —  3)2(10//*-+-  35  n^  —  2 1  //=—  So  w  -+-  20  ) 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XWIL,  p.  i23. 
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5.  Le  faisceau  contient 

|(/i  —  3)(/i^-*-/i-— 8/1  +  4) 

courbes  admettant  un  point  d'ondulation. 

6.  Une  droite  quelconque  est  tangente  double  de  4^*  — 7  courbes  faisant 
partie  d'un  réseau  (c")j. 

Le  lieu  des  points  de  rebroussemenl  d'un  système  linéaire  (c"),  est  une 
courbe  de  l'ordre  4(2/1  —  3). 

De  Vries  {J.).  —  Quelques  nombres  caractéristiques  d'une  surface 
algébrique.  (^53-'j57). 

A  l'aide  de  considérations  élémentaires^  l'auteur  démontre  les  théorèmes  sui- 
vants connus,  se  rapportant  à  la  surface  générale  cp"  de  l'ordre  n  : 

1.  Le  lieu  des  points  où  la  surface  ç"  admet  une  tangente  à  quatre  points 
d'intersection  coïncides  {tangente  /lecnodale)  est  une  courbe  gauche  de 
l'ordre  n{\in  —  24  ). 

2,  3.  Le  lieu  des  points  d'intersection  de  «p"  avec  ses  tangentes  Jlecno- 
dales  est  une  courbe  de  l'ordre  in{n  —  4)(3/i'-t-/i  —  la). 

Le  lieu  des  tangentes  flecnodales  de  9"  est  une  surface  réglée  de 
l'ordre   2/i(/i~3)f3/i  —  a). 

La  surface  o"  admet  bn{n  —  4)  (71  —  ï^)  tangentes  à  cinq  points  d'in- 
tersection  coïncides. 

i,  5.  Le  lieu  des  points  d'osculation  A  des  tangentes  principales  tou- 
chant îp"  en  un  autre  point  B  est  de  l 'ordre  'n{n  —  4  )  (  3  /i*  -h  5  /i  —  a4  ),  celui 
des  points  de  contact  B  est  de  l'ordre  n{n  —  2)(/i  —  4)  (i^-t-  a/i  —  la). 

Le  lieu  des  tangentes  principales  touchant  *'*  ailleurs  est  une  surface 
réglée  de  l'ordre  n{n  —  3 )  ( /î  —  4  )  (n'-h  6n  —  4  )• 

G.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  triples  de  «fr*  est  une 
courbe  {C)  de  l'ordre  \n{n—  2)  (n  —  4)  (/i'-i-5/i  —  la). 

7.  Le  lieu  des  tangentes  triples  de  «fr"  est  une  surface  réglée  de 
l'ordre    '«(/i  — 3)  (/i  — 4)  («  -  5)  (/t'-i- 3/j  —  2). 

8.  La  courbe  spinodale  de  <I>»  est  de  l'ordre  4/i(/i  —  2  )• 

Kohnstamm  (Pk.).  —  Une  formule  pour  la  pression  osmotique 
dans  les  solutions  concentrées  dont  la  vapeur  suit  les  lois  des 
gaz.  (78.-787). 

Kohnstamm (Ph ,)  —  Déduction  cinétique  de  la  loi  de  Van*t  Hoff 
par  rapport  à   la  pression    osmotique    d'une    solution    diluée. 

(788-800). 

Kohnstamm  (Ph,),  —  La  pression  osniolique  ou  le  potentiel 
thermodynamique.  (800-81 1). 

Weeder  (X).  —   Formules  d'approximation  exactes  pour  le  rap- 
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port  des  Iriangles  dans  la  détermination  d'une  orbite  elliptique 
par  trois  observations.  (811-819). 

L'auteur   représente   le    Soleil    par    S   et   les   trois    positions  de  la   planète 
par  P„  Pj,  P,;  il  pose  avec  Gibbs 

AP,SP,=  /i,APiSP,        et        AP,SP,=  /ijAP,SP,. 

Le  but  de  sa  Connmunication  est  le  développennent  d'expressions  pour  n^  et  n^ 
comprenant  les  termes  du  qualrième  ordre;  cbemin  faisant,  il  démontre  d'une 
nouvelle  manière  les  expressions  données  par  Gibbs. 


Tome  XIV;  mai  iQoS-avril  1906. 

Van  Laar  (J,'J.)  —  Sur  la  forme  des  lignes  de  plissement  pour 
des  mélanges  de  substances  normales.  (14--29,  1  pi.). 

Van  Laar  {J.-J,),   —  Quelques  remarques  concernant  les  der- 
nières Communications  de  M.  Ph.  Kolinstamm.  (3o-33). 

Versluys  {W,-A.).   —  Sur  le  rang  de  la  courbe  d'intersection  de 
deux  surfaces  algébriques.  (38-43). 

Démonstration  de  la  formule 

r  =  m^n^-h  m^n^—  28  —  3ar, 

où  r  est  le  rang  cherché,  tandis  que  /)p  n,  représentent  les  ordres,  /n„  m,  les 
classes  des  deux  surfaces,  et  5,  x  les  nombres  des  points  de  contact  ordinaire 
et  stationnaire  de  ces  surfaces. 
Application  de  la  formule  trouvée  à  plusieurs  cas  particuliers. 

De  Vries  (X).  —  Sur  des  faisceaux  de  surfaces  algébriques.  (5o-54)- 

Par  rapport  à  un  faisceau  général  de  surfaces  d'ordre  n  à  la  courbe  de 
base  9,  l'auteur  démontre  les  résultats  suivants  : 

1.  Les  tangentes  principales  des  surfaces  du  faisceau  forment  un  complexe 
de  l'ordre  3(/i  —  2);  celles  qui  correspondent  aux  points  de  a  forment  une 
congruence  de  l'ordre  n}{'in  —  3)  et  de  la  classe  3n^ 

2.  Les  tangentes  t^  à  contact  de  quatre  points  ayant  leurs  points  de  contact 
sur  a  forment  une  surface  réglée  de  l'ordre  2/i*(6«  —  u),  dont  a  est  une 
courbe  de  multiplicité  onze;  le  lieu  des  points  de  contact  de  toutes  les  tan- 
gentes t^  est  une  surface  de  l'ordre  2(11/*  — i a), 

3.  Les  tangentes  t^  forment  une  congruence  de  l'ordre 


et  de  la  classe 


2(/l—  3)(2/l'—  3/14-2) 

;(/i-3)(/23+/i'— 8/i-h  4)- 
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4.  Les  tangentes  t^  3  de  contact  et  d'osrulation  forment  une  congruence  de 
l'ordre 

(;i  _  3)  (n  — /i)  (5«'- 6/1 -t- O 
et  de  la  classe 

}(n  — 3)»(/i  — 4)  (io/i<-i-35/i'— 21 /»»— 80/14-50). 

5.  Le  lieu  des  points  d'oscuiation  des  tangentes  f,  3  esi  une  surface  de  l'ordre  . 

6(/i-i)(/i-4)(n  +4). 

6.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  t^  3  ^^^  ^^^  surface  de  Tordre 

2(;i  —  4)  (^^-+-  2^1*-+*  io«  —  12). 

7.  Le  lieu  des  points  paraboliques  est  une  surface  de  Tordre  8(/i  —  i),  dont  a 
est  une  courbe  quadruple. 

Van  Laar  (J,  -  J ,) .  —  L'élévation  moléculaire  delà  température 
critique  la  plus  basse  d'un  mélange  binaire  h  composantes  nor- 
males. (108-1 16). 

Weeder  (/.).  —  Formules  d'approximation  exactes  pour  le  rap- 
port des  triangles  dans  la  détermination  des  orbites  elliptiques 
par  trois  observations.  (160-166). 

Dans  cette  seconde  partie,  l'auteur  déduit  des  trois  temps  d'observation  et 
des  distances  héliocentriques  correspondantes  des  formules  simples  d'approxi- 
mation embrassant  les  termes  du  cinquième  ordre  dans  les  intervalles  de  temps 
et  qui  permettent  d'être  complétées  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  pro- 
blème résolu  d'une  autre  manière  par  M.  P.  Harzer,  de  Kiel. 

Versluys  (W^-A,).  —  Sur  le  nombre  des  tangentes  communes 
d'une  courbe  et  d'une  surface.  (166-170). 

En  général,  le  nombre  cherche  est  F^m^  où  m  représente  la  classe  de  la  sur- 
face et  r  la  classe  ou  le  rang  de  la  courbe  suivant  que  cette  courbe  est  plane 
ou  gauche.  Étude  de  plusieurs  cas  particuliers. 

Van  der  Waals  (J,'D.),  —  La  forme  des  sections  de  la  surface 
de  saturation  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  dans  le  cas  de 
pression    à   trois   phases  entre   deux    températures.    (176-185, 

4  pi.)- 

Van  der   Waals  (J.-D.),  —    Les   équilibres   (T,  x)  de  phases 
solides   et  fluides  pour  des  valeurs  variables    de    la   pression 
(185-187,  ï  P'-)- 
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Smils  (A.).  —  Sur  les  équilibres  occultes  dans  les  sections  ( p^x) 
d'un  système  linéaire  en  rapport  avec  la  présence  de  substances 
solides.  (i8'j-i92,  i  pi.). 

Srnits{A,),  —  Contribution  à  la  connaissance  des  courbes  (/?,  x) 
et  (/?,  t)  pour  le  cas  où  deux  substances  enlrenten  composition 
dissociée  en  phases  fluide  et  <»azeuse.  (192-200,  2  pi.). 

Van  der  Waals  (J.-D,).  —  Propriétés  de  la  ligne  critique  (ligne 
des  points  de  plissement)   du   côté  des  composantes.  (23o-a4o). 

Van  der  Waals  {J,-D.),  —  Les  propriétés  des  sections  de  la 
surface  de  saturation  d'un  mélange  binaire  du  côté  des  compo- 
santes. (240-249). 

Van  der  Waals  (J.-D.).  —  Les  valeurs  numériques  exactes  pour 
les  propriétés  de  la  ligne  du  plissement  du  côté  des  composantes. 
(249-258). 

De  Vries  {H.),  —  La  projection  centrale  dans  la  géométrie  de 
Lobalschewsky.   (264-269). 

Première  Communication.  —  Dans  l'espane  hyperbolique,  on  se  donne  un 
plan  arbitraire  t  et,  en  un  poinl  quelconque  O,  de  x,  la  normale  à  t;  de  plus, 
on  fixe  sur  cette  normale  un  point  quelconque  O.  Cela  posé,  Tauteur  se 
demande  ce  qu'il  y  a  de  remarquable  si  l'on  projette  les  figures  de  l'espace 
hyperbolique  du  point  O  comme  centre  sur  le  plan  t  comme  tableau,  et  com- 
ment on  peut  déterminer  inversement  les  figures  de  cet  espace  à  l'aide  de  ces 
projections.  Il  considère  successivement  l'angle  parallèle  r,,  de  Lobatschewsky 
correspondant  à  la  distance  00,=  <i,  déterminé  par  la  relation  tang-ic^=  er-*, 
le  cône  parallèle  du  point  O,  etc. 

Van  der  Stok  (J.-P,),  —  Les  courbes  de  fréquence  de  quan- 
tités météorologiques.  (270-288). 

Bauman  (Z,'P.),  —  Le  complexe  létraédral.  (294-299). 

Étude  du  complexe  Xp^p^-^  ^PiPi-^  ^PzPay  ^^^^  ^^  =  ^  ~  .  représente  le 
rapport  anharmonique  constant,  dans  la  forme  diiïérenliellc 

Pl{x  dy  —y  dx)  dz-\-h{y  dz  —  zdy)dx-^Q.{zdx  —  xdz)  dy  r=  o. 

Les  surfaces 

V'     H  — 1         V        i-H 

du  quatrième  ordre  dont  les  normales  font  partie  du  complexe,  etc. 
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Kapieyn  (W.).  —  Une    inlégrale  définie  de  Knmmer.  (3i5-322). 

Dans  le  Volume  17  du  Journal  de  Crelle  Kummer  a  déterminé  ia  valeur  de 
l'intégrale 

en  supposant  b^  positif  et  p  entier.  Il  trouve 

U^=  r(/>  + 1)/(~  A?,  6') -h  r(- yt?  -  i)6V-^-V(/? -*- 2,  6»), 


nP^^)=^s\pip-^-. 


)...(/>  +  s~i) 


Ici  M.  Kapteyn  étudie  le  cas  p  entier,  ce  qui  mène  à  un  rapport  simple  enire 
cette  intégrale  et 


''-X 


e         ■'■  xP  dx. 


où  b  est  supposé  positif. 


Kiuyvcr  (J.-C.).  —  Un   problème    de    probabilité  géométrique. 

(325-334). 

Dans  le  journal  anglais  Nature  (37  juillet  kjoS),  M.  K.  Pearson  proposaii  le 
problème  suivant  du  vagabond  indécis  : 

Un  promeneur  part  d*un  point  O  et  fait  dans  une  direction  quelconque 
une  distance  l\  ensuite,  il  fait  dans  une  autre  direction  également  quel- 
conque  encore  une  distance  l\  en  tout  il  répète  cette  action  un  nombre  n  de 
fois.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'enfin  il  se  trouve  à  une  distance  du 
point  de  départ  O  située  entre  r  et  r  -^  drt 

La  solution  de  ce  problème,  dont  lord  Rayleigh  a  rencontré  le  cas  particu- 
lier /i  =  oo  dans  la  théorie  du  son,  est  liée  à  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel; 
<le  plus,  cette  solution  fait  connaître  à  son  tour  la  valeur  de  quelques  inté- 
grales définies  qui  dépendent  de  ces  fonctions. 

L'auteur  s'occupe  du  cas  le  plus  général  où  les  distances  a,  a,,  a,,  ...,  a„_i 
parcourues  successivement  sont  inégales.  En  représentant  par  OAA,  A, . ..  A^_j 
le  chemin  parcouru,  par  s,,  j,*  •••!  *n-i  ^^^  distances  OAj,  OA,,  ...,  0A,^|, 
par  9  l'angle  OAAj  et  par  9^,  7,,  ...,  (p^_^  les  angles  AA^A,,  A, A^Aj,  ...t 
A„_,  A„_jA,_p  il  trouve,  à  l'aide  de  l'intégrale  discontinue 

c  /      3i{uc)J^us^idu 

de  Weber,  qui  s'annule  ou  devient  égale  à  l'unité  à  mesure  qu'on  a  5„_|<c 
ou  *«_!>  c,  pour  la  probabilité  que  le  promeneur  se  trouve  après  ses  pérégri- 
nations à  une  dislance  5„_,<c  du   point  O,  l'expression 

c  f     J,(«c)  Jo(«a)  Jo(wai)...Jo(Ma„..,)cfw. 
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Sans  doute  ce  résultat  ne  satisfera  pas  M.  Pearson,  l'iniégrale  à  n  +  i  fonc- 
tions oscillantes  ne  permcUant  pas  même  une  approximaiion  grossière;  mais, 
au  point  de  vue  mathématique,  il  a  quelque  importance.  En  effet,  si  Ton 
considère  l'intégrale  comme  une  fonction  de  c,  on  trouve  immédiatement  que 
cette  fonction  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  qu'il 
en  est  de  même  pour  un  certain  nombre  de  dérivées  d*aprés  c.  Néanmoins  cette 
expression  analytique  représente  en  des  régions  différentes  des  fonctions  analy- 
tiques différentes.  Pour  le  premier,  on  n'a  qu'à  se  rappeler  la  signification  do 
résultat  par  rapport  au  problème  de  M.  Pearson.  Ainsi,  il  est  évident  que  Tin- 
tégrale  est  positive,  qu'elle  accroît  avec  c,  et  qu'elle  ne  saurait  dépasser  runitc 
valeur  qu'elle  atteint  en  effet  aussitôt  que  c  surpasse  la  somme 

De  plus,  si  l'on  suppose  a  >  a,H- aj-h. . .+ a„_,,  on  a,  pour  des  valeurs  très 
petites  de  c  même,  la  condition 

a  >  c  -^  fli  -h  ay -f- ...  H-  a,_, 

qui  dit  que  le  vagabond  du  problème  se  trouve  en  dehors  du  cercle  de  rayon  c 
et  que  la  probabilité  et  donc  aussi  la  valeur  de  Tinlégrale  est  absolument  zéro. 
Donc  on  a,  par  la  solution  du  problème,  les  deux  équations 


-1»  o    )  «^0 


J,(iic)  Jo(i«z)Jo(«a,)...J,(aa,_,)rf« 

fl  >  c -i- a,  H- . . .  H- a^ 


dans  toute  indépendance  du  nombre  des  fonctions  J^,  ce  qui  prouve  que  Pex- 
pression  analytique  continue  ne  saurait  être  considérée  comme  une  seule  fonc- 
tion analytique. 

Dans  le  cas  /i  —  3,  où  Ton  suppose  a^  a^>  a.  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
l'intégrale  représente  cinc]  fonctions  différentes  pour  les  régions 

ai-ha,— a>c>o,  a -!-o,-i- â3>  c  >  a  +  o,~  a,, 

a  -—  a,  —  Oj  >  c  >  a,  -h  a,  —  a,  c>  a  -h  a,  -h  a,, 

a  -*- Oj  —  a^'>  O  a  —  a^-¥  a^* 

Pour  le  cas  de  n  segments  égaux  /,  la  probabilité  de  g„_,<  /  est Si, 

en  même  temps,  n  est  très  grand  (cas  de  lord  Hayleigh  )  et  /  assez  petit,  le 
résultat,  qui  peut  être  calculé  avec  une  approximation  suffisante,  s'accorde  avec 
ce  qu'on  peut  prédire  :  le  vagabond  terminera  son  chemin  à  proximité  du 
point  de  départ. 

Sissingh  (/?.)    —  La  ihéorie  de  la  réflexion  de  la  lumière  par  les 
corps  non  complètement  Iranspaients.  (335-344)- 

Lorentz  {H,-A ,),  —  Sur  la  radiation  de  chaleur  dans  un  système 
de  corps  ayant  partout  la  même  température.  ^345-36o.  4o8-4 1  a). 

Korteweg  {D.-J.).  —  Sur  les  horloges  sympathiques  de  Hiiygens 
et   les    phénomènes  analogues   en  rapport  avec  les  vibrations 
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principales   et  composées  d'un  mécanisme  à   un  seul  degré  de 
liberté  [)ortant  deux  pendules.  (4 1 3-432). 

En  février  i665,  quand  Huygens  fut  obligé  de  garder  la  chambre  pendant 
quelques  jours,  il  remarqua  que  deux  horIoj;es  qu'il  venait  de  construire 
«  estant  suspendues  l'une  à  coslé  de  Tautre,  gardent  entre  elles  une  justesse  si 
exacte  que  les  deux  pendules  battent  toujours  ensemble,  sans  jamais  varier. 
Et  les  vibrations  des  pendules  mis  à  la  consonance  ne  vont  pas  en  sorte  que 
l'un  soit  parallèle  à  l'autre,  mais  au  contraire  ils  s'approchent  et  s'écartent  par 
des  mouvemeiis  contraires.  Eloignées  Tune  de  l'autre,  en  un  jour  il  y  avait 
cinq  secondes  de  différence.  »  {QE'uvres  complètes,  t.  V,  p.  a^^4') 

D'abord  Huygens  attribue  la  sympathie  des  deux  horloges  à  l'influence  du 
mouvement  de  l'air;  mais  bientôt  il  en  découvrit  la  vraie  cause  :  une  faible 
mobilité  des  chaises  portant  les  bâtons  auxquels  les  horloges  étaient  sus- 
pendues. 

Quoique  les  expériences  de  Huygens  aient  été  publiées  dans  le  Journal  des 
Sçavans  de  i665  et  dans  le  Horologium  osciltatorium,  elles  étaient  tombées 
dans  l'oubli  quand,  en  1789,  John  Ellicolt  découvrit  des  phénomènes  analogues 
{Phil.  Trans.t  t.  LI,  p.  1 26-1 35).  Après  lui  plusieurs  savants  se  sont  occupés 
de  mécanismes  à  phénomènes  de  sympathie  (Euler,  D.  Bernoulli,  Savart, 
Resal,  Lucien  de  la  Rive,  Evcrelt,  Cellérier,  Furtvirângler). 

Dans  cette  Communication-ci,  M.  Korteweg  s'occupe  de  la  théorie  mathéma- 
tique du  mouvement  d'un  mécanisme  très  général  à  un  seul  degré  de  liberté 
portant  en  des  points  déterminés  deux  pendules  composés  possédant  à  peu 
près  la  même  durée  d'oscillation;  la  seule  restriction  qu'il  se  permet  d'intro- 
duire, c'est  que  les  mouvements  des  différentes  parties  de  l'appareil  ont  lieu 
en  des  plans  parallèles,  de  nianièrc  à  ramener  la  question  à  un  problème  de 
deux  dimensions.  Par  l'introduction  du  système  réduit,  se  composant  du 
mécanisme  général  augmenté  des  masses  des  pendules  transportées  aux  points 
de  suspension,  il  trouve  entre  les  longueurs  de  pendules  /',  /,,  /,  et  X  du  sys- 
tème réduit,  des  deux  pendules  donnés  et  d'une  vibration  principale  du  système 
entier,  la  relation 

(r-X)(/,-X)(/3-X)-c; /'/,(/,- X)-c5/'/3(/,-X)  =  o, 

où  c]  et  c]  sont  des  constantes.  Donc,  il  distingue  trois  vibrations  principales  : 
une  vibration  lente,  une  vibration  moyenne  et  une  vibration  rapide.  Successi- 
vement il  considère  d'abord  le  cas  général  et  ensuite  le  cas  X  où  la  différence 
de  /|  et  /,  est  grande  par  rapport  à  c,  et  c^,  le  cas  B  où  la  différence  de  l^  et  /, 
est  petite  par  rapport  à  Cj  et  c,,  le  cas  C  où  la  différence  /,  —  L  et  c,  et  Cj  sont 
très  petites. 

Versluys   (W.-A,).    —    Les  équivalents   plûckériens    d'un   point 
cyclique  d'une  courbe  gauche.  (482-484). 

En  se  basant  sur  le  développement 

dû  à  Halphen,  où  n,  r,  m  indiquent  Tordre,  le  rang  et  la  classe  du  point 
cyclique,  tandis  que  les  {t)  désignent  des  séries  de  puissances  en  t,  commen- 


Digitized  by 


Google 


134  SECONDE    PARTIE. 

çant  par  une  constanle,  l'auleur  fait  connaître  quelques  corrections  que  doivent 
subir  les  formules  connues  de  PlUcker-Cayley. 

Schoule  {P,-H,),  —  Sur  une  surface  gauche  tordue  du  sixième 
ordre  et  du  genre  zéro    dans  Tespace  E4  à  quatre  dimensions. 

(485-494). 

L'auteur  s'occupe  d'abord  du  problème  suivant  : 

Dans  l'espace  M^  on  fixe  trois  plans  quelconques  a,,  a,,  «3  et  dans  ces 
plans  trois  faisceaux  de  rayons  en  correspondance  projectile.  Quel  est  le 
lieu  de  la  transversale  commune  de  triples  de  rayons  correspondants  ? 

Notation,  —  Soient 
Op  O5,  O3  les  sommets  des  faisceaux  ; 
(^11  ^-it  hy  0  ^^  triple  quelconque  de  rayons  correspondants  et  leur  transversale 

commune; 
^p  ^}»  ^3  les  points  d'insersection  de  /  avec  /^  /„  /j-, 
^23*  Pan  P12  les  points  d'intersection  des  couples  de  plans  a,,  a,,  «3*, 
Etc. 

On  suppose  que  les  six  points  O,,  O,,  Oj,  P,,,  P,!,  P|,  sont  tous  distincts. 

Après  avoir  démontré  que  le  lieu  du  point  S^  en  a^  est  une  cubique  ration- 
nelle 5^?  au  point  double  O^,  on  voit  tout  de  suite  que  Tiutersection  du  lieu 
cherché  avec  un  espace  E3  quelconque  mené  par  le  plan  a-  se  compose  de  s^^  et 
de  trois  génératrices  de  la  surface  réglée  en  question,  ce  qui  prouve  que  cette 
surface  est  une  S^  du  genre  zéro. 

Le  plan  a  =  PjsPjiPjj  contient  trois  génératrices  de  S*. 

La  surface  trouvée  est  déterminée  par  la  correspondance  projective  des 
courbes  s\  et  s\  en  a^  et  a,;  celte  correspondance  n'est  pas  la  plus  générale, 
car  les  triples  de  points  d'intersection  de  s\  avec  P,,  P,j  et  de  s\  avec  Pj,  Pja  se 
correspondent  l'un  l'autre.  Ainsi  la  surface  S*  qui  forme  la  solution  du  pro- 
blème initial  n'est  pas  encore  la  surface  en  vue.  Cette  surface  forme  en  E4  le 
lieu  des  droites  Pj  P,  qui  joignent  les  points  correspondants  Pp  P,  de  deux 
cubiques  rationnelles  s\  et  s\  en  a,  et  a,  dont  la  correspondance  projective  est 
générale. 

Élude  de  plusieurs  cas  particuliers. 

Sissingh  (/?.).  —  Déduction    des  équations   fondamentales  de  la 
réflexion  n»étaliique  de  la  théorie  de  Cauchy.  (Soô-Sog). 

Van  (1er  Waals  Jr  {J,-D,).  —  Remarques  par  rapport  à  la  dyna- 
mique de  Télectron.  (Sog-SiS). 

Lorentz  (II, -A,),  —  Sur  les  bandes  d'absorption  et  d'émission  des 
corps  gazeux. (5 i 8-533,  577-68 i). 

Van  der  Stok  [J ,'P,)  —   Sur  les  courbes  de  fréquence  des  indi- 
cations du  baromètre.  (548-56i). 
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Kapleyn  (T.).  —  Sur  le  quolienl  de  deux  fractions  consécutives 
de  Bessel.  (5()2-564,  672-674). 

Détermination  du  coefficient  générai  du  développement 

en  forme  de  déterminant.  Relations  entre  ces  coefficients. 

S  mils  (A.),  —  Sur  les  équilibres  occultes  dans  les  sections  {p,  x) 
au-dessous  du  point  eutectique.  (564-568,  i  pi.). 

S  mils  {A,).  —  Sur  les  phénomènes  qui  se  présentent  si  la  courbe 
des  points  de  plissement  et  la  courbe  des  trois  phases  d'une 
composition  binaire  dissociante  se  rencontrent.  (068-574,  i  pL). 

Van  Laar  {J.'J,),  —  Sur  la  forme  des  lignes  spinodale  et  de 
plissement  pour  des  mélanges  binaires  de  substances  normales 
(582-594,   I  pi.). 

Postma   (O.).   —    Quelques    remarques   sur    la    quantité   H    de 
Boltzmann.  (4o2-4iO* 
D'après  Boltzmann  (  Vorlesungen  uber  Gastheorie,  §  6),  la  quantité 

M  =  ff.lf.dw, 

qui  atteint  une  valeur  minimale  chez  un  gaz  à  Tétat  sUitionnaire,  a  encore  ceci 
de  particulier  que  cette  valeur  minimale  correspond  à  la  probabilité  maximaie 
pour  que  les  molécules  du  gaz  aient  de»  vitesses  dont  la  distribution  est  indi- 
quée par  la  fonction/.  L'état  stalionnaire  du  gaz  représcnlerait  donc  en  même 
temps  son  état  le  plus  probable.  La  distribution  des  vitesses  moléculaires,  dite 
de  Maxwell,  résultant  de  ce  que  la  quantité  H  passe  par  sa  valeur  minimale  et 
de  la  condition  que  l'énergie  cinétique  de  n  molécules  doit  avoir  une  valeur 
déterminée,  serait  donc  la  distribution  qui  représente  l'état  le  plus  probable. 
D'après  l'auteur,  le  raisonnement  de  Boltzmann  manque  de  rigueur,  la  suppo- 
sition que  les  probabilités,  a  priori,  pour  les  molécules  du  gaz,  d'obtenir  une 
vitesse  quelconque,  sont  égales  pour  les  vitesses  possibles  étant  inadmissible. 
En  effet,  dans  cette  hypothèse  la  vitesse  moyenne  des  molécules  ne  pourrait 
pas  toujours  être  finie  et  l'énergie  cinétique  de  n  molécules  serait  infinie  en 
général. 

De  plus,  l'auteur  fait  voir  que  la  démonstration  de  la  loi  de  Maxwell  donnée 
par  M.  J.-H  Jeans  {The  dynamical  theory  of  gases,  Cambridge,  1904),  et 
introduite  par  ce  savant  comme  une  méthode  de  dynamique  générale,  ne  diffère 
pas  essentiellement  de  la  démonstration  discutée  de  Boltzmann,  et  que,  par 
conséquent,  elle  prête  à  la  même  critique. 


Digitized  by 


Google 


136  SKCONDE    PARTIIÎ. 

Ornstein  (L.-P,),  —   Sur  le    mouvement   d'un    fil   métallique    à 
travers  la  glace.  (629-635). 

Discussion  mathématique  se  rapportant  au  phénomène  connu  du  regel.  L'au- 
teur suppose  qu'au-dessous  du  fil  cylindrique  de  rayon  R  se  trouve*  une  couche 
concentrique  d'eau  d'épaisseur  minimale  d.  Il  trouve  que  la  vitesse  de  la  des- 

cente  du   fil  portant  un  poids  assez  considérable  est  proportionnelle   à   rr^  oa 

d^ 
à  rpy  suivant  qu  on  néglige  ou  que  l'on  tient  compte  de  la  courbure  du   fil. 

Pour  que  le  fil  courbé  descende  en  entier  d'une  vitesse  constante,  il  faut  que 
la  courbe  soit  représentée  par  ré<|uation 


:  —  k  log  cos  — > 


où  k  est  une  constante. 


Boekwinkel  (H.-B.-A,).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans 
un  cristal  biaxial  autour  d%in  centre  de  vibration.  (636-65 1), 

De  Vries  (/.).  —  Sur  un  groupe  de  complexes  dont  la  surface 
singulière  se  compose  d'une  surface  réglée  et  d'un  certain 
nombre  de  plans.  (666-668). 

1.  L'auteur  consiilère  une  surface  réglée  rationnelle  p"  de  Tordre  n  à  une 
droite  d  de  multiplicité  n  ~i  et  en  range  les  génératrices  /  dans  une  involu- 
tion  I^  de  l'ordre  p;  ainsi  chaque  couple  de  génératrices  /,  /'  d'un  môme  groupe 
de  rinvolution  I^  détermine  une  congruence  (i,  i)  dont  le  complexe  en  ques- 
tion est  le  lieu  géométrique. 

Les  génératrices  de  p"  forment  une  involulion  fondamentale  I,^,,  dont  chaque 
groupe  se  compose  de  n  —  i  génératrices  rencontrant  d  au  môme  point;  cette 
I„_,  a  en  commun  avec  I  un  nombre  de  {n  —  2)  (p  —  1)  couples;  ainsi  d 
porte  autant  de  points  d'intersection  H  de  couples  /,  /'  de  I  .  Donc  le  com- 
plexe admet  (/i  —  2){p  —  i)  points  principaux  H  et  (n — a)(/>  —  i)  plans 
principaux  A  =(/,/'  ). 

2.  L'ordre  du  complexe  est  («  —  i)  (  /?  —  i);  sa  surface  singulière  se  compose 
de  la  surface  réglée  p"  et  des  (n  —  2  )  (  /?  —  i)  plans  h. 

3.  Cas  particuliers  du  cône  de  complexe. 

4.  Cas  particuliers  de  lu  courbe  de  complexe. 

Les  droites  s'appuyant  sur  trois  génératrices  d'un  même  groupe  forment  une 
congruence  y  de  l'ordre  et  de  la  classe  î(/>  —  i)  (/?  —  2)  (n  —  2). 

5.  La  surface  réglée  des  droites  s'appuyant  sur  quatre  génératrices  d^un  même 
groupe  est  de  l'ordre  7*3  (  Z'  "~  0  {p  —  2  )  (  /?  —  3  )  (  4  n  —  9  ). 

6.  Étude  du  cas  où  p"  admet  encore  une  directrice  simple. 

Zwiers  (H.-J.).  —  Recherches  sur  Torbite  de  la  comète  pério- 
dique de  Holmes  et  sur  les  perturbations  de  son  mouvement 
elliptique.  {6"^ ^-6^^) , 
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Verschaffelt  (J.-E.),  —  Conlribulion  à  la  connaissance  o  de  la 
surface  de  Van  der  Waais.  (686-696,  i  pi.). 

X.  Sur  la  possibilité  de  prédire  les  propriétés  des  mélanges,  connaissant 
celles  des  composantes. 

L'auteur  se  propose  de  faire  voir  que  l'équation  originale 

-      HT  a, 

de  Van  der  Waals,  où 

a^=  a,i(i  —  a:)' -t-  20,2^7(1  — j?)  -ha^^x^y 
^x=  àii{i  —  x)--h  36,3  a? (i  —  j?)  -{-b^^x^y 

et  où  Ton  a  introduit  les  suppositions  simplifiantes 

donne  une  représentation   assez   précise  des  propriétés  particulières  des   mé- 
langes. 

Van  Laar  (J.-J.).  —  Sur  la  forme  des  lignes  de  fusion  décompo- 
sitions, dissociées  partiellement  dans  la  phase  fluide,  pour  des 
proportions  quelconques  des  produits  de  dissociation,  (^i  1-^26). 

Kapteyn  {J,-C,),  —  Sur  la  parallaxe  des  nébuleuses.  (726-734). 

Schoute  (P.'H.).  —  Sur  une  série  particulière  de  quadriques  à  huit 
points  et  huit  plans  tangents  communs.  (737-751). 

1.  L'auteur  s'occupe  tout  d'abord  du  problème  suivant  : 

Dans  notre  espace,  on  fixe  quatre  plans  quelconques  a,,  a,,  a^,  a^  et  dans 
ces  plans  quatre  faisceaux  de  rayons  en  correspondance  projectile.  Quel 
est  le  lieu  des  couples  de  transversales  communes  des  quadruples  de  rayons 
correspondants  ? 

Notations.  —  Soient 

O,,  O3,  O3,  O4  les  sommets  des  faisceaux; 

(/,,  /,,  l^y  l^)  un  quadruple  quelconque  de  ra^'ons  correspondants; 

/,  V  leurs  transversales  communes; 

(S„S\),(S3,  Sj),  (Sj,  S'j),  (84,84)  leurs  points  d'intersection  avec  les  droites 

du  quadruple: 
Al»  A  31  ••-)  hi  les  intersections  des  couples  de  plans  (apS,),   (a^a,),   ..., 

(«a/ai)- 

2.  Le  lieu  des  couples  de  points  (S,,  S))  en  a^  est  une  courbe  c\  du  cin- 
quième ordre,  nu  point  triple  O^,  du  genre  trois. 

La  surface  réglée  en  question  O*  est  du  huitième  ordre;  elle  admet  une 
courbe  de  Tordre  18. 
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3.  En  gênerai,  aucun  des  quadruples  de  rayons  correspondants  n'est  hypcr- 
boloYdique.  De  plus,  on  a  les  théorèmes  : 

Si  ce  cas  particulier  se  présente  k  fois  (A:  =  i,  2,  3),  le  lieu  cherche  se 
décompose  en  k  quadriques  et  en  la  surface  proprement  dite  O'-^. 

Si  ce  cas  particulier  se  présente  quatre  fois ,  chaque  quadruple  de  rayons 
correspondants  est  hyper boloïdique  et  le  lieu  se  compose  d'un  nombre  infini 
de  quadriques. 

4.  On  réalise  le  cas  où  tous  les  quadruples  de  rayons  correspondants  sont 
hyperboloTdiques  de  la  manière  suivante.  Faisons  coïncider  les  plans  a,  avec  les 
quatre  faces  latérales  d'un  cube,  les  quatre  points  O,  avec  les  centres  de  ces 
faces,  et  considérons  comme  rayons  correspondants  l-  quatre  droites  faisant  avec 
leurs  projections  sur  le  plan  des  quatre  points  O^  du  même  côté  le  même  angle. 
Alors  les  hyperboloïdes  de  révolution  admettant  les  groupes  de  quatre  droites 
comme  génératrices  se  touchent  Tune  l'autre,  suivant  le  cercle  de  gorge 
commun,  et  forment  donc  en  mémo  temps  un  faisceau  ponctuel  et  un  faisceau 
tangentiel. 

5.  Le  cas  précédent  est  autant  que  possible  spécialisé  métriquement.  On 
trouve  un  cas  moins  spécialisé  où  tous  les  quadruples  de  rayons  correspon- 
dants sont  hyperboloïdiqucs  ainsi.  Soit  /,  une  droite  quelconque  et  représen- 
tons par  /„  /j,  /«  les  droites  qu*on  obtient  en  faisant  tourner  l^  d'un  angle 
(le  i8o*  autour  des  axes  OX,  OY,  OZ  d'un  système  régulier.  Si  /j  décrit  un 
faisceau  Oi(a,  ),  les  droites  /,,  /„  /^  engendreront  des  faisceaux  0,((x,),  OjCaj), 
04(0(4)  jouissant  de  la  propriété  que  chaque  quadruple  de  droites  correspon- 
dantes /|,  /„  /},  /t  est  hypcrboloYdique,  sans  que  O,,  O,,  O3,  O4  soient  dans  un 
même  plan  ou  que  ap  a,,  a,,  «4  passent  par  un  même  point.  Cas  plus  spécial 
de  quatre  faisceaux  dans  les  faces  d'un  téiraèdre  régulier. 

6.  La  série  des  quadriques  au  tétraèdre  aulopolaire  OX.Y.Z.  des  axes  rec- 
tangulaires louchant  le  plan  a  au  point  O  admet  huit  points  communs,  les 
sommets  d'un  cube,  et  huit  plans  tangents  communs,  les  faces  tl'un  octaèdre 
régulier.  Les  nombres  caractéristiques  (3,  4i3)  de  la  série.  Transformation 
projeclive. 

7.  Étude  du  cas  où  O"  se  décompose  en  quatre  surfaces  0-. 

8.  Démonstration  du  théorème  : 

Si  quatre  des  quadruples  sont  hyperboloïdiqucs  y  tous  les  quadruples 
jouissent  de  cette  propriété. 

De  Su  1er  [W.),  —  Sur  les  plans  des  orbites  des  satellites  de 
Jupiter.  (787-799). 

Jaeger  {F.'M.).  — Déduction  géométrique  simple  des  relations 
reliant  entre  elles  les  quantités  observées  et  cherchées  figurant 
dans  la  méthode  de  détermination  delà  conduction  de  la  chaleur 
par  les  cristaux,  due  à  M.  W.  Voigt.  (799-804). 

Zeeman  (P.).  —  La  décomposition  magnétique  des  raies  du 
spectre  et  l'intensité  du  champ.  (Première  Partie).  (838-84 1). 
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De  Vries  (/.),  —   Quelques  propriétés  de  faisceaux    de  courbes 
«iltçébriques.  (84ï-845). 

1.  Soit  A  un  des  n*  points  de  base  d'un  faisceau  (c)  de  courbes  c"  d'ordre  n,  et 
représentons  par  B  un  quelconque  des  ri^ — i  autres.  Si  l'on  fait  correspondre  i 
chaque  C*  la  droite  c'  qui  la  touche  en  A,  on  trouve  deux  faisceaux  projec- 
tifs  (c"),  (c*)  qui  engendrent  une  courbe  T,  de  l'ordre  (/i-t-i),  qui  forme  le 
lieu  des  points  tangentiels  de  A.  Cette  courbe  tangentielle  a  un  point  triple 
en  A;  elle  y  est  touchée  par  les  tangentes  d'inflexion  des  trois  courbes  c"  à 
point  d'inflexion  en  A.  La  courbe  a  été  étudiée  pour  la  première  fois  par 
Em.  Weyr,  en  1882. 

L'auteur  considère  ici  le  lieu  T^  des  points  tangentiels  de  l'ordre  m;  il 
représente  par  'c(m),  a(m),  p(/n)  Tordre  de  la  courbe  et  le  nombre  des 
branches  de  la  courbe  passant  en  A  et  en  B.  Le  cas  n  =  3  a  été  étudié  par 
M.  Schoute,  en  i885  {Comptes  rendus^  t.  CI). 

Introduction  de  la  courbe  antitangentielle  T_|  de  l'ordre  a/i  —  i  qui  passe 
trois  fois  par  A  et  une  fois  par  B. 

2,  3.   Déduction  des  résultats 

n  T(m)  =  (n  -hi)  («  —  2 )-—'[(«  -f-i)"'  — i], 

/i'a(m)  =  (/i  — 2 )«->[(/!  -♦-  i)«^»—  2«  -hi]  —  («'— i)  (—a)"', 

/i2  p  (  m  )  =  (  /i  —  2  )'"  -«  [(  n  -f- 1  )"»  <■»  —  2  /iH-  I  ]  -h  (—  a  )«. 

4,  5,  6.   Le  faisceau  (c")  admet 

3(rt  — 4)(rt-3)  (/i--t-6/i-4) 
courbes  possédant  une  tangente  d'inflexion  touchant  la  courbe  ailleurs, 
(/i  — 5)(/i  — 4)(/i  — 3)(/i=-4-3/i  — 2) 

courbes  possédant  une  tangente  triple, 

6(/i—  3)  (3/*  — a) 

courbes  possédant  une  tangente  a  contact  de  quatre  points. 

7.  Vérification  par  l'indication  des  points  communs  de  la  courbe  d'in- 
flexion (1)  et  de  la  courbe  bitangentielle  (  D)  formant  les  lieux  des  points  d'in- 
flexion et  des  points  de  contact  des  tangentes  doubles  du  faisceau. 

Van  Laar  {J,-J.),  —  La  pression  osinotique  de  solutions  de  non- 
électrolyles,  en  rapport  avec  la  déviation  des  gaz  pai^faits. 
(849-858). 

Smils  {A,).  —  Sur  Tintroduction  de  la  notion  de  solubilité  d'ions 
métalliques  dans  la  question  de  l'équilibre  éleclromoteur. 
(859-866). 

Smits  {A.),  —  Sur  la  forme  des  lignes  (P,  T)  dans  un  solide- 
fluide  de  composition  invariable.  (866-877,  i  pi.). 
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Tome  XV;  mai  1906-avril  1907. 

Brouwer  {L,'J.-E.).  —  La  distribution  des  vecteurs  polydimen- 
siouaux.  (i4-'-i^). 

L'auteur  suppose  que  chaque  point  P  d'un  espace  linéaire  n-dimensional  E. 
porte  un  système  />-dimcnsional  de  vecteurs  donné,  formant  ce  qu'il  appelle 
une  f\- distribution  de  vecteurs.  Par  X.^,^  ,^  ,  il  indique  la  composante  paral> 
léle  à  un  espace  coordonné  C  à  /?  dimensions  correspondant  aux  indices  a,, 
a,,  . . .,  a  ,  le  sens  positif  étant  indiqué  par  l'ordre  de  succession  de  ces  indices. 
Par  rapport  à  celte  <listribution,  il  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

I.  L'intégrale  de  f\  étendue  à  la  surface  d'une  variété  courbe  bilatérale- 
ment fermée  V  est  égale  à  l'intégrale  de  /'+^Y  étendue  à  la  variété  V  , 
incluse  par  V  ;  ici  l 'on  a 


Y  a,  a,.  ..a     ,  = 


dX  a^  « .  ...  a^ 


où  dans  chaque  élément  du  second  membre  l'indicatrice  («^  «*...«*  «^      \ 
a  le  même  sens  que  (  a,  a,. .  .a„+i  )• 

Ce  vecteur  P-^'Y  est  appelé  la  première  dérivée  de  pX. 

II.  La  première  dérivée  d'une  pX  est  une  ^'*'p\,  la  seconde  une  ''"pX;  en 
d'autres  termes,  l'opération  de  la  première  dérivation,  appliquée  deux  fois 
de  suite,  fait  trouver  zéro,  et  il  en  est  de  même  avec  celle  de  la  seconde 
dérivation. 

La  somme  de  la  première  et  de  la  seconde  dérivée  est  désignée  comme 
dérivée  totale  et  représentée  par  V. 


IIL  On  a 

n 

dl 


Ad  dxl 


h  =  \ 

Corollaire.  —   Si   Ar^icr"-'  représente  la   surface  de  Pespace  sphérique  de 

rayon  r  en  E„,  l'intégrale    /  -r ;^  de  la  distribution  de  vecteurs  donnée  pV, 

étendue  à  tout  l'espace,  a  pour  seconde  dérivée  V. 

Une  distribution  de  vecteurs  possède  la  propriété  du  potentiel,  si  ses  valeurs 
scalaires  satisfont  aux  conditions  de  disparaître  à  Tinfini. 

IV.  Une  distribution  de  vecteurs  est  déterminée  univoquement  par  sa 
dérivée  totale  Z  du  second  ordre. 

V.  Une  distribution  de  vecteurs  est  déterminée  univoquement  poj-  sa  dérivée 
totale  du  premier  ordre. 

W.  Chaque  distribution  de  vecteurs  peut  être  considérée  comme  une 
dérivée  totale;  en  d'autres  termes  :  chaque  distribution  de  vecteurs  a  un 
potentiel  déterminé  univoquement  par  elle. 
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VII.  Lm  poiêntiel  d'une  ^^V  queicongue  e$i  une  ^^V,  celui  d'une  ^V  ut 
une  ^%\. 

VIII.  La  distribution  générale  pV  peut  être  considérée  comme  intégrale 
quelconque  des  champs  élémentaires  Ghi,  Ch,,  où 


^-'/r 


in=5' 


'  '^  *e  composant  des  r->  vecteurs  de  la  surface  d'un  espace  sphèrique 
infiniment  petit  '~'Sp  , 

r%ydv 


Ch, 


'"^pY  se  composant  des  »•+*  vecteurs  coupant  sous   un  angle  droit  la  sur- 
face d'un  espace  sphèrique  ir\/iniment  petit  •-r-^Sp^. 

Application  de  la  théorie,  -  i*  Au  champ  des  forces  en  E,  (dans  le  plan); 
3*  au  champ  des  planivecteurs  (des  tourbillons)  en  E4;  3*  au  champ  des  forces 
en  E,. 

Brouwer  (L.-E.-J,),   —   Le   champ  des  forces  des  espaces  non 
euclidiens  à  courbure  négative.  (75-94). 

A.  L'espace  hyperbolique  E,.  —  1.  Soit,  par  rapport  ^  un  système  de  coor- 
données rectangulaires, 


ds  =  v'A»  du^  -^  B»  dv*  h-  C^  rftv' 


et  représentons  par  X.,  X^,  X^  les  composantes  de  la  distribution  des  recteurs 
linéaires  X.  Alors  Tintégrale  de  X  le  long  d'une  courbe  fermée  est  égale  à  celle 
d'un  planiTecteur  Y  étendue  aux  éléments  superficiels  d'une  surface  quelconque 
limitée  par  la  courbe,  les  composantes  Y.,  Y^,  Y^  étant  déterminées  par  les 
équations 

j_  p(X,B)  _^  <^(X,C)1 

-      BCL     c'w  dv      ] 

Le  planiTecteur  Y  forme  la  première  dérivée  de  X.  De  plus,  la  seconde  dé- 
rivée de  X  est  l'expression  scalaire 

d(X,BC) 


""  ABC  Lt 


au 


Comme  d'ordinaire,  la  première  dérivée  est  appelée  le  vecteur  de  rotation,  la 
seconde  la  divergence, 

2.  Pour  que  X  soit  une  JX,  c'est-à-dire  la  seconde  dérivée  d'un  planiTec- 
teur A,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  E  =  o. 

3.  Pour  que  X  soit  une  JX,  c'est-à-dire  la  première  dérivée  (gradient)  d'une 
distribution  scalaire  f ,  on  doit  avoir  Y  =  o. 

4.  La  \\t  dont  la  divergence  est  une  râleur  scalaire  isolée  à  l'origine,  est 
dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  et  égale  à  -rr^i  où  la  constante  de  l'espace 
est  l'unité. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXXII.  (Octobre  1908.)        R.ii 
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5.  La  suppositioo  que  X  possède  la  propriété  de  champ,  c'est-à-dire  qu'elle 

disparaît  à  Piofini,  de  manière  que  son  ordre  est  inférieur  à  celui  de  -  dans  la 

direction  du  rayon  recteur  et  à  celui  de  er^  dans  la  direction  normale  au  rayon 
Tecteur. 

6.  Un  champ  Tcctoriel  est  déterminé  unÎYoquement  par  la  dirergence  et  la 
rotation. 

7.  Quand  on  connaît  des  distributions  élémentaires  de  la  àiytx^tnct  et  de  la 
rotation,  les  champs  Tectoriels  correspondants  sont  des  champs  élémentaires. 

C0S9 

8.  Le  champ  Ch,  qui  est  la  dérivée  du  potentiel  "rj^t  considéré  comme  la 
somme  de  deux  champs  fictifs  d'un  seul  point. 

9.  Le  champ  Ch,  d'un  courant  circulaire  suirant  le  plan  équatorial,  iden- 
tique à  Ch|  en  dehors  de  l'origine. 

10.  Le  produit  de  volume  de  trois  vecteurs,  deux  desquels  sont  des  unités  de 
vecteurs  en  deux  points  donnés,  tandis  que  le  troisième  -ry  agit  suivant  les 
droites  joignant  ces  deux  points,  etc. 

Étude  analogue  des  deux  cas  : 

B.  L'espace  hyperbolique  E,. 

C.  L'espace  hyperbolique  E„. 

Oudemans  (J.-A.'C).  —  Occullations  mutuelles  et  éclipses  des 
satellites  de  Jupiter  en  1908.  (i8g-aio,  i  pL,  439''4S3,  2  pi., 
468-469). 

De  Vries  (J,).  —  Complexes  quadratiques  de  révolution. 
(21 1-216). 

1.  Si  les  rayons  d'un  complexe  se  composent  des  génératrices  d'un  des  deux 
systèmes  d'un  système  d'hyperbolofdes  de  révolution  à  même  axe  a,  le  com- 
plexe est  de  révolution  autour  de  cet  axe;  s'il  contient  en  même  temps  les 
génératrices  des  deux  systèmes,  il  est  aussi  symétrique.  Dans  le  système  ordi- 
naire des  coordonnées  de  droites/?,,  /?„  ...,  /?,,  le  complexe  quadratique  de 
révolution  est  représenté  par  l'équation 

Mp]  -^PÎ)  +  Bpî-f-  aC/J,j5,-f-  D/?î-t-  E(/?î  4-/>J)  +  ^^{PiP,-PiPé)  =  o; 
pour  C  =  0  ce  complexe  est  symétrique. 

2.  La  surface  des  singularités  se  compose  de  deux  quadriques  de  révolution 
se  coupant  suivant  quatre  droites  isotropes. 

3.  La  surface  axiale  des  rayons  qui  s'appuient  sur  une  droite  donnée  quel- 
conque. 

4.  Les  cas  particuliers 

/>•/>•=  «(/>î-*-/'î)»       PÎ==<^{p]'^Pl),       PÎ-aipl-hpDy 

5.  Le  complexe  hélicoïdal. 

6.  Transformation  homographique. 
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Van  Laar  {J.-J.).  —  La  forme  des  lignes  spinodale  et  de  plisse- 
ment pour  des  mélanges  binaires  de  substances  normales. 
(227-236,  I  pi.). 

Wertheim  Salomonson  (J.-K.-A,).  —  Quelques  remarques  se 
rapportant  à  la  méthode  des  cas  vrais  et  faux  de  Fechner. 
(246-250). 

Brouwer  {L.-E.-J,).  —  Le  champ  des  forces  des  espaces  non 
euclidiens  à  courbure  positive.  (293-810). 

Étude  en  rapport  intime  arec  la  précédente,  où  Tautear  s'occupe  successi- 
Tement  de  Pespace  sphérique  Sp,,  l'espace  sphérique  Sp,  et  Tespace  sphé- 
rique  Sp,, 

Versluys  {W.-A.).  —  Les  équivalents  plûckériens  d'un  point 
cyclique  d'une  courbe  gauche.  (342-344)* 

Seconde  Gommnnication.  Pour  la  première,  on  compare  plus  haut  (t.  XIV, 
p.  4M). 

Zwiers  {H. -A.).  —  Recherches  sur  la  trajectoire  de  la  comète 
périodique  Holmes  et  sur  les  perturbations  de  son  mouvement 
elliptique.  (372-382). 

Kapteyn  {W,).  —  Sur  une  classe  particulière  d'équations  difié- 
rentielles  homogènes  linéaires  du  second  ordre.    (4io-4'2)* 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  toutes  les  équations  différentielles 

où  R,  S,  T  sont  des  polynômes  en  x,  jouissant  de  la  propriété  d'admettre 
eomme  deuxième  intégrale  particulière 


-'•-/^ 


)dr 
y,(d;)  reprétenunt  une  première  intégrale  particulière. 


Schuh  (Fr.).  —  Le  lieu  des  couples  de  points  communs  et  l'enve- 
loppe des  cordes  communes  de  courbes  faisant  partie  de  trois 
faisceaux.  (Première  Partie).  (412-422). 

1.  Dans  un  même  plan  on  donne  trois  faisceaux  (C,),  (C,),  (CJ  de 
courbes  C„  C„  C,  des  ordres  r,  t^  t)  k  déterminer  le  lieu  M  des  couples  de 
points  par  lesquels  passent  des  courbes  C^,  C,,  G.  de  ces  faisceaux.  On  trouve  : 

Le  lieu  M  des  couples  de  points  à  la  fois  mobiles,  par  lesquels  pauent  des 
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courbes  de  chacun  de*  trois  faisceaux,  est  de  l'ordre 

»  =  3(rf« -M)  ~  a(r  +  «  H- <)  —  ( ar  ^  P* -+- Y'), 

si  a,  p,  Y  représentent  respectivement  les  nombres  des  points  d'intersection 
fixes  des  couples  de  faisceaux  (  C,,  C,  ),  (  C„  C^  ),  (  C^^  C,  ). 

?.  Cas  où  les  faisceaux  admettent  r^  «',  t^  points  de  base  simples.  Si  a',  p', 
f\  V  représentent  successivement  les  nombres  des  points  de  base  communs  aux 
couples  de  faisceaux  (C,,  CJ,  (C^,  C^),  (C^,  C.)  et  aux  trois  faisceaux,  le  lieu 
cherché  est  de  l'ordre 

/i  =  3(r5<-M)  — 2(r-h*-h«)  — (a'r-+-  P'* -h  y'<)  —  ô'(r -H  s  H- /). 

3.  Sur  le  lieu  en  question  M,  la  multiplicité  d^un  point  de  base  A^  du  fais- 
ceau (C^)  est  st  —  a  —  I,  celle  d'un  point  de  base  commun  A^,  des  fais- 
ceaux (C^)»  (CJ  est  r/-t-3/—  a  —  p  —  3,  celle  d'un  point  de  base  commun  A„, 
des  trois  faisceaux  (C,),  (CJ,  (Cj  est  rs  -t-  rt -h  «t  —  a  —  p  —  y  —  ^• 

4.  Énuméralion  des  points  d'intersection  d'une  des  courbes  C,  avec  le  lieu  M. 
On  dérive 

points  des  points  A_, 

(p  — a)(rs4-s/  -a-Y-3) 
points  des  points  A^^, 

(Y  — 8)(rf -+-*<-«-  P-3) 
points  des  points  A^„ 

6(rs-hr/-t-s/  —  a— p  —  Y  —  5) 

points  des  points  A^,,  et 

'i{rs  —  ^  —  l){rt^^  —  ^)  —  {r  —  l){r  —  2) 

points  d'intersection  mobiles  avec  C^. 

5.  Le  lieu  M  admet  des  triples  de  points  doubles,  ne  coïncidant  pas  avec  des 
points  de  base,  par  lesquels  passent  une  courbe  de  chacun  des  trois  faisceaux. 
De  plus,  M  peut  admettre  des  couples  de  points  doubles. 

6.  Il  arrive 

4(r«-Hrf-f-*<)— 6(r-t-*-h<)-h6~2(a-hP-i-Y4-fi) 
fois  que  les  points  d^un  couple  coïncident. 

7.  La  classe  de  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  les  points  des  couples  est 
3r*/  — 2(rj-h  rr-H5/)  -f-(r-hs-hf)  —  a(r  — i)  — P(*  —  i)  —  Y(f  — O-hfi. 

8.  La  classe  de  l'enveloppe  s'abaisse  de  r  —  i  unités  par  l'existence  d'un  point 
de  base  A,,,  etc. 

kluyver{J.C.).  —  Quelques  formules  se  rapportant  aux  nombres 
moindres  que  n  et  premiers  avec  n,  (423-429). 


On  a,  en  général, 

9iri)=J^V.(,d)d'        (dd'^n), 
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^^  V^iÇ)  représente  la  fonction  arithmétique  qui  disparaît  si  g  est  divisible  par 
ao  carré  et  qui  égale  + 1  ou  —  i,  au  cas  contraire,  selon  que  le  nombre  des 
facteurs  premiers  est  pair  ou  impair. 

D'après  Kronecker  (  Vorlesungen  ûber  Zahleniheorie,  t.  I,  p.  aSi),  on  a 
encore 

V  £  A  =  l 

n 

Après  avoir  considéré  plusieurs  cas  particoliers  de  cette  formule  de  Kro- 
necker, l'auteur  en  fait  connaître  quelques  généralisations. 

Van  de  Sande  Bakhuysen{H,-G,)»  —  J.-A.  Oiidemans  :  nécro- 
logie. (459-464). 

Schuh  {Fr,).  —  Le  lieu  des  couples  de  points  communs  et 
Tenveloppe  des  cordes  communes  de  courbes  faisant  partie  de 
trois  faisceaux.  Seconde  Partie  :  Application  à  des  faisceaux  de 
coniques.  (474-48 1). 

9.  Le  lieu  M  est,  en  général,  de  Tordre  quinze,  l'enveloppe  des  cordes  est, 
en  générai,  de  la  classe  six. 

Dans  le  cas  des  trois  faisceaux  de  coniques  aux  quadruples  de  points  de 
base  ABCD,  ABEDP,  CDGH,  le  lieu  propre  M  se  compose  des  Hroiies  AB,  CI»  et 
d'une  quintique  passant  deux  fois  aux  points  A,  B,  C,  D  et  une  fi>is  aux 
points  E,  F,  G,  H,  le  point  K,=  (CD,  EF)  et  le  point  L,=  (AB,  GH  ).  L'en- 
veloppe propre  est  une  conique  dont  EF,  GH,  K,  L,  sont  des  langenies. 

tO.  Si  les  points  A,  B,  C,  D,  E,  F  du  cas  précédent  se  trouvent  sur  une 
conique,  la  quintique  se  décompose  en  cette  conique  et  une  cubique  passunt 
par  A,  B,  G,  D,  G,  H,  Kp  L^  et  deux  points  déterminés  de  la  conique. 

11.  Si,  de  plus,  les  points  A,  B,  C,  D,  G,  H  se  trouvent  sur  une  même 
conique,  la  quintique  se  décompose  en  deux  coniques  et  une  droite,  la 
droite  (Kp  LJ.  Si  K^  et  L,  coïncident,  le  lieu  M  devient  indéterminé. 

12.  Cas  où  E  et  G  coïncident,  etc. 

13.  Cas  où  les  dix  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  K,,  L,  se  trouvent  sur  une 
même  cubique. 

14.  Cas  de  coïncidence  de  E  et  G  et  de  F  et  H. 

Schuh  {Fr,),  —  Sur  le  lieu  des  couples  de  points  communs  de 
quatre  faisceaux  de  surfaces.  (481 -49^)* 

1.  Si  l'on  se  restreint  aux  couples  communs  à  des  surfaces  F^.  F„  F„  F^  des 
faisceaux  (F,),  (  FJ,  (F,),  (F.)  dont  les  deux  points  composants  sont  à  la  fois 
mobiles,  on  a  affaire  au  lieu  M  propre. 

2.  Soient  /  une  droite  quelconque,  Q^„  un  point  quelconque  de  cette  droite, 
a  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  des  trois  surfaces  F,,  F^,  F.  pas- 
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sant  par  Q„„,  et  représentons  par  Q^  les  r(a  —  i)  points  d'interseclioa  de  /  avec 
les  a  —  I  surfaces  F^  menées  par  les  a  — x  points  d'inlersection  des  surfaces  F„ 
^tt  P«  P«r  Q,i«i  différents  de  Q,,,.  Faisons  correspondre  au  point  Q^,  les 
r(a  — i)  points  Q^,  et  considérons  les  points  de  coïncidence,  se  composant 
des  n  points  Q,,^  du  lieu  cherché  M  situé  sur  /  et  des  points  d'intersection  de  / 
avec  la  surface  T^^^  lieu  du  point  T  pour  lequel  les  trois  surfaces  des  fais- 
ceaux (F,),  (F,),  (F„)  qui  le  contiennent,  admettent  en  T  des  plans  tangents 
passant  par  une  même  droite.  Si  6,  c,  d  sont  les  nombres  des  points  d'in- 
tersection mobiles  des  triples  de  surfaces  (F,,  F^  F^),  (F„  F„  F,),  (F„  F„  F,)i 
la  correspondance  entre  les  points  Q^^  et  Q,.est  une  {ar-^Py  bi-^ct-hdu  —  r), 
admettant  ar  -h  bs  -^ct-^  du  —  ir  coïncidences. 

3,  4.  La  surface  de  contact T^.  des  trois  faisceaux  (  F,  ),  (  FJ,  (  F. )  est  de  Tordre 

2(f -♦-<-+- M  — a). 
5.  Le  lieu  M  est  de  l'ordre 

ar-f-6*  +  ct-t-da— 2(r-h*4-<-Mi)H-4. 

G.  Dans  le  cas  général  où  a  =  siu^  . . . ,  Tordre  de  la  surface  cherchée  est 

4(r*ru-M)  —  a(r-t-t-t-r-f-u). 

7,  8,  9,  10.  Sur  M  la  courbe  de  base  B^  du  faisceau  (P^)  est  une  courbe  de 
multiplicité  a  —  i,  la  partie  commune  B„  des  deux  courbes  de  base  B^,  B,  une 
courbe  de  multiplicité  a  +  6  — 3,  la  partie  commune  B^'„  des  trois  courbes  de 
base  B^,  B,,  B^  une  courbe  de  multiplicité  a  -h  6  H-  c  —  5,  la  partie  commune  B^^, 
des  quatre  courbes  de  base  une  courbe  de  multiplicité  a  -\-  b  ^-c-¥-  d  —  7.  Les 
points  d'intersection  des  courbes  de  base  sont  des  points  multiples  de  M,  c'est- 
à-dire  un  point  d'intersection  de  B^  et  B,  est  un  point  de  multiplicité  a  +  6  —  a, 
un  point  d'inlersection  de  B^,  B^,  B^  (ou  de  B^  et  B,f)  un  point  de  multipli- 
cité a  -t-  6  +  c  —  4i  ""*  point  d'intersection  de  B^,  B,,  B,,  B^  (ou  de  B,,  B„  B,^, 
ou  de  B„  et  B,^,  ou  de  B,  et  B^„)  un  point  de  multiplicité  a-^b-hc-hd  —  6. 

11.  Étude  de  plusieurs  autres  courbes  particulières  du  lieu. 

fVythoff {W,-A ,),  —  La  règle  de  Néper  daDs  l'espace  quadridi- 
mensional.  (492-497). 

Si  l'on  considère  comme  éléments  d'un  triangle  sphérique  AjA,A,,  rectangle 
en  A,,  l'hypoténuse  a,,  les  deux  angles  A,,  Aj  et  les  compléments  |ic  —  a^, 
Jic  —  a,  des  c6tés  a^  a,,  chaque  formule  du  triangle  sphérique  rectangle  admet 
ta  substitution  cylindrique  (  A3,  Jic  —  03,  a,,  }ic  —  a,,  A,  ). 

Ici  cette  régie  mnémonique  de  Néper  est  étendue  à  Tespace  quadridimen- 
sional,  au  tétraèdre  bypersphérique  A^  A,  A3  A4  birectanglCi  les  arêtes  A,  A, 
et  A, A4  étant  respectivement  normales  aux  faces  A, A, A4  et  A|A,A).  Ainsi, 
les  deux  séries  de  cinq  triangles  sphériques  rectangles  dont  les  hypoténuses 
forment  un  quintangle  sphérique  sont  remplacées  par  une  série  unique  de 
douze  tétraèdres  opposés  deux  à  deux,  et  la  substitution  cyclique  est  rem- 
placée par  une  substitution  à  trois  cycles. 

Rapports  entre  les  volumes  de  deux  quelconques  des  douze  tétraèdres. 

Postma  (O.).  —  Encore  quelques  remarques  sur  la  quantité  H  et  la 
distribution  de  la  vitesse  d'après  Maxwell.  (498-506). 
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Dans  son  article  précédent  (t.  XII,  p.  6oa-6ii),  l'auteur  a  critiqué  les  démon- 
strations de  la  distribution  de  Maxwell  comme  l'élat  le  plus  probable  d'un  gai, 
données  par  L.  Boltzmann  et  J.>H.  Jeans.  Ici  il  fait  voir  qu'une  autre  interpré- 
tation de  l'analyse  de  ces  savants  lève  les  difficultés.  Cette  interprétation  nou- 
velle s'accorde  tout  à  fait  avec  les  bases  de  la  théorie  de  Gibbs  dans  ses  Statis- 
tical  Méchantes;  elle  permet,  en  outre,  à  l'auteur  de  corriger  la  démonstration 
du  théorème  analogue  pour  un  gaz  non  réglé,  donnée  par  L.  Boltzmann  dans 
son  Gastheorie,  d'une  erreur  indiquée  par  C.-H.  Wind. 

Kamerlingh  Onnes  {H.)  et  Keesom  (W.-H.),  —  Coniribiilion  à 
la  connaissance  de  la  surface  o  de  Van  der  Waais.  (507-517, 
655-f)58). 

XII.  Le  coulage  à  fond  de  la  phase  gazeuse  dans  la  phase  fluide  chez  les 
mélanges  binaires. 

XIII.  Le  coulage  &  fond  et  la  réascension  de  la  phase  gazeuse,  etc. 

Van  der  Waals{J,-D.).  —  Quelques  remarques  sur  la  théorie  de 
la  surface  if  des  mélanges  binaires.  (54o>544)* 

Schoute  {P,-H.),  —  Sur  le  lieu  des  points  de  rebroussement  d'un 
sjstème  triplement  infini  de  cubiques  planes  à  six  points  de 
base.  (570-580). 

Dans  la  représentation  connue  de  la  surface  cubique  sur  un  plan,  les  sections 
planes  de  la  surface  correspondent  à  des  cubiques  passant  par  six  points,  tandis 
que  la  courbe  parabolique  /?*'  de  la  surface  correspond  point  par  point  au 
lieu  r'^  des  points  de  rebroussement  du  système  de  cubiques  planes.  A  l'aide 
de  cette  correspondance,  l'auteur  trouve  : 

Le  lieu  r",  qui  consiste  en  dix  traits  en  forme  d'ovaie,  admet  six  points 
quadruples  d'un  caractère  particulier,  les  six  points  de  base  Aj  du  système 
de  cubiques;  chacun  de  ces  six  points  quadruples  se  compose  de  deux  points 
de  rebroussement,  dont  les  tangentes  coïncident  avec  celles  des  deux  cubiques 
du  système  admettant  un  point  de  rebroussement  en  ce  point  de  base,  mais 
dont  les  pointes  aiguës  sont  dirigées  en  sens  opposé. 

Étude  du  cas  métriquement  spécialisé  où  les  six  points  A^  sont  les  cinq  som- 
mets d'un  pentagone  régulier  et  son  centre,  correspondant  à  la  surface  diago- 
nale de  Clebsch.  Pour  ce  cas,  l'équation  de  r" 

p4_  ^p«_^  2op»— i5p'»—  3p»4-  2P(i  —  3pî  — 3p*-f-  p«)  +  4P»(a  H-  p')  =  o, 

où  p*=  jr'-*-^*  et  P  =  j:*— ioj?V'-h5a?y*,  est  déduite  à  l'aide  de  considéra- 
tions géométriques  simples,  basées  sur  les  mouvements  analiagmatiques  du 
pentagone.  Vérification  de  ce  que  la  courbe  n'admet  comme  points  réels  que 
six  quadruples  isolés  et  dix  points  doubles  isolés  (les  dix  ovales  s'étant  réduits 
à  des  points). 

Considération  de  plusieurs  autres  cas  particuliers  plus  ou  moins  remar- 
quables : 
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I*  Les  six  points  de  base  sont  les  trois  couples  de  sommets  opposés  d*un 
quadrilatère  complet.  Dans  ce  cas  correspondant  à  une  surface  cubique  à 
quatre  nœuds,  le  r^*  se  compose  des  quatre  c6tés  du  quadrilatère  comptés 
trois  fois. 

a*  Les  six  points  de  base  sont  les  sommets  d'un  heiagone  régulier.  Ici,  on  a 
affaire  à  une  surface  cubique  spéciale  à  un  nœud,  projetée  centralement  de  .ce 
point  comme  centre  sur  un  plan  quelconque.  Le  lieu  r^'  se  compose  du  cercle 
circonscrit  compté  trois  fois  et  d'une  rosace  à  six  feuilles  représentant  arec  le 
cercle  six  des  dix  ovales,  les  quatre  autres  s'étant  réduits  à  des  points. 

3*  I^s  cas  des  coïncidences  (a,  a,  a  ),  (3,  3),  (4i  a),  (5,  i),  (6)  des  six  poinU 
de  base  A^, 

Schuh  (Fr,),  —  Sur  le  lieu  des  couples  de  points  commuDS  de 
71  +  1  faisceaux  de  variétés  Vn-i  à  /i  —  i  dimensions  dans 
l'espace  En  à  n  dimensions.  (633-638). 

Cette  Communication  contient  l'extension  des  résultats  principaux  des  deux 
Communications  précédentes  à  l'hyperespace.  L'auteur  troure  : 

La  variété  {n — i)-dimensionale  de  contact  d*un  système  ({&,  v)  c/e  œ*  va- 
riétés  (n — i)-dimensionales,  dont  p.  passent  par  un  point  donné  et  v  touchent 
une  droite  donnée,  avec  un  système  {ft^)  de  ao*-<  courbes,  dont  9  passant 
par  un  point  donné  et  <|;  touchent  un  ^^-x  ^^  <''*  point  d'une  droite  donnée 
de  cet  K^„  est  de  l'ordre  p-^  +  (  H"  -+-  ^ )  ?• 

La  variété  {n  —  lydimensionale  de  contact  d'un  nombre  de  n  systèmes 

(l^i^v,),     (|x„v,),     ...,     (li„,v„) 

de  00»  variétés  {n  —  i)'dimensionales,  c'est-à-dire  le  lieu  du  point  P  où  les 
variétés  des  systèmes  qui  y  passent  admettent  une  tangente  commune,  est 
de  l'ordre 


V-x^%'"V-^ 


Ainsi,  dans  le  cas  de  n  faisceaux  des  ordres  r,,  r,,  ...,  r^,  où  Ton  a  p^=  i, 
v-=  2(r,— 1),  on  trouve 

2  C'*  1  + ''j -♦-••• -t- '«)  —  '*  —  »  • 

L'ordre  du  lieu  cherché  M  des  couples  de  points  communs  est 

n-4-l 

2][(a,-2)r,-M)], 

/=t 

où  a^  représente  le  nombre  des  points  d'intersection  libres  de  n  variétés 
quelconques  des  autres  faisceaux;  ce  lieu  passe  a,  —  !  fois  par  la  base  du 
faisceau  à  indice  1. 

Kamerlingh  Onnes  (H.)  et  /!/''«  Jolies  {T.-C).  —  Contribution 
à  la  connaissance  de  la  surface  ^  de  Van  der  Waals.  (659-667, 

4  pi.). 
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XIV.  Déduction  graphique  des  résultats  des  expériences  de  M.  Kuenen  sur 
des  mélanges  d'éthane  et  d'oxydants  d'azote. 

Van  de  Sande  Bakhuyzen  (H.-G.).  —  Prof.  W.-H.  Bakhuîs 
Roozeboom.  In  memoriam.  (68i-685). 

Van  der  Waals  (J.-D.).  —  Coalribulioa  à  la  théorie  des 
mélanges  binaires.  (686-704,  8a3-847,  QiS-gSg). 

La  théorie  des  mélanges  binaires  développée  par  l'auteur  dans  sa  Théorie 
moléculaire  a  provoqué  un  grand  nombre  de  recherches  expérimentales  et 
théoriques  qui  ont  contribué  beaucoup  à  la  connaissance  des  phénomènes  qui 
se  présentent  par  rapport  aux  mélanges.  Néanmoins,  plusieurs  questions  impor- 
tantes sont  restées  irrésolues  :  ainsi,  celle  de  la  classification  des  groupes  dif- 
férents des  surfaces  V.  Quelques  mélanges  binaires  admettent  une  surface  V 
dont  le  pli  présente  une  forme  bien  simple,  tandis  que  le  pli  de  la  surface 
d'autres  mélanges  binaires  est  assez  compliqué  ou  que  cette  surface  possède 
encore  un  second  pli.  Jusqu'à  présent,  on  ne  connaît  pas  la  cause  de  cette  dif- 
férence; on  ignore  même  comment  la  mettre  en  rapport  avec  d'autres  pro- 
priétés saillantes  de  groupes  particuliers  de  mélanges.  Il  est  vrai,  la  théorie 
fait  connaître  l'équation  de  la  courbe  spinodale  qui  borne  le  pli,  et  la  connais- 
sance absolue  de  cette  équation  doit  fournir  à  l'analyse  les  moyens  de  classiûer 
les  surfaces  W.  Mais  l'équation  est  très  compliquée,  et,  ce  qui  est  pis  encore, 
pour  le  cas  des  petits  volumes  elle  ne  forme  qu'une  approximation  assez  gros- 
sière. Guidé  par  ces  remarques,  l'auteur  a  cherché  une  manière  d'attaquer  le 
problème,  plus  intuitive  que  la  manière  analytique;  cette  méthode  nouvelle, 
sur  laquelle  il  nous  est  impossible  d'entrer  en  des  détails  ici,  permet  d'indiquer 
une  cause  dont  dépendent  les  diverses  formes  du  pli  et  fait  donc  apparaître  sous 
un  nouveau  jour  plusieurs  phénomènes  partiellement  connus. 

Van  der  Stok  {J.~P,).  —  Sur  le  trailemeni  des  observations  du 
vent.  (704-720). 

Kohnstamm  (Ph,).  —  Sur  la  forme  de  la  courbe  des  trois  phases, 
solide,  fluide,  gazeuse,  d'un  mélange  binaire.  (732-742). 

Kohnstamm  (Ph.).  —  Sur  les  équilibres  métastable  et  labile  des 
phases  solide-fluide.  (742-754?  >  p'-)* 

Kamerlingh  Onnes  (H.)  et  Keesom  (  W.-H,).  —  Contribution  à 
la  connaissance  de  la  surface  de  Van  der  Waals.  (754-768,  i  pi.; 
851-854,  I  pi.). 

XV.  Cas  où  l'une  des  deux  composantes  est  un  gaz  sans  attraction,  à  molé- 
cules admettant  des  dimensions.  Miscibilité  restreinte  de  deux  gaz. 

Julius  {W ,-H.).  —  Longueurs  d'onde  des  maxima  d'émission  et 
d'absorption  dans  le  spectre  ultra-rouge  trouvées  antérieu- 
rement. (81 1-817). 
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Van  Oss{S.-L.).  —  Équilibre  de  systèmes  de  forces  el  de  rotations 
daos  l'espace  E4.  (81 8-823). 

Démonstration  des  deux  théorèmes  : 

Dans  le  cas  de  onze  forces  agissant  suivant  des  droites  fixes  données,  il 
n*y  a,  en  général,  qu'une  distribution  unique  des  rapports  des  intensités, 
de  manière  que  le  système  des  forces  soit  en  équilibre. 

Pour  que  n  forces  (ii>n>4)  en  équilibre  n'admettent  qu'une  distri- 
bution unique  des  rapports  des  intensités,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  appar- 
tiennent à  i\ —  n  complexes  linéaires. 

Rapport  entre  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  géométrie  de  Tespace  E,  et 
ceux  de  la  théorie  des  vis  de  M.  R.  Stawell  Bail. 

Van  der  Waals  {J,-D,).  —  La  forme  de  l'isotherme  empirique 
pendant  la  condensation  d^un  mélange  binaire.  (847-85 1). 

Dans  la  positioo  des  axes  coordonnés  admise  par  Tauteur,  l'isotherme  empi- 
rique ne  possède^  en  général,  aucun  point  à  tangente  horizontale.  Cas  d'excep- 
tion. 

Wind  (C-/r.).  —  Une  hypothèse  sur  l'origine  des  rayons  Rônt- 
gen.  (855-859). 

Julius{W,-H.)^  Kapteyn  (/.-C)  el Schreinemakers  (F.^A.-H.). 
—  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  A.  Brester  Jr.,  sous  le  titre  : 
«  Essai  d'une  explication  du  mécanisme  de  la  périodicité  dans  le 
Soleil  et  les  étoiles  rouges  variables  ».  (868-871). 

Schoute  (P.'H.)  et  Cardinaal  (/.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  M.  Fr.  Schuh,  intitulé  :  «  Sur  le  lieu  des  points  du  plan  dont 
la  somme  des  distances  à  n  droites  données  est  constante,  et  les 
questions  analogues  dans  les  espaces  à  trois  et  à  plusieurs 
dimensions».  (871-873). 

Van  Laar  {J.-J,).  —  Sur  la  forme  de  la  ligne  des  points  de 
plissement  et  des  lignes  spinodales,  dans  le  cas  où  l'attraction 
mutuelle  des  molécules  de  Tune  des  composantes  d'un  mélange 
binaire  de  substances  normales  est  petite.  (qSq-qSs). 

Tome  XVI;  mai  1907-avril  1908. 

Van  der  Waals  (J,-D.)  —  Contribution  à  la  théorie  des  mélanges 
W\ nd'ires  (suite).  (i2-3i,  i43-i6i ,  216-282). 
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DeSitter{W.).  — -  Les  orbites  pérodiques  du  tjpeHeslia.  (35-44)- 

Il  s'agit  de  quelques  solutions  du  cas  particulier  suivant  du  problème  des 
trois  corps  : 

Deux  point»  matériels  S  et  J,  de  nutises  i  et  {Xi  se  meuvent,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  /i'=  i,  sur  des  circonférences  de  cercles  autour  de  leur 
centre  de  gravité  commun.  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  P, 
de  masse  infiniment  petite,  du  même  plan,  sous  V influence  des  attractions 
de  S  et  J  y  d'après  la  loi  de  Newton,  la  distance  constante  SJ  étant  consi- 
dérée comme  unité  de  longueur»  (Problème  de  M.  G.  Darwin,  Acta  mathe- 
matica,  t.  XXI,  p.  99-242). 

L'auteur  s'occupe  des  cas  particuliers  où  l'orbite  périodique  de  P  est  une 
ellipse  de  petite  excentricité,  S  étant  un  des  foyers,  le  mouvement  moyen  n 
s'approchani  de  la  valeur  3  pour  lim|jL  =  o;  il  considère  plusieurs  cas  étudiés 
par  M.  Darwin,  du  point  de  vue  développé  par  M.  Poincaré  dans  les  Tomes  I 
et  II  de  ses  Méthodes  nouvelles. 

Kamerlingh  Onnes  (H,)  el  Keesom  {W.-H,).  —  Contribution  à 
la  connaissance  de  la  surface  de  Van  der  Waais.  (59-66, 
233-24a,  I  pi.). 

XV.  Cas  où  l'une  des  composantes  est  un  gaz  sans  attraction,  à  molécules 
admettant  des  dimensions.  Miscibilité  restreinte  de  deux  gas. 

XVI.  Le  coulage  à  fond  de  la  phase  gazeuse  dans  la  phase  fluide  chez  les 
mélanges  binaires,  dans  le  cas  où  les  molécules  de  l'une  des  deux  composantes 
n'exercent  qu'une  attraction  faible. 

De  Situer  (  W.).  —  Quelques  remarques  sur  la  théorie  des  satellites 
de  Jupiter.  (110-122). 

Aperçu  sommaire  de  recherches  qui  paraîtront  in  extenso  dans  le  n*  17  des 
Publications  du  Laboratoire  astronomique  de  Groningue. 

1.  Théorie  de  la  libration. 

2.  Les  équations  du  centre. 

3.  Détermination  de  la  libration  à  l'aide  des  observations. 

VanLaar{J.-J.). —  Sur  les  dernières  remarques  de  MM.  Kamer- 
lingh Onnes  et  Keesom.  (i 36- 187). 

Barrau  {J.-A.).  —  L'extension  de  la  configuration  de  Kummer 
aux  espaces  de  2  /  —  i  dimensions.  (206-2 12,  1  pi.). 

1.  Si  l'on  représente  par  Sf  et  S,  les  schémas  .  et  .  de  caractères  et 
par  T,  et  T,  les  schémas  ^  ^  et  ]]^  ""  de  signes,  les  combinaisons  g*  g' 
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T   T 
et  -,'  -,'  donnent  les  deux  schémas 

T,  T, 

a    b    c    d 

et 

H-     -h 

b    a    d    c 

-h     — 

c    d    a    b 

•• 

-h     -f- 

d    c    b    a 

-f-     — 

En  combinant  saccessivement  chacune  des  quatre  lignes  de  quatre  caractères 
ayec  chacune  des  quatre  lignes  de  quatre  signes,  on  obtient  seize  quadruples 
de  quantités  algébriques,  représentant  les  coordonnées  de  points  des  seize  som- 
mets d^une  configuration  Cf.(i6f  )  de  Kummer  ou,  si  l'on  veut,  les  coordonnées 
tangentielles  des  seize  faces  d'une  Cf.(i6f  ). 

2.  L'auteur  étend  ce  théorème  connu,  d^abord  à  Tespace  E^  à  sept  dimen- 
sions de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  représente  par  U,  e/  V,  les  schémas  de  caractères  et  de  signes  de 
quatre  lignes  que  nous  venons  d'indiquer  et  que  U,  et  V,  représentent  des 
schémas  analogues  dont  U,  contient  les  caractères  e,  /,  g,  A,  tandis  que  \\ 
se  déduit  de  V,  par  l'inversion  de  tous  les  signes,  la  combinaison  analogue 

U    U         V    V 

des  schémas      *     '  et     *  ^^  à  huit  lignes  mène  à  64  octuples  de  quantités 

algébriques,  pouvant  être  considérées  comme  les  coordonnées  de  points 
des  64  sommets  d'une  configuration  Cf.(64as)  de  l'espace  Ey  ou  comme  les 
coordonnées  tangentielles  des  espaces  E,  d'une  Cf.  (64is)* 

3.  Tout  aussi  comme  les  seize  sommets  de  la  Cf.  (i6,)  se  décomposent  en 
quatre  quadruples  de  sommets,  les  sommets  de  quatre  tétraèdres  situés  deux 
à  deux  en  position  de  MObius,  les  64  sommets  de  la  nouvelle  Cf.(64,|)  se 
décomposent  en  huit  octuples  de  sommets  de  huit  simplexes  de  E,,  doués  entre 
eux,  deux  à  deux,  de  la  propriété  analogue. 

4.  Comme  Texige  l'analogie  avec  le  groupe  G,,  (de  Klein)  en  E,,  on  trouve 
en  E,  un  groupe  géométrique  G^g  d'Abel,  composé  de  Tidentité,  de  63  colli- 
néations,  de  28  systèmes  focaux  en  iovolution  et  de  36  polarités. 

5.  En  chacun  des  64  espaces  E^  de  Cf.  (64,«)  les  a8  sommets  se  trouvent  sur 
une  variété  quadratique  V  â  cinq  dimensions. 

6-7.  Sommets  communs  à  deux,  trois,  quatre  et  six  espaces  E,. 

Godeaux  (L.).  —  Le  théorème  de  Grassmann  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions. (2 1 3-2 1 5). 

Le  théorème  de  Grassmann  dans  le  plan  est  le  suivant  : 

Le  lieu  d'un  E«  tel  que  les  E,  qui  le  joignent  à  trois  E^  fixes  rencontrent 
trois  E^  fixes  en  trois  E,  d'un  même  E|  est  une  variété  \\. 

Dans  l'espace  ordinaire,  on  en  connaît  les  deux  généralisations  : 

Le  lieu  d'un  E^  tel  que  les  E,  qui  le  joignent  à  quatre  E,  fixes  rencon- 
trent  quatre  E^  fixes  en  quatre  E,  d'un  même  E,  est  une  variété  V}. 
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Le  lieu  d'un  E«  tel  que  le*  E^  gui  les  joignent  à  quatre  E^  fixe»  rencon- 
trent quatre  E^  fixes  en  quatre  E,  d*un  même  E^  est  une  variété'  \\. 

Pour  Ë^i  Fauiear  trouve  : 

Le  lieu  d'un  E  tel  que  les  E^  .^,  qui  le  joignent  à  k  espaces  E^.  fixes 
rencontrent  k  E,  fixes  en  k  E^.^,     _„^,  d*un  même 

EE(r-».»,.)-»-i(/»-n+2)-l  (l=l,2,   ...jAt) 

est  une  variété  \\^^f)(^+x)-\* 
Applications  à  la  géométrie  des  droites. 

Van  der  Stok  {J.~P,).  —  Analyse  des  courbes  de  fréquence  dé 
la  température  de  l'air.  (248-260). 

Van  Everdingen  {E.)»   —  Rapport  entre  la  mortalité  des  enfants 
et  les  hautes  températures.  (274-286). 

Kapteyn  {W.),  —  Sur  un  produit  infini  représenté  par  une  inlé- 
grale  définie.  (Sao-Sag). 

Pour  o  <  u  <  I,  l'auteur  trouve 

mv'        1         P(M)r(2— 2m),    „„  _,     /•*     C0S{2Çt)dt 

s  —  ù 
Étude  de  plusieurs  cas  particuliers,  etc. 

Postma  (O.).    —  Mouvement    de    systèmes   de    molécules    non 
soumis  à  Faction  de  forces  extérieures.  (332-349). 

Les  deux  manières  de  démontrer  qu'une  masse  de  gaz  non  soumise  à  l'action 
de  forces  extérieures  atteindra  peu  à  peu,  à  cause  des  chocs  muluels,  l'état 
d'une  distribution  homogène,  celle  de  Boitzmann  et  celle  de  Boltzmann-Jeans. 

Le  problème  des  petites  planètes  de  M.  Poincaré  comme  introduction  à  la 
théorie  des  gaz.  L'entropie  de  position,  appelée  quelquefois  entropie  grossière^ 
et  l'entropie  par  rapport  aux  vitesses. 

Le  cas  de  transition  entre  celui  des  planètes  et  celui  des  molécules  de  gaz  : 
le  gaz  à  une  dimension,  où  les  molécules  se  meuvent  parallèlement  entre  deux 
parois  parallèles  normales  à  la  direction  du  mouvement  (de  vu-et-vient)  des 
molécules. 

Cas  d'un  ensemble  de  systèmes  de  n  molécules  se  mouvant  dans  un  vase  de 
la  forme  d'un  parallélépipède  rectangulaire. 

Schmutzer  (/.).  —  L'extinction  oblique  des  cristaux  i-hombiques. 
(362-38o). 
Bull,  des  Sciences  tnathém.,  a*  série,  t.  WXll.  (Novembre  i:)o8.)    R.12 
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Stein  (/.).   —  L'étoile   ^  Lyrae  comme  étoile  double.  (38o-4o5, 

,  pi.). 

Voigt  {W.).  —  Ueber  dîe  krjstallographiscli  zulâssigen  Zâhlig- 
keiten  der  Symmetrieaxen.  (4o6-4i  i). 

Sur  les  nombres  <:aractéristiques  admissibles  des  axes  de  symétrie  des  cris- 
taux. 

Barrait  (J.-A.).  —  L'analogue  de  la  configuration  de  Kummer 
dans  Tespace  à  sept  dimensions.  (457^463,  i  pi.). 

Dans  une  Commnnication  antérieure  (p.  ao5-ai5),  l'auteur  a  développé  une 
méthode  pour  la  génération  de  configurations  dans  les  espaces  à  aP  —  i  dimen- 
sions, qui  peuvent  être  considérées  comme  des  généralisations  de  la  configuration 
de  Kummer,  configurations  déduites  d'une  tout  autre  manière  par  M.  W.  Wir- 
tingcr  en  1889.  Il  entre  dans  des  détails  par  rapport  au  cas  spécial  /?  =  3  de 
l'espace  E;  ici,  la  configuration  €^(64,,)  de  ce  cas  est  représentée  par  le  sym- 
bole K^". 

Si  l'on  omet  de  la  configuration  de  Kummer  un  sommet  quelconque  et  an 
plan  qui  ne  contient  pas  ce  point,  les  quinze  éléments  restants  de  chacune  des 
deux  espèces  se  décomposent  en  un  groupe  de  six  éléments  incidents  à  l'élé- 
ment omis  de  l'autre  espèce  et  un  groupe  de  neuf  éléments.  Chacun  des  deux 
sextuples  forme  avec  les  quinze  éléments  de  l'autre  espèce  une  Cf. (6^,  iS,) 
libre.  Les  deux  nonuples  forment  ensemble  une  Cf.  (94)  identique  à  la  Cf.  (94)'" 
de  la  classification  de  V.  Martinetti. 

De  la  même  manière,  on  peut  omettre  de  K^"  de  a3o4  manières  diflérentes 
un  sommet  et  un  E,  ne  contenant  pas  ce  point.  Alors  les  63  éléments  restants 
de  chaque  espèce  se  décomposent  en  deux  groupes  Gjs  et  G^^  de  28  et  35  élé- 
ments. Ensemble,  les  deux  groupes  G,,  forment  un  schéma  (a8j,),  les  deux 
groupes  Gjs  un  schéma  (35|f  ),  tandis  que  deux  groupes  opposés  G,.,  G^^  mènent 
à  un  schéma  (381^,  35,,).  Étude  de  ces  schémas. 

Schoute  {P,-H,).  —  La  section  du  poljtope  de  mesure  M^  de 
l'espace  E„  à  n  dimensions  par  l'espace  central  E^^i  normal  à 
une  diagonale.  (467-481,   i  pi.). 

a.  La  projection  de  M„  sur  une  diagonale. 

1.  Les  sommets  de  M„  se  projettent  sur  la  diagonale  A  A.'  en  n  -h  i  points, 
aux  deux  extrémités  A,  k'  et  aux  n  —  i  points  Ap  A„  . . .,  A^,  divisant  KK.' 
en  n  parties  égales;  dans  ces  points  se  projettent  successivement   1,   n, 

-n{n  —  i),  ...,  -/i(/i  —  i),  /i,  I  sommets. 

2-  Les  sommets  de  chaque  M  limitant  de  M„  (/?  ^  n)  se  projettent  sur  AA' 
en  p  -\-i  points  de  division  adjacents;  dans  ces  points  se  projettent  succes- 
sivement I,  p,  -p{p  —  i)f  ...,  -/>(/?  — »)»/>>  »  sommets. 
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Si  Ton  représente  par  le  symbole  /?'(M^)  la  section  d'un  polytope  de  me- 
sure M  par  un  E^^  de  son  E^  normal  à  une  diagonale  centrale  en  un  point 
dont  la  distance  à  l'extrémité  est  /?'  fois  la  diagonale,  on  a  : 

Pour  n  pair,  un  polytope  limitant  M^  de  M„  e$t  coupé  par  l'espace  cen- 
tral E._j  normal  à  la  diagoncUe  de  M^  suivant  un  ^(M  ),  a  désignant  une 

des  valeurs  i,  2,  ...,  ^ pour  p  pair  et  i,  a,  ...,  ^ pour  p  impair. 

Pour  n  impair,  M^  est  coupé  sous  les  mêmes  circonstances  suivant 
un  — ^^(M  ),   a  désignant  une  des  valeurs  i,  a,   ...,  —  pour  p  pair 

et  I,  a,  ...,  •*- pour  p  impair. 

3.  I/étude  des  cas  particuliers  n  =  4»  5,  6,  7,  8  fait  trouver  : 

Les  sommets  de  la  section  sont  des  sommets  de  Af„  pour  n  pair,  des 
milieux  d^ arêtes  de  M.  pour  n  impair, 

La  longueur  des  arêtes  de  la  section  est  \/i  pour  n  pair,  -  ^  pour  n  im- 
pair; toutes  ces  arêtes  sont  de  même  espèce. 

Les  faces  sont  des  triangles  équilatérauœ  pour  n  pair,  des  hexagones 
réguliers  et  des  triangles  équilatéraux  (  plus  petits  )  pour  n  impair. 

Les  corps  limitants  sont  des  octaèdres  et  des  tétraèdres  pour  n  pair,  des 
octaèdres  tronqués  et  des  tétraèdres  (  plus  petits  )  pour  n  impair. 

Les  poly topes  quadridimensionaux  limitants  sont  des  cellules  régu- 
lières C^  tronquées  jusqu'aux  milieux  des  arêtes  et  des  C5  pour  n  pair, 
des  Cj  tronquées  Jusquaux  tiers  des  arêtes  et  des  C5  {plus  petites)  pour 
n  impair. 

Etc.,  etc. 

b.  La  projection  de  M„  sur  un  plan  central  par  deux  arêtes  parallèles. 

4.  La  projection  de  M^  est  un  rectangle  dont  les  côtés,  exprimés  en 
longueurs  d' arête ^  sont  i  et  v/n  —  i ,  divisé  en  n  —  i  rectangles  égaux  par 
n  —  a  segments  de  droites  parallèles  égaux  aux  arêtes. 

5.  Si  Ton  représente  la  section  cherchée  et  son  centre  par  D,^i  et  O,  on  a  : 
Chaque  droite  par  O  parallèle  à  une  arête  de  D„_,  a  en  D„_,  une  lon- 
gueur v/â,  chaque  plan  par  O  parallèle  à  une  face  de  D^,  coupe  D„_i  sui- 
vant un  hexagone  régulier  à  côtés  -  v/a,  chaque  espace  par  O  parallèle  à 

un  espace  limitant  de  D„_|  coupe  D,^,  suivant  un  octaèdre  régulier  à 
arêtes  v/â,  etc. 

6.  Considérons  le  polytope  de  mesure  M^*i,  de  l'espace  £._,  à  des  arêtes 
égales  à  l'unité  et  sa  section  D„_,.  Transformons  ce  polytope  en  un  rhombo^ 
tope,  en  multipliant  les  distances  des  points  de  ses  espaces  limitants  F.,^,  à 
Tespace  E,^,  de  D^_j  par  v/n,  ce  qui  entraîne  que  la  diagonale  ^n  —  i  normale 
à  lespace  E^,  de  D^j  s'allonge  à  un  axe  de  longueur  ^n{n  —  i)  et  de  la 
période  n  —  i.  Tronquons  ce  rhombotope  par  deux  espaces  E^,  normaux  à  cet 
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axe,  ei  donc  parallèles  à  D^,,  enlevant  de  part  et  d'autre  de  D..,  des  parties 
de  cet  axe  représentées  par  r,  la  longueur  de  Taxe  étant  l'unité.  Représentons 
ce  rhombotopc  tronqué  par  le  symbole  Rh^_,  [v//i(n  —  i),  r].  Alors  on  a  le 
ihéorème  : 


La  section  D„.,  est  un  Kh^^U/ n{n -i),  JL-J^\. 


c.  Explication  du  rapport  intime  entre  0,^^  et  les  siniplcxes  réguliers  et 
régulièrement  tronqués. 

7.  Considérons  en  E^  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à  origine  O 
et  aux  axes  OX,,  0X„  ...,  0X„.  Désignons  la  partie  2"-ième  de  E„  formant  le 
lieu  des  points  à  coordonnées  non  négatives  comme  la  /i-arétc  0(X,  X,  . . .  X„). 
Soient  A,  A'  deux  sommets  opposés  de  M„  et  représentons  par  AA„  AA,,  ..., 
AA„  les  arèies  passant  en  A,  par  A'A'^,  A' A,,  ...,  A'A^^  les  arêtes  parallèles  de 
sens  oppose  passant  en  A'.  Alors  M„  est  la  partie  en  E)„  commune  aux  deux 
n-arêtes  A(A,  A, . . .  A„),  A'(A'j  A'^ . ..  A^).  La  section  d'une  /i-arôte  par  un 
espace  coupant  les  côtés  à  des  distances  égales  de  l'origine  étant  un  simplexe 
régulier,  on  trouve  : 

La  section  de  M„  par  un  espace  quelconque  E„..,  normal  à  une  diagonale 
est  la  partie  de  cette  E„_,  commune  à  deux  simplexes  réguliers  bien  déter- 
minés ^  concentriques  et  d'orientations  opposées, 

8.  Si  Ton  indique  le  simplexe  régulier  de  E„  à  arêtes  a  par  S„(a),  on 
trouve  : 

Si  l'on  meut  un  M„,  dont  la  diagonale  AA'  est  perpendiculaire  à  un 
espace  E„_,  donné,  à  travers  cet  E„__,  dans  la  direction  de  cette  diagonale, 
de  manière  que  chaque  point  de  M„  décrit  une  normale  sur  E^_p  la  section 
de  M„  par  E„_,  est  à  chaque  instant  la  partie  de  E,^,  commune  à  deux 
simplexes  concentriques  et  d* orientations  opposées 

S„(/?v/â7ï)    et    ^'^{p'sfTn), 

où  p  et  p'  satisfont  la  relation  p-hp'=^.  Pendant  ce  mouvement ,  le 
bary centre  commun  des  deux  simplexes  ne  bouge  pas.  Tandis  que  S^(p  v/an) 
se  dilate  d^un  point  à  un  S^{n  v/â),  S'^ip'  /aTî)  se  rétrécit  d'un  S'^(n  v^a) 
à  un  point. 

Au  moment  où  ce  mouvement  s'est  fini  à  moitié,  on  a  : 
La  section  l)„_,  est  la  partie  de  E„_,  commune  à  deux  simplexes  égaux, 
concentriques  et  d'orientations  opposées.  S,/ }  "  V^^)»  S;^(  J  /i  v^). 

9.  Dans  le  mouvement  de  M„  à  travers  E„_,  les  sommets,  les  arêtes,  les 
faces,  etc.,  de  S„  se  dégagent  successivement  entièrement  de  S],  aux  moments 
où  le  point  d'intersection  P  de  la  diagonale  A  A'  de  M^  avec  E^_,  coïncide 
avec  les  points  de  division  A,,  A,,  .. .,  A„_,. 

Etc,  etc. 

M"^^  Boole  Stott  {A,)  et  Schoute  (P.-H,).  —  Sur  cinq  couples 
de  cellules  quadridimensionales  dérivées  de  la  même  source. 
(Première  Partie).  (482-486). 
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Introduction.  -^  Considérons  une  quelconque  des  six  cellules  régulières  C^, 
C|f  ^isi  ^130»  Qoo  ^^  l'espace  E4  et  en  déduisons  deux  cellules  nouvelles.  La 
première  de  ces  deux  cellules  est  engendrée  par  une  troncature  régulière  de 
la  cellule  régulière  aux  sommets  étendue  jusqu'aux  points  milieux  A,;  les 
points  Ao  sont  donc  les  sommets  de  cette  cellule  nouvelle.  La  seconde  des  deux 
cellules  nouvelles  est  la  forme  polaire  réciproque  de  la  première  par  rapport  à 
rbypersphère  des  points  A,.  Comme  les  deux  cellules  déduites  de  cette  manière 
de  la  cellule  régulière  C,,  sont  des  cellules  régulières  Cji,  on  ne  trouve  que 
cinq  couples  de  cellules  nouvelles. 

Considérations  générales.  —  Si  Ton  représente  par  *,  a,  /,  «,  />,  q,  s',  a',  /' 
successivement  les  nombres  des  sommels^  des  arêtes,  des  faces,  des  espaces 
limitants,  des  espaces  limitants  par  une  arête,  des  espaces  limitants  par  un 
sommet  et  des  sommets,  des  aréles,  des  faces  des  corps  limitants,  les  six  cel- 
lules régulières  donnent  lieu  au  Tableau  : 


s. 

a. 

/. 

e. 

P' 

^' 

*'. 

a'. 

/'. 

5 

10 

10 

5 

3 

4 

4 

6 

4 

8 

24 

32 

16 

4 

8 

4 

6 

4 

120 

7Q0 

1200 

600 

5 

20 

4 

6 

4 

16 

32 

24 

8 

3 

4 

8 

12 

6 

24 

q6 

96 

24 

3 

6 

6 

12 

8 

f)00 

1200 

720 

120 

3 

4 

20 

3o 

12 

la  preni 

lière 

des 

couples  de  cellules  nouvelles, 

on  trouve  le  ' 

rabli 

s. 

s. 

A. 

F. 

E. 

P. 

Q. 

a 

5 
16 

10 

32 

3o 

96 

288 

3o 
88 

10 
48 

3 
3 

5 

>-iJ.  •  . .  • 

c 

5 

^8 

c„.... 

24 

96 

240 

3 

5 

^•««  •  •  • 

. .  1 

120 

720 

36oo 

36oo 

7ao 

3 

7 

c...... 

..  600 

1200 

36oo 

3l20 

7Î0 

3 

5 

Schoute  (JP.-fl,).  —  Sur  les  réseaux  quadridimensionaux  et  leurs 
sections  tridimensîonales.  (Première  Partie).  (526-537). 

1.  Transformation  du  réseau  des  cellules  de  mesure  d^^  de  E^  dans  le  réseau 
formé  par  irois  groupes  équivalents  de  cellules  C^,'^^^  Les  points  aux  coordon- 
nées (  +  1,  =hi,  ±1,  ±1)  sont  les  sommets  d'une  Cg*\  Si  on  les  arrange  en 
deux  groupes  de  buit  points,  dont  Tun  contient  les  points  à  un  produit  positif 
des  coordonnées,  l'autre  les  points  à  un  produit  négatif  des  coordonnées,  on  a 
obtenu  les  coordonnées  des  deux  cellules  C^^'^^^  inscrites  en  C^*^  dont  la  pre- 
mière s'appelle  la  positive,  la  seconde  la  négative.  Si  l'on  suppose  que  le 
réseau  (C,)  est  formé  de  cellules  C^,*^  blancbes  et  noires  de  manière  que  deux 
cellules  Cg  admettant  un  cube  limitant  commun  diffèrent  en  couleur  et  que 
l'on  inscrit  dans  chaque  C,  blanche  une  C,g  positive,  dans  chaque  C,  noire 
une  C|«  négative,  on  trouve  le  réseau  (C,,)  formé  par  trois  groupes  équiva- 
lents de  cellules  Cj'/*\  les  cellules  Cjg  positives,  les  cellules  C,g  négatives  et 
les  cellules  C^s  neutres  remplissant  la  partie  restante  de  l'espace  E4. 

2.  Transformation  du  réseau  (C,),  de  deux  manières  difTérentes,  en  un 
réseau  (C,4)  de  cellules  C,^.  Dans  la  première  méthode,  on  s'imagine  encore 
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que  le  réseau  (Cg)  est  composé  de  cellules  blanohes  et  noires  comme  un 
damier  quadridimensional,  pour  décomposer  chacune  des  cellules  noires  en 
huit  pyramides  congruenles  ayant  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  cel- 
lule, pour  bases  les  huit  cubes  limitants  de  la  cellule.  En  ajoutant  à  chaque 
cellule  blanche  les  huit  pyramides  noires  adjacentes,  on  obtient  le  réseau 
des  C^,'].  Dans  la  seconde  méthode,  on  divise  chaque  cellule  Gg''  en  seize  cel- 
lules C^g*^  ayant  le  centre  O  de  C^,'^  pour  sommet  commun,  on  bissecte  chacune 
des  seize  cellules  C^/^  d'une  C.'^  par  l'espace  tridimensional  normal  à  la  diago- 
nale qui  se  termine  en  O,  et  Ton  réunit  les  seize  parties  autour  des  centres  et 
celles  autour  des  sommets  des  C^/'  à  des  cellules  C^,^^ 

3.  Les  réseaux  (Cg),  (Ci^),  (C,^)  sont  les  seuls  réseaux  possibles.  Il  n'y  a  pas 
de  réseaux  mixtes  composés  de  cellules  régulières. 

4.  Les  assemblages  de  Bravais  quadridimeosionauz  formés  par  les  centres 
des  cellules  des  réseaux  et  par  les  sommets  de  ces  cellules. 

5.  On  s'imagine  qu'un  des  trois  réseaux  est  animé  d'une  translation  recti- 
ligne  à  travers  E4,  et  l'on  veut  savoir  comment  se.  déforme  la  section  de  ce 
réseau  par  un  espace  fixe  E,  pendant  ce  mouvement.  Comment  ces  images  de 
transformation  des  réseaux  (Cig),  (C^)  sont-elles  liées  à  celle  du  réseau  (C») 
dont  la  nature  e.«t  assez  simple?  La  réponse  à  cette  question  se  simplifie  aus- 
sitôt que  Ton  connaît  pour  chacun  des  trois  groupes  de  cellules  C,g  et  pour  le 
groupe  des  C,4  la  position  de  la  cellule  par  rapport  à  la  plus  petite  boite  de  la 
forme  d'une  C,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  arêtes  des  cellules  C,  du 
réseau  original  C,;  ces  boites  sont  des  C^*^  pour  les  C^\^^  positives  et  néga- 
tives et  les  C[^^  de  la  seconde  transformation,  des  Cf^  pour  les  C^,*^^  neutres. 
De  plus,  tandis  que  les  C^^'^^^  positives  et  négatives  et  les  CJ^  sont  corporelle- 
ment  inscrites,  les  C^^*^^^  neutres  sont  polairement  inscrites  dans  leurs  bottes. 

6.  Rapport  entre  les  systèmes  des  axes  des  cinq  groupes  de  cellules. 

Bouman  {Z.-P,),  —  Conlribulion  à  la  connaissance  des  surfaces 
à  courbure  moyenne  constante.  (537-55o). 

La  difficulté  de  l'étude  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  consiste 
dans  l'intégration  de  l'équation  différentielle 

d'6       d'6 

-T-T  4-  -r-r  =— sin/i0cos/t8. 

Dans  cette  Communication,  l'auteur  en  déduit  les  deux  équations  simulta- 
nées aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  du  second  degré 

du  du       .  è^u  dv  dv       ,  ^   à^v 

Réduciion  de  ces  équations  au  système 
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Ktuyi^er  (J.-^C).  —  Sur  la  surface  cyclique  mînîma.  (554-56a), 

Enneper  a  démoDtré  {Zeitachrift  der  Math,  und  Phys.,  t.  XIV)  l'existence 
d'une  surface  roinima  contenant  un  système  de  circonférences  de  cercles 
situées  en  des  plans  parallèles,  le  lieu  des  centres  étant  une  courbe  plane.  Ici, 
M.  Kluyyer  se  pose  la  question  suivante  :  Deux  cercles  égaux  se  trou\wnt  en 
deux  plans  parallèles;  sous  quelles  conditions  est-il  possible  de  faire  passer 
par  ces  deux  cercles  une  surface  cyclique  minima?  Soient  le  rayon  des 
cercles  l'unité,  le  milieu  de  la  distance  des  centres  Torigine  des  coordonnées, 
le  plan  XOY  parallèle  aux  plans  des  cercles,  et  supposons  qae  les  centres 
se  trourent  dans  le  plan  XOZ.  On  trouve  que  ces  deux  centres  {x,0^»)y 
(— X,  O,  ~4)  doivent  être  situés  à  l'intérieur  d^une  courbe  transcendante 
pour  que  la  surface  soit  possible.  Alors  il  y  a  deux  solutions,  et  cVst  toujours 
la  surface  la  plus  oblique  qui  représente  la  solution  stable;  ces  deux  solutions 
coïncident,  si  les  centres  se  trouvent  sur  la  courbe  transcendante. 

Cardinaal  (/.).  —  Quelques  constructions  déduites  du  mouve- 
ment d'un  système  plan.  (566-571). 

1.  Énoncés  de  deux  principes  connus  : 

a.  Si  A,  B,  C,  . . .  sont  des  points  mobiles  et  a,  p,  7,  . ..  les  centres  de  cour- 
bure de  leurs  trajectoires,  il  existe  entre  les  deux  systèmes  A,  B,  G,  ...,  (S) 
et  a,  p,  Y»  •••1  (^)  une  correspondance  quadratique  jouissant  de  la  propriété 
que  A,  B,  C,  ...  sont  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  de  a,  p,  y,  ..., 

b.  Soient  P  le  pôle  du  mouvement  et  I  le  pôle  d'inflexion.  Soit  A  un  point 
quelconque.  Alors  le  point  a  correspondant  se  détermine  de  la  manière  sui- 
vante :  Soit  Q  le  point  d'intersection  de  AI  avec  la  normale  en  P  à  AP;  la 
parallèle  à  IP  menée  par  Q  coupe  AP  en  a. 

2.  Application  au  mouvement  elliptique.  Construction  de  la  conique  X'  cor- 
respondant à  une  position  quelconque  de  la  droite  AB  dont  les  extrémités  A,  B 
glissent  le  long  des  deux  axes  rectangulaires  IX,  lY.  Ces  coniques  forment  un 
système  (6,  la).  Le  centre  de  X-  est  le  pied  de  la  normale  abaissée  du  p6le  P 
sur  AB  ;  le  lieu  de  ce  centre  est  donc  l'astroYde. 

3.  Application  au  mouvement  cardoYdal.  Construction  de  la  conique  X'  cor- 
respondant à  une  position  quelconque  de  la  droite  AC  passant  par  le  point 
fixe  C  dont  un  point  A  parcourt  un  cercle  par  C,  etc. 

Kapteyn  {W.).    —    Sur    la    multiplication    de   séries   Irigono - 
métriques.  (571-576). 

1.  Si  les  fonctions  f{x)  et  ^{x)  sont  finies  et  continues  entre  les 
limites  x  —  o  et  a?  =  1:,  on   a 

f{x)  =  N  a„  ces nx  -\-  -  a^  ~  5]  ^«  sin /i x, 
o{x)  =  N  ai  cos nx  -\-  7 ^i  =  z]  ^«  sin /i a?, 

n=\  «=1 

f{x)  9{x)  -z^\^co%nx-¥  ^A,=2]B„sin/îx. 
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r/auteur  détermine  les  coefficients  A„  et  B.  en  fonction  des  autres.  Il  trouTC 


0  1 

1  1 

0  1 


2.  Développement  de /(j?)/<Jî)  ou /'(a?). 

3.  Déduction  du  théorème  de  Parseval. 

4.  Déduction  de  plusieurs  formules  de  la  forme 

III  it* 

Klc. 

De  SUter  {W.).  —  Sur  les  masses  et  les  élënienls  des  trajec- 
toires des  satellites  de  Jupiter  (et  sur  la  niasse  du  s^^stème). 
(579-5991  709-738).  {A  suivre). 


FIN   DE   LA  SECONDE   PARTIE   DU   TOME   XXXIJ. 
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